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De  potestatum  periodis,  radicibus  primitivis 

residuisque  quadraticis. 

Auetore 
C.  F.  Arndt 

inath.  stud.  in  Universitato  litteraria  Gryphiswaldensi. 


Quoniam  in  disquirendis  rebus,  quae  ad  numerorum  spectant  doc- 
trinam,  occupatus  forte  detexi,  de  residuis  quadraticis  tbcorematu 
simillinia  iis  exstare,  quae  de  potestatum  periodis  radieibusque  pri- 
mitivis per  virum  clariss.  Gauss  in  lucem  prodierunt,  ut  videre  li- 
cet b  ejus  Disquis.  Aritbm.  pag.  73  sqq.,  finem  in  sequentibus  mihi 
proposui,  ut  aretissimum  hurum  theoreuiatum  vinculum,  quatenus 
neri  possit  patefaciaui.  Quaerenti  mihi  in  hac  arena  etiam  nota  se 
obtulit,  ex  qua  facillime  dijudicari  possit,  utrum  in  congruentia 

1.2.3.4....  £(/>-l)  =  ±l(mod./>) 

designante  p  numerum  primum  formae  4» +  3,  signo  superiore 
utendum  sit  an  inferiore.  Quodsi  vituperes,  quod  praeter  nova 
etiam  satis  nota  reeeperim,  tarnen  novis  adhibitis  plerumquc  detnon- 
strandi  methodis  studioque  rem  ita  instituendi  ut  latius  pateant 
theoremata,  excusatum  me  esse  velim.  Sed  longiores  sumus  quam 
necesse  est  et  ne  verbis  solum  attingamus  ea  quae  volumus  osten- 
dere,  ad  rem  ipsam  veniamus.  Initium  autem  faciendum  erit  cum 
propositione  jam  ab  Euclide  inventa  et  in  doctriua  numerorum  baud 
dubie  memo  rat  u  dignissima. 

A.    De  numeris  primis  in  Universum  agitur. 

§.  1.  Numerus  quicunque  pr/imus  qui  neque  unum  ne- 
que  alterum  duorum  numerorum  metitur  etiam  produ- 
ctum  borum  non  metietur. 

Demonstratio.  Ut  demonstrandi  methodus  latius  pateat,  assu- 
mamns  utrumque  numerum  datum  numero  dato  primo  esse  majorem, 
et  designemus  numeros  datos  per  a,  6,  numerum  primum  per  p. 
Rcsidua  illorum  ex  divisione  per  p  relicta  sint  a,  /?,  ita  ut  eos  hoc 
modo  liceat  exbibeti  a  =z  mp  -f-  a,  6  =  np  ß,  ubi  uterque  a,  ß 
minor  quam  p  atque  m,  n  sunt  integri.    Productum  igitur  ab  for- 

TheU  II.  1 
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Iiabebit  kp-\-aß>  quam  ob  rem  si  ah  per  p  divisibile  esse 
etiam  productum  aß  per  p  divisibile  esse  oporteret.  ltaque  res  < 
red u et«  est,  ut  demoostretur,  numerum  primum  p  productum  aliqua 
aß  metiri  oon  posse,  cujus  factores  ainbo  sunt  minores  quam  ; 
Hoc  vero  ita  probamus. 

1.  Si  duplum  ipsius  ß  vel  2/J  per  p  divisibile  esset,  numerun 

integrum      unitati  aequivalere  oporteret,  quoniam  ß<Zpt  2/5f<2// 

r 

^<;2.   Neque  vero  aequatio  %ß  =  p  locum  habere  potest,  qui« 

tum  numerus  primus  impar  p  per  2  divisibilis  esset, 

2.  Etiam  triplum  ipsius  ß  vcl  Zß  primus  p  non  metietur.  Nan 

si  fieri  posset,  numerum  integrum       aut  1  esse  oporteret  aut  2 

quoniam  3/fc<3/!>,  atque  ^<!3.  Si  vero  haberetur  aequatio  — =1 
vel  3/J  =  />,  ipsc  per  3  divisibilis  esset,  quod  fieri  nequit,  quia  p 
non  est  3  ex  suppositione.    Si  denique  esset  "^  =  2  vel  Zß=z2p: 

ipse  2p  per  3  dividi  posset,  quod  primo  casui  repugnat. 

3.  Uuia  p  productum  2ß  uon  metitur  secundum  1.  etiam  ex  eadem 
causa  2 .  2ß  vel  Aß  metiri  nequit. 

4.  Quando  bß  per  p  divisibile  esset,  una  harum  aequatiooum 

locum  habere  deberet  ~=  1 ,  ^  =  2,  ~  =  3,  ~  =  4,  qnoniam 

5/?«<5/>.  In  priori  casu  esset  5/j r=  atque  /?  per  5  divisibilis;  at- 
qui  />  non  est  5,  nam  valores  ipsius  a  semper  sunt  minores  quam 

p;  in  secundo  casu  haberetur  5/?  =  Zp  atque  y  integer  contra  l., 

in  tertio  easu  bß  =  Zp  atque  y  integer  contra  2.,  in  quarto  deni* 

que  casu  5/?  =  4/>  atque  y  integer  contra  3.,  ergo  p  productum  5p 
metiri  nequit. 

5.  liuomodo  uiterius  progredi  possimus  satis  intelligitur,  sed 
ut  theorema  in  genere  demoostretur,  assumamus  verum  id  esse  pro 
onnibui  ipsius  a  valoribus  inde  ab  2  osque  ad  primum  queneunque 
ipso  p  minorem,  ita  tarnen,  ut  inter  hone  et  p  alius  etiam  numerus 

p  exstet.    Priorem  designemus  per 

m  dico  pro  omnibns  factoris  a  valoribus  inter  p"  et  p'  theo- 
nostrum  valere  nec  minus  pro  ipso  p'  quem  numero  primo  p" 
prosine  majorem  esse  aeeipiamus.  Xam  si  quicuaque  numerus  com- 
pnsitus  inter  primo*  pr  et  p'  in  factores  primos  hoc  modo  resolvirur 
AmBiO: . . .  patet  ipsos  Jf,  B^  C...  minores  esse  quam  p\  Jam 
vero  ex  suppositione  theorema  valet  pro  A.ß%  erj^o  pro  AmAß=A*ßt 
hine  pro  A .  A%ßz=A*ß*  uaivcrsim  pro  Amß.  Quo  facto  propositio 
valcb.t  pro  A*ß.  B  =  Ä*B  . /*,  hinc  pro  A*B  .  ß  .  B  =  A'ß*ßy 
«uiversim  pro  A«Bkß.  Hoc  modo  progredi  licet  facillimeque  perspci- 


tur  rerera  prodnotum  4«B*(* . .  ,  per  p  noa  divisibile  esse,  Nunc 
denique  etiam  pß  per  p  non  divisibile  erir.    Nam  ai  fieri  posset, 

numerus  integer  ^  uaus  ex  hi»  esse  deberet  1»  2,  3>...^f— 1> 
ß<P.  lJ,<f.  Krlt  i*Uur  ^  aut  p,  aut  ty, 
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aut  3/i,....  out  (;/ — \)p.  Ig  priori  casu  esset  numerus  integer  q.  e. 
a.  quia  p  non'est  p'  atque  p  primus.  In  secundo  casu  baberetur  numerus 

integer       contra  1.  vel  supp.,  in  tertio,  quarto,  quinto,  etc.  casu 

.  3/>   hp   Up        (p'—  i)p 
numeri  — „        —n  . .  .        —  essent  integri  contra  ea,  quae  sro- 

luimus.  Hinc  sequitur  si  theorema  valcat  usque  ad  produetum  p"ß 
etiam  pro  produeto  N  .  ß  verum  esse  designnnte  A  numer.  queneun- 
que  inter  //"  et  ;/  nec  mious  pro  p'ß  ita'  ut  inter  p"  et  p'  numerus 
hob  exstet  primus. 

Jam  vero  propositionem  demonstravimus  pro  produetis  2/?,  3/9, 
Aß,  5/S;  erjro  (5)  valcbit  pro  6/9  et  Iß,  hinc  pro  8/9,  9/9,  lOß  et  11/9, 
hioc  pro  12/9  et  13/?,  ex  quo  sequitur  verain  eam  esse  pro  pro- 
dueto aß. 

Aliam  et  quidem  simplicissimam  demonstrationem  videre  licet 
in  Disq.  Arithmct. 

§.  2.  Duorum  numerorum  produetum,  quorum  uter- 
que  ad  numerum  queneunque  p  est  primus,  ipse  hie  non 
metitur. 

Resolvatur  p  in  facto  res  duos  ff  et  q  quorum  unus  p'  sit  nu- 
merus primus  ita  ut  habeatur  p=p'q.  Quodsi  produetum  numero- 
rum datorum  quos  a,  b  vocemus,  per  p  divisibile  esset,  etiam  per  pf 
manifesto  di vidi  posset.  Ipse  ;/  uutem  nulluni  borum  «,  b  metietur, 
nam  si  ex.  gr.  a  esset  multiplum  Jiujus  primi  //,  ipse  p'  quum  a 
tum  p  metiretur,  quo  facto  a  et  p  divisorein  communem  baberent 
contra  hyp.  Krgo  primus  p'  neque  a  neque  b  metietur  neque  igi- 
tur  produetum  (§.  1.),  quam  ob  rem  ab  per  p  non  crit  divisibile. 

Coroll.  1.  Si  quisque  numerorum  a,  b,  c%  </...  ad  num. 
queneunque  p  est  primus,  bic  ipse  produetum  abcä . .  non  metietur. 
Nam  propositio  valet  pro  ab,  binc  pro  abc,  hinc  pro  abcä .  .  .  ergo 
universim. 

Coroll.  2.  Etiam  potestas  aliqua  puta  ah  cujus  exponens  nu- 
merus integer  positivus,  per  numerum  queneunque  p  ad  a  primum 
divisibilis  esse  nequit. 

§.  3.  Qu  and  o  p  ad  a,  b,  r,  ...  estprimus  produetum- 
que  abc  . .  .  Z  per  //divisibile  est,  Zpcr/»divisibilem 
esse  oportet. 

Resolvatur  p  in  factorcs  primos  aequales  inter  se  vel  diversos 
hoc  modo  ;/,  p",  p"\  piV9  quorum  multitudo  ex.  gr.  sit  4.  Quia 
abc .  .  Z  per  p,  ergo  per  p'  divisibilis  est  p'  bujus  produeti  facto*, 
rem  Z  metiri  debet  (§.  1.):  si  cuim  Z  non  metiretur  etiam  abc.Z 

abc  Z 

metiri  non  posset.    Qua  re  poni  licet  Zzzzp'Z'  eritque   ^— 

abc . .  Z! 

=  py>yr  numerus  integer.    Sequitur  produetum  abc .  .  Z'  per  p" 

divisibile  esse,  ergo  etiam  Z'  (§.  1.)  ita  ut  poni  liceat  Z'  =  pnZ'\ 

abc .  •  Z       abc .  .  Z"  .  ^  .    .  ..       .  mt 

entque  =  — ^—fr~  numerus  integer.    Quia  lgitur  abc,  £r 

ipse  num.  jf"plv  metitur,  etiam  pw  boc  produetum  metietur,  quam 

i               •  if       rw„        ,,,„,„     ».       abc . .  Z       abc . .  Z'" 
ob  rem  poni  licet  Z'^/^'Z'"  entque  —  =  — —  nume- 
rus integer.    Ponamus  denique,  quia  Z"'  per  pIV  dividi  potest, 
Zm  =  pftZtv  habebimusque  per  substitutionem  Z=p'Z' ^zf/p^Z" 
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=:pfp»pwZ'"=zp'pYyvZir  =  pZnr,  ergo  revera  Z  per  p  divisi- 
bilis  est. 

§.  4.  Duo  numeri  secundum  tertium,  quem  setnper  positivura 
esse  oportebit,  congrui  dicuntur  aut  in congrui  prouti  hic  illo- 
rum  differentiam  metitur  aut  non  metitur.  Uuorum  numerorum, 
quem  tertium  diximus,  utriusque  modulum  ei  quidem  alter  um 
alterius  residuum  aut  non-residuum  vocemus.  Congruentia 
signum  boc  adoptatum  est  (=)»  ita  ut  si  num.  a  num.  b  sec.  mo- 
dulum m  coogruus  est,  ita  scribendum  sit  a  =  b  (mod.  m).  Si  igi- 
tur  uterque  «,  b  minor  est  modulo  my  hi  numeri  secundum  m  con- 
grui esse  nequeunt,  nisi  a  =  b.  Si  vero  a^>mf  b<Üm  ipse  b 
erit  residuum  ex  divisione  numeri  a  per  m  relictum.  Nam  quum 
a  —  b  per  m  divisibilis  sit  ponendum  erit  a  —  b  =  k.m9  vel 
a  =  k.m-{-b,  ex  quo  sequitur  b  esse  residuum  ipsius  a  per  m 
divisi.  Si  denique  b  num.  a  sec.  m  est  congruus,  ipsuui  b  residuo 
ex  divisione  numeri  a  per  m  relicto  congruum  esse  oportebit.  Qui- 
bus  notionibus  stabilitis  patebit,  cuivis  numero  a  in  bac  serie 

0,  1,  2,  3,  .  .  .m  —  1 

residuum  respondere  secundum  modulum  m  et  quidem  unum  tan- 
tummodo  nempe  id  residuo  aequivalebit  ex  divisione  numeri  a  per 
m  relicti. 

Haec  residua  modulo  minora  alicui  numero  congrua  bujus  resi- 
dua  minima  sec.  mod.  prop.  vocantur. 

§.  5.  Inter  tbeoremuta  quac  statim  sub  aspectum  cadunt,  baec 
sunt  referenda. 

1.  Si  bini  numeri  sec.  mod.  queneunque  sunt  congrui 
etiam  summa  priorum  suramae  postcriorum  sec.  eundem 
mod.  erit  congrua. 

2.  Quando  quisque  duorum  numerorum  aliorum  duo- 
rum  cuique  congruus  est,  etiam  priorum  differentia  po- 
steriorum  congrua  erit  differeutiae. 

3.  Productum  numerorum  quoteunque,  quorum  quis- 
que aliorum  cuique  numerorum  congruus  est,  horum 
ipsorum  produeto  erit  congruum. 

Sit  enim  a  =  b  (mod.  m) ,  a  =  b',  a"  =  b"  etc.  eritque  pro- 


banda  congruentia  aa'a"  etc.=bl/b"  etc.  (mod.  m).  Quoniam  diffe- 
reutiae a  —  b,  a'  —  b',  a" — U\  etc.  per  m  divisibiles  sunt  (§.  4.J 
stutuendum  erit 

a  —  b  =  km,  a'  —  V  =  k'm,  a"  —  b"  =  k"m}  etc. 

vel 

a=zkm-\-b,  a1  =  k'm  -f-  b',  a"  =  k"m  -f-  b",  etc. 

ubi  £,       k"  etc.  sunt  integri  Zero  non  excluso. 

Productum  aa'a"  etc.  formae  esse  Km  -f-  bb'b"  etc.  facile  per- 
spicitur,  qua  rc  differentia  aa'a" — bb'b**  etc.  formae  erit  AVi,  at- 
que  per  m  divisibilis  i.  e.  aa'a" .  .  =  bb'b" .  , .  (mod.  m). 

4.   Quando  congruentiae 

a  =  b,  c  =  d  (mod.  m) 
locum  babent  atque  sunt  integri  produetumque  cd 
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ad  m  est  primum  etiam  haec  locum  habebit  congruentia 

T  =  d  (mod-  *»)• 

Ex  3.  sequitur  ad  =  bc,  quo  facto  differentia  ad — bc  tanquam 

per  0*  divisibilis  forma  exhibetur  Xrjw;  tum  erit  — ^ — =  ^  vel 

a  b  km 
J  ~  1  erf* 

Jam  vero  «/  ad  m  est  primus,  ergo  (§.  3.)  k  per  c</  erit  divi- 
sibilis  otque  ^  integer,  quam  ob  rem  —  —      multiplum  erit  ipsius 

•  l  e.  |-  =  A  (mod.  «). 

§.  6.  Numerus  indeterminatus  ;r  ita  Semper  potest 
determ  i nari  ut  expressio  <ar.r-f-£  secundum  modulum  m 
ad  a  primum  cuivis  numero  fiat  congrua  vel  quod  idem 
valet  congruentia  ax-\-b  =  c  (mod.  m)  Semper  poterit  re- 
solvi,  si  quidem  m  ad  a  est  primus. 

Consideremus  producta  haec 

a,  2«r,  3«r,  4<ar,  ....(*»  —  1)/». 

Quum  a  ad  m  sit  primus  nullum  horum  produetorum  per  01  erit  di- 
visibile;  nam  si  quodeunque  illorum  ka  (k^m)  ipse  metiretur 
etiam  k  per  *»  divisibilis  esset,  quod  fieri  nequit  (§.  3.).  Et  quidem 
omnia  producta  sunt  sec.  m  incougrua,  Si  enim  duo  quaelibet  per 
ka  designamus  ita  ut  k  <  m,  k'  <  differentiam  ka  —  ka 
==(/• —  A')a"ipsum  m  metiri  oporteret,  ergo  (k  —  k)  (§.  3.)  quod 
fieri  nequit.  Horum  igitur  produetorum  residua  minima  ex  divi- 
sioue  eorum  per  m  relictu  erunt  ordine  neglecto  baec 

1,  2,  3,  4,  —  1. 

Jam  vero  differentiae  c  —  b  residuum  minimum  positivum  inter  illa 
residua  ouortet  inveniri,  quam  ob  rem  c — b  alicui  produetorum,  de 
quibus  agitur,  congrua  erit.    Sit  hoc  produetum  ka  eritque 

ka  =  c  —  b  vel  ka-\-b  =  c  (mod.  «§). 

Cor  oll.  Quundo  a  et  m  divisorem  comm.  habent  maximum  S 
coogruentiae  aac  -\-b=.c  (mod.  m)  satisfieri  nequit  nisi  c  —  b  per 
o*  est  divisibilis.  Nam  quum  congrueutiam  haue  pro  modulo  6  non 
uii o us  quam  pro  modulo  m  oporteat  locum  habere,  numerus  c  —  b 
per  ö*  erit  divisibilis.    Ceterum  si  resolvi  potest  ad  aliam  reducitur 

ax       c  —  h  ,     .  m. 

T  -  ~  (mod-  T) 

•d  qu,  £  »d  modulum  ^  est  numerus  primus. 

§.  7.  Quando  p  est  numerus  primus  numerum  A  non 
metiens  plures  ouam  n  secundum  modulum  p  valores  in* 
congrui  vuriabilis  a?  non  exstant,  qui  congruentiae 

Axn  -+-  ßa:»-1  +  Ca*-*  •+-  etc.  -f- Mac  -f-  JV=  0 

secundum  eundem  mod.  satisfaciant. 

1.  Si  n  unitati  aeqüivalet  propositio  nostra  ex  paragr.  praeced. 
illico  sequitur. 
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2.  Si  vero  n  unitatem  soperat,  congruentia  si  fieri  possit  plu- 
res  quam  exerapl.  gr.  n+1  valores  ad  mittat  incongruos  «,  ß,  y,  S 
etc.   Tum  erit 

Ja*-\-  Ba»-i-\-  Ca?*-*  etc.  -+-  Mu  -\-fi  =  Q  (m.  p) 

Aß»  +  Bß»-i-+-  Cß»-*  etc.  -\-Mß+A  =  Q 

ergo 

A(a»  —  /?*)  +  B(a«-i  —         etc.  +  M(a  —  ß)  =  0. 

Potestatum  differentias  quae  in  hac  congruentia  reperiantur,  per 
a  —  ß  divisibiles  esse  satis  notum  est,  facillimeque  perspicitur  cou- 
gruentiain  forma  exbiberi 

(«  —  ß)  {Jß»-i     B'ß*-2  -H  CTß*-*  etc.  -f-  L'ß     M' )  =  0 

ergo  erit 

+  B'ßn-i  +  £"£«-2  etc.  -f-  L'ß  -H  £/'  =  0 

quoniam  a  —  ß  per  p  non  divisibilis  est,  na  in  a,  /£  sunt  valores  in- 
congrui.  Jam  quum  multitudo  Lorum  «,  /J$  y,  J,  . . .  sit  »-f-  1  at- 
que  ipsum  a  cum  aliorum  quoque  combinari  liceat,  manifesto  n  cou- 
gmentine  formae,  quam  modo  diximus,  habebuntur  et  quidem  omnes 
sunt  (» — 1)""  gradus.  Congruentia  igitur  (n  —  \)u  gradus  admit- 
tet  i»  valores  incongruos^  ex  cadem  causa  congruentia  (u  —  2)<« 
gradus  n — 1  valores  incongruos.  Qua  conclusione  continuata  seque- 
retur  congruentiam  primi  gradus  admittcre  2  radices  diversas,  quod 
fieri  nequit  ($.  6).  Multo  minus  plures  quam  »H-l  radices  diver- 
sae  conc;ruentiae  propositi  n(i  gradus  satisfacient. 

§.  8.  Designante  <pN  m u ltitudin ein  numerorum  ad  iV 
primorum  ipsoque  minorum  et  n,  n'\  etc.  omnes  d  i  v  i  - 
sores  numeri  JV  unitate  et  ipso  A  non  exclusis  semper 
erit  (p a -+- ya'      wo" -4-  <pam  etc  =  AI. 

1.  Quando  A  est  formae  pH  vel  numeri  primi  potestas,  omnes 
ejus  divisores  sunt  Li:  1,  ;>*,  p*>  .  .  .  pn.  Multitudo  numerorum 
ad  p"  primorum  eoque  minorum  est  p*—l(p — 1),  ergo 

gpl  -t-  (pp     (fp*  -+-  <pp*      . .  -§-  97^* 

=  1  +  (//  —  1)  -f- p{p  —  1)  +        —  1)  etc,  -\-p"-i(p  —  \) 

quam  summam  potestati  pn  acquivalere  ex  doctrina  seriernm  constat. 

2.  Quando  A  est  numerus  eompositus  puta  AaBbO  etc.  qui- 
cunque  bujus  divisor  forma  AfBsCh .  .  .  exhibetur,  ita  ut  expo- 
nentes  f9  h  vel  nonnulli  eorum  etiam  evanescere  possint,  atta- 
men  minores  sint  resp.  quam  ay  b,  c>  .  .  .  Poterit  igitur  f  omnes 
valores  inde  ab  Zero  usque  ad  «r,  g  omnes  valores  inde  ab  Zern 
usque  ad  £,  h  omnes  valores  a  Zero  usque  ad  c  etc.  aeeipere.  Et 
si  valoribus  bis  respondentes  potestates  inter  se  combinantur,  mani- 
festo omnes  numeri  A  divisores  exstabunt.  Jam  dico,  si  numeri 
F%  Gf  II  etc.  sint  ad  singulas  potestates  Af>  Bs,  0*  etc.  primi 
etiam  produetum  FGH \  .  ad  illud  AfBsC^  . . .  primum  fore.  Nam 
quum  Li  modo  factoros  A,  By  C . .  produetum  AJ BsCh  .  .  .  possint 
metiri,  si  prodocta  AfBsCh  . .,  FGH »  .  divisorein  communem  ha- 
berent,  unum  ex  factoribus  A,  By  C . . .  simul  ea  metiri  oporteret 
ex.  gr.  A.  Tum  autem  A  tanquam  primus  aut  F  metiri  deberet, 
aut  G9  aut  H  etc.  v.  c.  F,  neque  vero  Af  ad  F  esset  numerus 
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primus  contra  suppositionem  nostrom.  Vice  versa  qoicuoque  numerus  ad 
A/ßsC*.,.  primus  factores  modo  involvet  quorum  nullus  cum  po- 
testatibus  Afy  Bf,  Ch  .  .  habeat  factorem  cOmmuoem.  Nunc  repe- 
riantur  numeri  ad  A°,  Al ,  A*t  .  .  Aa  primi  singulisque  non  majo- 
res, deinde  numeri  ad  potestates  ß°,  Bl ,  ß*,  .  .  BA  primi  singulis- 

3ue  non  majores  sintiliterque  de  ceteris,        Cx.  C*,, .  .  O1.  Primo 
ictorum  multitudo  erif  Aa,  secundo  Bb>  tertio  Cv  etc.  ex- prima 
parte. 

Quodsi  numeri  de  quibus  agitur  inter  se  combinantur,  ex  prae- 
cedentibus  patebit,  omnes  numerus  exstare  ad  divisores  numeri  A  pri- 
mus insisque  non  majores  manifestoque  multitudo  babebitur  AaBliO> 
etc.  sivc 

Aliam  licet  videre  demonstratiouein  huj.  prop.  in  Gauss  Disq. 
Aritbm.  pag.  33. 

B.    De  numerorum  periodis.,  radieibus  primitivis  resi- 

duisque  quadraticis. 

§.  9.  Quum  Fermatii  tbeorema  in  sequentibus  maximi  sit 
momenti  in  memoriam  id  revocabimus  sed  ita  enunciatum,  ut  latis- 
sime  pateat,  nempe  ut  sequitur. 

Quando  numeri  «r,  p  sunt  inter  se  primi,  semper  con- 
gruentia 

a<fP  =  l(mod.  p) 

locum  babebit,  denotante  <pp  multitudinem  numerorum 
ad  p  primorum  eoque  minorum. 

Significatis  oninibus  uumcris  ad  p  primis  eoque  minoribus  per 

0,,  0a,  0,,  ...  0^4 

statim  patebit,  nullum  borum  produetorum 

0,«  .  0a#  .  03«  .  .  .  .  Oft  .  a 

per  p  divisibile  esse  (§.  2.),  deinde  producta  de  quibus  ngitur  se- 
cundum  p  esse  inenngrua.  Nam  si  universim  baberetur  0*<ar  =  0^«r 
denonamibus  0*,  €>x  numeros  ex  bis  0,,  0a.  .  .  .  differentiam 
O  a  —  Oja  ergo  0*  —  0^  per  modulum  esse  divisibilem  oporteret, 
quod  fieri  nequit.  Tertio  dico  quodvis  residuum  ex  divisione  pro- 
duetorum illorum  per  p  relictum  ad  ;/  esse  primum.  Nam  si  resi- 
duum produeti  alieujus  Gxa  est  q  vel  Q*a  =i  q  quicunque  residui  q 
diiisor  produetum  0x«r  inetiri  deberet,  siquidem  etiam  numerum  pri- 
mum p  metiretur.  Tum  autem  aut  0*  aut  a  cum  baberet  divisorem 
communem  contra  ea,  quae  statuimus.  Quuin  igitur  produetorum 
residua  sint  innequalia,  ad  p  prima  nullunique  evaneseat,  residua 
baec  ordine  neglecto  bis  ipsis  0,  .  0S  .  0,  . .  .  Oji  aequivalere  sta- 
tim perspicietur.   Ergo  banc  babemus  congruentiam 

0,«  .  0,«  .  Osa  . . .  Otua  =  0,  .  03  .  0,  .  . .  Oft  (mod.  ;/) 

Tel  banc  0,0,0,  .  .  0^u  (aVP —  1)  =0.    Jam  vero  p  ad  produetum 
. .  0£*  est  primus,  quam  ob  rem  (§.  3.)  difterenüu  a'tP  —  1 
per  p  divisibilis  esse  debet  i.  e.  afp  =  1  (mod.  p). 

Quando  p  est  numerus  primus  omnes  ad  p  primi  eoque  mino- 
res sunt 

1,  %  3>. .  ,p  —  1 
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ergo  äP— 1  =  1  (mod.  p)  quo  modo  vulgo  enuociatur  Fermatii  tbeo- 

rema. 

§.  10.  Pedetentim  vero  quaestio  sese  offert,  num  etiam  infe- 
riores potestates  quam  [g>p)ta  uoitati  secundum  p  possint  congruae 
fieri?  Hoc  argumentum  mox  aggrediemur,  sed  id  certe  contendi 
poterit,  exponentem  infimae  oumeri  alicujus  a  potestatis 
unitati  congruae  aut  numero  <pp  aequalem  esse  aut  eum 
certe  metiri. 

Si  eoim  a*  esset  infima  numeri  a  potestas  unitati  secundum  p 
congrua  et  t  numerum  <pp  non  metiretur,  ponere  liceret  <ppz=zmt-t-r, 
ita  ut  r  non  evanesceret  minorque  esset  numero  t.  Krit  autem 
a'fP  =  1  i.  e.  amt+r  vel  amt  .  ar  unitati  congrua;  jam  vero  amt  =  1 
ergo  ar  =  1  exstaretque  minor  num.  a  potestas  quam  tta  unitati 
congrua  contra  supp.  nostram. 

Quando  autem  a*  est  infima  numeri  a  unitati  congrua  potestas, 

bae 

secundum  p  erunt  incongruae.  Nam  si  esset  a*  =  a*'  ita  ut  nullus 
bor  um  x,  x'  exponentein  t  superaret,  babcretur  a*~*  =  1  (m.  p) 
(§.  5.  4.)  quo  loco  statuimus  esse  x>x'.  Atqui  x  —  x* <^t,  er£° 
$t*  nou  esset  infima  unitati  congrua  potestas.  Nec  minus  potestates, 
quarum  exponentes  inter  /-h  i  et  2t,  inter  2/— |—  1  et  Ztt  inter 
3/4-1  et  it  etc.  contiuentur,  incongruae  erunt.  Nam  quaneunque 
potestatem,  cujus  exponens  inter  et  2t  contineatur,  potestati 

alicui  cujus  exponens      1  et      t  congruam  fieri  facillime  intelli- 

getur.  Idem  valet  de  reliquis.  Potestates  vero  af,  a2t ,  «Sf, . . .  amt 
omnes  secundum  p  unitati  fore  congruas  id  quoque  quisque  perspi- 
cict.  Habetur  igitur  periodus  nempe  potestatum  series,  quarum 
residua  minima  sunt  inaequalia  omniaque  ad  modulum  prima.  Ce- 
tcrum  si  af  est  infima  unitati  congrua  potestas  atque  ar  =  aQ  (mod. 
p)  etiam  r  =  o  (mod.  t)  erit;  nam  ar~Q=\,  qua  re  differeotiam 
numeri  t  multiplum  esse  oportabit  vel  r  =  Q  (mod.  t).  Vice  versa 
quando  congruentiam  habes  r  =  Q  (mod.  t)  etiam  banc  alteram  ba- 
bebis  «r  =  «<?  (mod.  />). 

Si  a*  est  infima  radicis  a  potestas  unitati  secundum  modulum 
queneunque  p  congrua,  a  ad  exponentem  t  pertinere,  cum 
Kulero  in  sequentibus  dicemus. 

§.  11.  Numeros,  in  quorum  periodis  omnes  ad  modu- 
lum primi  eoque  non  majores  numeri  reperiuntur,  radi- 
ces  primitivas  vocabimus.  Scquitur  ex  bac  definitione,  expo- 
nentem, ad  quem  radix  primitiva  pertineat,  aequalem  esse  muititu- 
dini  numerorum  ad  modulum  primorum  eoque  non  majorum.  Perti- 
neat enim  radix  quaecunque  primitiva  a  ad  exponentem  t  eritque 
a*  infima  numeri  a  potestas  unitati  congrua.  Jam  vero  a  ad  mo- 
dulum primus  nec  minus  «*,  .  .  .  a*  omniaque  barum  potestatum 
residua  minima  sunt  inaequalia.  Quia  igitur  periodus  baec  t  nume« 
ros  ad  modulum  prijnos  complcctitur  ceteraeque  potestates  eadem  prae- 
bent  residua,  ut  omnes  ad  modulum  primos  complectatur,  ipsum  t  mul- 
titudini  numerorum  ad  modulum  primorum  aequivalere  necesse  erit. 
Valde  autem  quaeritur,  num  revera  pro  quovis  modulo  radices  inve- 
niantur  primitivae  et  si  exstant,  quae  sit  earum  multitudo.  Videbimus 
iu  sequentibus  in  eo  modo  casu  radices  exstare  primitivas,  in  quo  nio- 
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du) us  Bit  4  aut  uoa  formarum  exhibeatur  pni  2p*  deaotante  nu- 
merum primum  imparem.  Priusqnam  autem  hoc  aggredimur  argu- 
mentum  radices  congruentiae  superioris  gradus,  in  quibus  nititur 
disquisitio,  sunt  considerandae.  Sed  eum  statim  tractaoimus  casum, 
in  quo     est  numerus  primus. 

$.  12.  Semper  exstant  numeri,  quorum  nulla  pote- 
stas  inferior  quam  (p —  l)'a  unitati  congrua  est^  vel  quod 
idem  valet,  pro  modulo  primo  radices  exstant  primi- 
tivae. 

Quando  p — 1  in  factores  suos  primos  hoc  modo  resolvitur 
AaBiCc .  .  .  dico  inveniri  posse  numerum  a  ad  exponentem  Aat 
num.  ß  ad  exp.  BA,  numerum  y       e*P«  Cc  etc.  pertinentem.  Con- 

v  -i  '   p  —  1 

gruentiam  a: A  =  1  (mod.  />)  non  plures  quam      .     radices  ad- 

mittere  diversas  ex  $.  7.  patebit,  quam  ob  rem  quiaque  numerorum 
1,  2,  3,  4,  ,,.p —  1  quorum  multitudo  major  quam  P ^  \  con- 
gruentiae illi  satisfacere  non  potest.  Sit  igitur  g  unus  bujusmodi 
numerus,  congruentiae  propositae  non  satisfaciens  eritque  si  pouitur 

gA*  =a,  a  numerus  ad  exponentum  Aa  pertinens.  Potestatem 
enim  (Aa)ta  numeri  a  unitati  congruam  fx»re  ex  Fermatii  theoremate 
intelügitur.  Jam  si  exstarent  inferiores  numeri  a  potestates  uni- 
tati congruae,  harum  inQmae  exponens  expon.  Aa  deberet  metiri 
(§.  10.)  atque  unus  esse  ex  bis 

A°-\  A«-*t  A°-$,  

Jam  vero  aA*~xz=z\gA' )  —  gA  ex  suppositione  nostra  uni- 
tati non  est  congrua  multoque  minus  a^—a,  aA— 3  etc.  ergo  a  ad 
exponentem  Aa  pertinet.  Tum  dico  produetum  numerorum  «,  ß.  y,.. 
qui  ud  exponentes  singulos  Aa,  Bl\  f>,  . .  .  pertineant,  ad  expo- 
nentem AaBbCc-.  .  sive  /;  —  1  pertinere.  Quod  produetum  ad  po- 
testatem (p  —  \)tam  elevatum  unitati  congruum  fore  facile  patet. 

Nam  aA*  =  1,  ßBi  =  1,  y&  =  \  etc<  er?0 

aA*B*C<  •  •  =  1,  ßA'B^Co . .  =  \s  yA<*B*C'  •  •  =  1,  qua  ex  re 

(aßy  .  ,)A*B>C< . . .  ==  1  (mod.  p)  sive  (aßy  .  .)P-i  ==  1. 

Quodsi  produetum  ad  minorem  exponentem  t  pertineret,  t  numerum 
p — 1  metiri  deheret.  Sit  igitur  t=zAa—lBbCc  etc.  eritque  (aßy ..)*=: 
(aßy,  .)A—*B*  €• . Quum  jam  ß,  y,  .  .  ad  exponentes  Bbf  &  .  . 
pertineant  potestates  ßA—t'B*  C< .  .f  yA—iB*C'..  unitati  erunt  con- 
gruae  ergo  (aßy  .  .)*  =  aAm~XBkC'  •  \  Quum  denique  a  ad  exponen- 
tem Aa  pertiuear,  debet  Aa  metiri  produetum  Aa~^ßhCc , . .  q.  e.  a. 
Neque  igitur  aßy  . .  ad  exponentem  A*-iBbCc . .  pertinebit,  multo- 
que minus  ad  minorem. 

§.  13.    Quoniam  residua  minima  potestatum 

«,  «*,  dP—i 

si  modo  a  est  radix  primitiva,  sunt  inaequalia  illa  numeris  ordine 
neglecto 

1,  2,  3,         —  1 
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aequivalere  opörtebit,  nee  minus  omDem  numerum  per  p  non  divi- 
sibilem  residuo  harum  potestatum  alicui  con&ruum  fore.  Quodsi 
a»  =  6  (mod.  p)  n  ipsius  b  indicem  cum  Eulero  vocemus  perspi- 
cieturque,  alicui  numero  piures  secundum  eandem  radicem  primi- 
tivam  respondere  indices  et  quidem  bi  iodices  sec.  modulum  p — 1 
erunt  congrui  (§.  10.). 

§.  14.  Index  produeti  ex  quoteunque  factoribus  com- 
positi  suramae  indicum  singulorum  facto  rum  secundum 
modulum  p — 1  congruus  est.  Etiam  index  potestatis  nu- 
meri  alieujus  producta  ex  indice  radicis  in  exponentem 
potestatis  secundulum  eundem  modulum  congruus  est. 

Sint  primo  propositi  duo  factores  A,  B  eritque  demonstran- 
dum, congruentiam 

Ind  AB  =  \nd  ^-hlod  B  (m.  p  —  1), 

locum  habere. 

Ex  notione  autem  indicum  (§.  13.)  intelligitur  esse  si  radicem 
adoptabis  quaneuoque  a  «lud^  =  ^,  «*ud  B =  B  sec.  mod./;,  ex 
quo  sequitur  «lod  A  -*-l«»d  B  =  AB,  Jam  vero  «Ind  AB  =  AB,  ergo 
etiam  «,nd  AB  =  «Ind  A  +  hi  B  0tque  «Iüd  AB -(lnd  A  +  ladB)  =  i 
(m.  p).  Qua  re  differentiam  lnd  AB  —  (Ind  A  -|-  Ind  B)  numerus 
p  —  1  debet  metiri,  quoniam  aP— 1  est  inflma  ips.  a  unitati  congrua 
potestas.,  i.  e.  Ind  AB  =  Ind  ^-f-lnd  B  (mod.  p  —  1).  A  duobus 
factoribus  poterit  prorsus  simili  modo  ad  tres,  liinc  ad  quattuor, 
omnino  ad  quoteunque  factores.  Sequitur  deinde  lnd  A%  =  Ind  AA 
==lud  A-\-\xl&  J  =  2Ind  A  (m.  p  —  1),  lnd  A*  =  3lüd  A, 
Ind  An  =  «Ind  A  sec.  mod.  p  —  1. 

§.  15.  Congruentia  xn  =  A  (m.  p)  denotante  p  nume- 
rum  primum  aut  nullam  admittet  radicem,  aut  tot  radi- 
ces,  quot  unitates  babeat  divisor  communis  maxi inus  J 
numerorum  n  et  p  —  1.    Et  quidem  nullus  numerus  con- 


gruentiae  satisfaciet  propositae,  nisi  potestas^/  $  uni- 
tati fit  congrua. 

Si  congruentia  resolubilis  est  sequitur  ex  indicum  doctrina 
//Ind  a:  =  Ind  A  (m.  p  —  1),  cui  semper  satistieri  potest,  quando  /* 
ad  ;/  —  l  est  primus  (§.  6.),  quo  in  casu  unara  modo  admittet  ra- 
dicem. Sin  n-  et  p — 1  divisorera  babent  comm.  max.  (f,  indicem 
ipsius  A  per  d  divisibilem  esse  oportet  6.),  qua  conditione  locum 
babente  patet  congruentiam 

wind  x         Ind  A  .     p  —  lx 

— —  =  —j-  \m- 

admittere  6  valores  Mivcrsos  sec.  mod.    tf    vel  p  —  1,  uempe  va- 

.  wind  x       ,  . . 

lores  num.  — ^ —  sunt  bi 

Ind  A    Ind  A      p—1    Ind  A  ,    2Qp— 1)       Ind  A   ,    (d—  1)  (p^l) 

Jam  vero  si  valores  ipsius  lnd  a:  sec.  mod.  p  —  1  sunt  congrui  etiam 
radices  respondenr.es  congruentiae  &n  =  A  (m.  p)  sec.  erunt  con- 
gruae,  erjro  exstabunt  d  valores  diversi. 

Quando  denique  congr.  prop.  resolubilis  esse  debet,  num.  lnd  A 
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per  d  divisibilem  esse  oportebit  vel  lod  A  5  0  (mod.  d).  Sit  «radix 

quaecunque  primitiva  eritque 

lod  A{p—  1)  p—\ 

«i»d  ^  =     (mod.       a     *      =  A*  (m. 

Ind  yjf  Ind  ^fy— l)  p— I 

Jam  quum  — sit  integer,  erit  a      '      =1  adeoque  A  &  =  1 

(mod.;;),  qua  deficiente  conditione  congruentiae  &*  =  A  {m.  p) 
satisücri  nequit. 

Co  roll.  1.  Quando  «  =  2  congruentia  =  A  (raod.  j>)  re- 
solubilis  erit,  si  AUp-W  unitati  congrun,  sin  vero  minus  non  reso- 
lubilis.  üt  igitur  numerus  aliquis  quadrato  sec.  mod.  primum  coogruus 

£=} 

fiat,  potestas  A2  unitati  debet  esse  congrua.  Quum  jam  p  —  1 
sit  numerus  par  congruentia  a:*  =  A  (m.  p)  aut  nullam  admittet 
radicem  aut  duas. 

Cor  oll.  2.  Quando  A=l  congruentia  «r*  =  1  (m.  p)  Sem- 
per poterit  resolvi,  si  vero  A=z  —  1  in  eo  modo  casu,  quo     ^  * 

est  numerus  par. 

§.  16.  Congruentia  a&*~A  (mod.  2)  unnm  tantum- 
modo  radicem  admittet  nenipe  1  quando  A  est  numerus 
impar,  baec  vero  &"~A  (mod. 4)  denotante  A  etiam  nunc 
numerum  iroparem,  aut  nullam,  aut  unam,  aut  denique 
duas. 

Propositionis  prima  pars  tarn  obvia  est,  ut  demonstratione  non 
opus  sit.  Quod  vero  attinet  ad  alteram,  sit  primo  A  formae  4*-f-l. 
1d  hocce  casu  1  est  radix  neque  vero  3  nisi  exponens  n  est  numerus 
par.  Sit  secundo  A  formac  4/»-f~3,  tum  1  congruentiae  non  sa- 
tisfaciet,  quia  4* -4- 3 — 1=4« +  2  per  4  non  divisibilis  neque 
vero  satisfaciet  3  quando  n  est  par.  Si  vero  n  est  numerus  im- 
par  manifesto  3  erit  radix.  Sequitur  ex  bac  consideratione  con- 
gruentiam  a:*  =  1  (mod.  4)  semper  duas  admittere  radices  nempe 
1  et  3. 

§.  17.  Sequitur  ut  de  modulis  una  formarum  p*9  2p*  compre- 
hensis  agatur.  In  §.  15.  inventuin  est,  congruentiam  acn  =  1 
(mod.  p)  habere  J  radices  sec.  p  incongruas,  deuotante  S  maximum 
communem  divisorem  num.  n  et  p  —  1.  Simili  modo  enunciabimus 
theoreina  quod  sequitur. 

Congruentia  tf*  gradus  ac*  =  1  (mod. pn)  admittet  S  va- 
lores  secundum  p*  incongruos,  denotante  6  divisorem 
communem  maximum  numerorum  t9  p*~~l(p  —  1),  qua  pro- 
positione  demonstrata  patebit  congruentiam  propositum, 
non  plures  quam  t  radices  admittere  diversas. 

Ponatur  d  =  kpB  ita  ut  A-  factorem  p  non  involvat  adeoque 
k  ipsum  p  —  1  metiatur.    Jam  dico 

1.  Si  «  fuerit  radix  congruentiae  propositae  etiam  a-+-//p*—9 
fore  radicem,  designante  h  numerum  queneunque  per  p  non  divisi- 
bilem.  Ceterum  illico  observandum  est,  numerum  0  bunc  n  —  1 
snperare  non  posse.    Sit  primo  n  —  0^>l  atque  0  =  1,  tum  erit 

(a  +  hp»~ey  —  a'  =  hp»~B\(a  +  Ap^Oy-t  +  «(«  +  fipn-9)t-2 

4- a» (a  +  Ap»~ey-*  etc.  +(a+  Ap^ey-i | . 
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Atqui  a-i-Ap»—  &  =  a  (mod.  p*)  quoniam  n  —  0>1,  ergo 
(a     >5^«-e)'-i  =  a'-*  (mod. 
a(a  -f-  //p»~sy-2  =  «f-i 
a2(a     /ipnS)t-i  =  a^-i 


(a  -f-  =  a'-l 

ergo  (a     /ip»-9)t  —  a'  =  //^»-e  .  a'-i .  /  (mod.  p»~&+*) 
quam  ob  rem  terminus  in  sinistra  parte  positus  erit  formae 
///>«-*(/«'-!  -f-  Kp2)  =  /ip«-Glat-i  -+-  K/ip*-&+* 
quumque  0  =  1  habetur 

(a  +  hp»-9Y  —  a*=ia*-i/iji*-Bt  (mod. 

=  0  (mod.  //») 

quia  in  bocce  casu  t  per  /?  non  vero  per  p2  divisibilis  est.  Tbeo- 
reroa  igitur  valct  quando  »  —  0;>1  atque0=l.  Sin  0  non  est 
1  assumamus  propositionem  nostram  valere  pro  0  poteritquc  de- 
roonstrari  etiam  pro  0  +  1  locum  habere.  Tum  autcm  a  valore  1 
usque  ad  2,  hinc  ad  3,  omnino  ad  0  asceodi  poterit.    Sit  igitur 

(«  +  /tpn-ey  —a*  =  ta*-i/tp*-e  (m.  p"+i) 

ponaturque  tp  pro  t  ita  ut  tp  per  pS+i  non  vero  per  p&+*  sit  di- 
visibilis. Habemus 

(« +  Ap»-&yP  —  a*P 

=  1  (et  +  /tp»-ey  —  a*  \  [  (a  -f  -  ///>»-e)'0>-i)  +  «'(«  +  //;^-e)'^-2) 

+  a2'(a  +  ///>»-ö)<0>-»)  . .  .  +  a'ü»-i)| 

verum 

«  +  //pn—fi  =  a  (mod.  />*},  ergo 
(a  -f-  ==  a'0>-i)  (mod.  p2) 

a'(a  +  kp-ByiP-*)  = 
a^(«-r-  ///>»-0)'O»-s)  =  a'(^~« 

(a  -4-  ///>»-  ©)'(/>-«  = 
adeoque  summa  erit  congrua  cc'(p-D  .  vel 

formae  a'(p-«  .    +  Ä>»,  ergo 
(a  + —      formae  (a'-i///?»-e/+Ä>'H-i) 
\a*(P~- V>p-\-Kp2  j  vel  congrua  atP—iftp»— Btp 
secundum  modulum  »  +  2.   Erit  igitur 

(« -+-  hp»-#yp  —  afV  =  a*P-iAp»-9tp  (m.  p"+*). 

Jam  vero  *  per  p99  p^Btp  per  ^»+1  et  (a  +  /ip»-eyp  —  per 
/>»-K  divisibilis,  quam  ob  rem 

(a  +  Jip*-*yp  —     ==  0  (mod. 
ita  ut  prop.  valeat  pro  0  + 1. 

.  - 
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Sit  secundo  n  —  0  =  1  atque  0  =  1,  tum  erit 
(er  -f-  hpf  —  a*  =  hp\(üL-\-  kp)*—*  H-  a(a  -+-  5 

«*(«  +  u'-i  t 

Atqui 

(a _|_  ^y-i  _  a<-i=Ap j (a 4- //>)'~2 J/?)'_s -h  etc.  -*-a'-2j 
Deinde 

(o  +  /y>y-2  =  o'~2  (mod.  />) 


•  •••••• 


(a     //^)'-2  ==  a'-2 

ergo  summa  erit  coDgrna  a'~^t —  1)  sec.  mod.  p  vel  formae 
a'-2{^ —  1)  H-  Ä]p  adeoque 

(a  +  W-i-oH  erit  formae  a'-2(/_l)  hp-\-Khp% 
quam  ob  rem 

(o  -f-  y&p)'-!  —  a'-i  =  o'~2(/  —  1)  kp  (mod. 
Tel  (o  +  ^-i  =  «^  +  a'-2(/-l)  ///i 
prorsas  simili  modo 

(a  JjJm  =  a'-2-+-  a'-3(/—  2)Ap 
(a  -f-  ^)'-3  =  a'-»  H-  a'-<(/  —  3)/p 


ergo 

(u  +  frp)'  —  at  erit  formae  ^[to'-i  +  ^y^  Ap  +  Kp*\ 

vel  coogrua  +  («od- 

f  —  1  —  1)        .  , 

Jam  vero  — est  uum.  integer  adeoqne    1    t,    per  /  atque 

igitnr  per  p  divisibilis,  quam  ob  rem  babemus 

(a hp)*  —  et*  =  hpta*-i  (mod.  p*) 

a*  =  Q  (mod.  p*). 

Simili  modo  ut  antea  ad  modulos  /**,  p*+l  poterit  aseeodi.  In  omni- 
kos  igitur  casibus  habetur 

(« -+-  Ap»-Oy  =  a'(mod.  />*) 

atque  (a  -f-  Ap*—&y  =  1 

qnae  congruentia  pro  modulo  non  valet 

Ex  quo  facillime  deducitur,  numerum  aliquem  radicem  congru- 
entiae  propositae  esse  non  posse,  nisi  in  forma  contineatur 
u-\~  frp*—ft,  Quando  eoim  a'  ipsi  a  secundum  p  neque  vero  sec. 
pn—fi  conjrruus  esset  radix  poni  liceret  a'  =  a  A'pP  ita  ut  sit 
f*<C*  —  ö.  Tum  erit  (a-^ffpf*)*  =  a*  secundum  modulum  pP+O 
oeque  vero  secund.  p*  contra  hypotb. 

2.   Quaecunque  radix  congruentiae  x*  =  1  (mod.  pn)  eidem  sa- 
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tisfaciet  secund.  p;  jam  vero  haec  =  !  (mod.  p)  habet  /•  radices 
diversas  (§.  15.).  Sint  hue  radices  At  &%  C9  •  •  •  Quodsi  et  est 
radix  congr.  prop.  ipsi  A  secundum  p  congrua  etiam 

«  +  Pn-*,  a  +  2/>"-«,  ...a  +  (^»-l  )/;«-8 

fore  radices  (ex  1)  patet.  Quam  ob  rem  exstant  p&  radices  corjgr. 
nostrae  ipsi  A  sec.  p  congruae.  ldem  valet  de  reliquis  //.  C,  .  .  . 
ergo  satisfacient  omoino  kjtS  sive  6  si  modo  demoustratum  fuerit 

3.  Semper  radicem  a  congruentiae  dKs)  (m.  pH)  ipsi  uä  se- 
cundum p  congruam  inveniri  posse. 

Sit  a  radix  congr.  sec.  mod.  p*— 1  probeturque  Semper  exstare 
radicem  sec.  pn  numero  u  sec.  p  congruam.    Ex  praeced.  patet 

(« /tp"-*-(ty  =  a*  -f-  /a'-'/fy?«-!-» 

sec.  mod.  /J1*  ergo  propter  at  =  1  (mod.  />n*~1)  (a-f-Ät^^Ä)*  —  1 
per  p*~l  divisibilis  est.  Ut  autem  per  pn  Hat  divisibilis,  h  ita  (le- 
bet determinari  ut 

«'-1       ,  t 

per  />  sit  divisibilis.    Quod  Semper  Gcri  posse  inde  darum,  quod 
1-2  ad      est  numerus  primus.    Erit  igitur  U  +  Mp»— 1_ 6  radix 

quaesita,  siquidem  »  —  1  —  O  non  evanescat. 

Sin  » — 1  =  0  erit  t  per  p*-  i  divisibilis,  vel  tz=.t'p*~- \ 
t  —  t'=ti(pn— 1  —  1)  atque  —  t'  \ter  p—  1  divisibilis.  Quia  autem 
^  =  l  (m.  />)  erit  ^sl  Quodsi  pnnimus  ^'  =  l-f-^//  habe- 
tur A*  =  ufP"-1  =  (1  -4- /tp(Pm~x  =  1  (m.  />»)  ex  quo  sequitur,  in 
hocce  quidem  casu  quameunque  radicem  congruentiae  &*=  1  (m.  /;) 
ejusdem  secund.  mod.  />"  fore  radicem.  Jam  vero  exstat  numerus 
congruentiae  d^sl  (m.  /;)  satisfaciens ,  binc  ad  modulum  />3,  hinc 
ad  p  \  .  .  ■  ascendi  poterit. 

§.  18.  Etiam  congruentia  &"=l  (mod.  2p*)  admittet 
3  radices  diversas  et  non  plures,  designanteddivisorem 
c  o  m  m  u  n.  m  a  x.  n  u  m.  /,  p*—i(p  —  1 ). 

Satisfaciat  «  congruentiae  sec.  mod.  2,  ß  eidem  secundum  p*. 
Si  ponimus  N=a  (m.  2)  =  ß  (m.  p*)  erit  Nl  =  u<  (mod.  2)  =  ßt 
(mod.  pn)  vel  Ä*=l  (m.  2)  =  1  (p*),  ergo  N*  =  1  (mod.  2/**). 
Jam  vero  congruentia  tf^sl  (m.  2)  unam  tantummodo  radicem  ad- 
mittit,  haec  vero  &e=l  (pn)  o  radices,  huic  denique  A'=a  (m.  2) 
=  ß  (m.  p")  unus  modo  valor  qui  sit  <^2p*t  ergo  iV  manifestoha* 
bebit  1  .  6=6  secundum  mod.  2pn  valores  incongruos. 

§.19.    Congruentia  aol  =  A  (mod.  /v)  admittit  6  radi- 
ces diversas. 

Quoniam  congruentiam  resolubilem  esse  supponimus  sit  %  ra- 
dix aliqua,  vel  x*  =  A  (mod.  p*),  Congruentiam  &*=l  (m.  pH) 
admittere  6  valores  sec.  modulum  incongruos  ex  §.  17.  patet.  Sint 
hi  valores  «,,  a„  aj.    Jam  dico  residua  minima  produeto« 

rum  jso19  aa,,  xaa,  .  .  .  xu(y  radieibus  congruentiae  propositae  aequi- 
valere.  Nam  si  quaneunque  radicum  congruentiae  a;*  =  1  (/>")  de- 
signamus  per  a,  erit  =  1,  atqui  %t  =  A  ergo  (*«)'  =  A  (mod.  />*)» 
quam  ob  rem  s«  est  radix  congruentiae,  de  qua  agitur.  Radices 
igitur  erunt  hae  singulae 

XC(|,  ~«2,  -t«,,  •  • . . 
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.Jam  vero  omnia  hacc  producta  sec.  mod.  sunt  incongrua;  Dam  si 
Jiaberetur  universim  xam=zafA>,  differentia  %(am — u*)  ergo  am — u*» 
per  mod.  divisibilis  esset,  quoniam  bic  ad  *  est  primus.  Atqui  am, 
am>  sunt  radices  congruentiae  =  1  atque  incongrua,  ergo  revera 
producta,  quae  modo  diximus,  sec.  mod.  sunt  incongrua.  Neque 
vero  plures  quam  6  radices  exstabunt;  nam  quum  modulum  ad  z 
esse  primum  supponamus,  numerus  a  ita  semper  potest  determinari 
ut  sit  ax  =  %'  (mod.  pn)  denotante  %'  numerum  congruentiae  propo- 
sitae  satisfacientein.  Hinc  sequitur  (os)'  =  ^4,  atqui  V  =  ergo 
o'=l,  ita  ut  valor  a  congruentiae  =  1  (pn)  satisfieri  debeat. 
Quaecunque  igitur  radix  congruentiae  &*  =  A  (p*)  productorum 
alicui  *a,,  *a„  a«,,  . . .  congrua  erit,  qua  ex  re  6  neqne  plures 
exstant  radices. 

§.  20.  Argumentatio  §.  12.  praesertim  in  eo  vertebatur,  ut 
congruentia  ^rf=  1  (mod.  //)  non  plures  auam  t  radices  baberet  di- 
versas.  Quum  jam  in  §§.  16.  17.  18.  prooatum  sit  baec  etiam  pro 
modulis  2/?*,  4  locum  habere,  nihil  impedit,  quominus  etiam  pro 
bis  modulis  demonstratio  §.  12.  adbibeatur.  Ex  quo  sequitur 
pro  modulis  p,  p",  2/j*,  4  designante  p  numerum  primum 
imparem,  semper  radices  exstare  primitivas,  i.  e.  nume- 
ros,  quorum  periodus  omnes  ad  modulum  primos  eoque 
non  majores  complectatur. 

Pro  reliquis  autem  modulis  radices  non  exstare  pri- 
mitivas, boc  modo  facillime  d emonstratur. 

Sit  modulus  formae  AaBiCc....  significetque,  si  quidem  ex- 
stare possit,  A  radicem  pro  hoc  modulo  primitivam ,  ita  ut 
ß]A—i{A— \)C—i(C— i)...  sit  iofima  num.  A  unitati  congrua 
potestas  secundum  modulum  AaBhCc  . . .  Jam  vero  A  ad  modulum 
primus  est  nec  minus  ad  singulos  potestates  Aa>  /?*,  ergo 

(§.9) 

jl^-iU-i)  =  i  (mod.  A«) 
^ß^-HB-l)  =  i  (mod.  B*>) 


Designetur  dividuus  communis  minimus  numerorum 

A—i(A—l),  B*-\B  —  1),  ^-i(C-l)... 
perö*,  eritque 

A*=l  (m.  A*)  =  l  (mod.  B>>)  =  \  (m.  O) . . . 

adeoque 

N#=l  (mod.  A*B*C°...). 

Quoniam  casus,  in  quo  modulus  est  numeri  primi  potestas  aut  ejus 
duplum  exceptus  est,  numeri 

A^(A  —  1),  B*-i(B  —  1),  1)  . : . 

tanquam  pares  non  erunt  inter  se  primi,  ergo  borum  dividuus  com- 
munis minimus  producto  est  minor  vel 

J< ^-1(^  —  1)  ^-1(^  —  1)  C*-i(C— 1)... 

quo  facto  A  non  esset  radix  primitiva  contra  hyp. 
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f.  21.  Et  adhuc  quidem  ita  nobis  progressa  ratio  est  ut  dis- 
quisitum  fuerit,  num  exstent  necoe  radices  primitivae;  nunc  nutem 
aliud  persequamur  genus  determinandi  scilicet  multitudinem  radicuni 
primitivarum.    Dico  autem  in  genere 

tot  numerus  ad  exponentem  t  pertinere,  quot  sint  ad  t 
primi  ipsoque  non  majores  et  quidem  hanc  propositio- 
nem  ad  modulos  p",  2pH,  4  extendi  licebit.  Erunt  igi- 
tur  tot  radices  primitivae,  quot  sunt  ad  p"—i(p —  1)  yel 
ad  2  primi  ipsoque  non  majores. 

Primo  observamus  t  uumeros  pn~i(p  —  1),  2  metiri  debere 
(§.  9.  sqq.).  Quodsi  numerus  aliquis  a  ad  exponentem  t  pertinet, 
residua  minima  potestatum 

a,  «*,  «*,  . . .  a* 

erunt  inaequalia  quumque  congruentia  ac*  =  1  (mod.  m)  denotante 
tn  aliquem  ex  bis  pn,  2p",  4  plures  quam  t  radices  diversas  admittere 
nequeat  (§§.  16.  17.  18.),  manifesto  omnes  congruentiae  illius  radi- 
ces exhibentur  potestatum  residuis  a,  a3,  a*,  . .  a*>  quarum  quaeque 
unitati  sec.  m  fit  congrua.  Jam  res  eo  redueta  est,  ut  ex  potesta- 
tum residuis  ea  eligantur,  quorum  nullum  ad  minorem  quam  ttum 
exponentem  pertineat.  Dico  autem  si  k  ad  t  sit  primus,  potestatem 
ak  sive  ejus  residuum  minimum  ad  exponentem  t  pertinere.  Hanc 
autem  propositionem  probavero,  si  demonstraverim,  potestates 

«*,  «2i,  aikt  t ,  ,  atk 

sec.  m  esse  incongruas.  Si  vero  baberetur  aT*  =  «V*  (m.  m)  de- 
signante  <jp,  tp  aliquem  ex  bis  1,  2,  3, ...  t  esset  (§.  10.)  g>£  =  t//£ 
(mod.  t)  vei  <pk  —  tpA  =  (y  —  y)k  per  t  divisibilis  ergo  <p  — tp  quo- 
niam  k  ad  t  primum  esse  supposuimus.  Atqui  <p  —  V«<£,  ergo  ak 
ad  exponentem  t  pertinet. 

Quando  autem  a  et  t  divisorem  involvunt  communem  ö*  potestas 

jam  ^ta  ipsius  ah  unitati  fit  congrua.    Nam  quum  -j  sit  integer 

Ä  1 
crit  quia  a*=  \  etiam  (a*)*  =  l  i.  e.  («*)'  =  1.    Quodsi  designa- 
mus  numeros  ad  t  primos  per  Xr,,  £2,  X-,,../^,  omnes  hae  po- 
testates 

«*»,        . .  .  alP 

ad  exponentem  t  pertinebunt,  reüquae  vero  numeri  a  potestates  non 
pertinebunt,  ex  fpio  sequitur  totidem  numeros  ad  exponentem  t 
pertinere,  quot  sint  ad  t  primi  eoque  non  majores,  dummodo  pro- 
batum  fuerit,  unum  certe  uumerum  a  ad  exponentem  t  pertinere. 

Designemus  per  <p't  multitudinem  numerorum  ipso  modulo  mi- 
norum.,  qui  ad  exponentem  t  pertineant.   Deinde  sint  omnes  numeri 
pn~*(p  —  1)  divisores     l\       /"'  .  .  .    Quum  jam  quisque  numerus  » 
minor  quam  modulus  m  ad  aliquem  divisorum  illorum  pertineat, 
erit  manifesto 

y  V  H-  tp't'  -+-  tp't"  -f-  yW  etc.  =  p»-i(p  —  1 ). 

Atqui  (§.  8.)  quando  <pt  designat  multitudinem  numerorum  ad  t 
prjmorum  eoque  non  majorum 

yt-\-  y/'-f-  y^'-f-  y>f"  etc.  = —  1) 

adeoque 
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<pt  H-  <ft'  -h  <pt"  -f-  <pf"  etc  =  if't     gpV  -f-  y  V  +  o//'"  etc. 

Jam  ex  praccedcntibus  patet  nulluni  summae  posterioris  terminuui 
prioris  uliquem  possc  superarc,  neque  oiinor  esse  potent,  quouiain 
summae  sint  aequales  erj(o  (ftT=ztjff  i.  e.  tot  nuraeri  ad  exponentciu 
/  pcrtincnt,  quot  siut  ad  t  priini  eoquc  non  majores. 

§.  22.  \  idimus  in  §.  20.  pro  modulo  2"  ubi  v*^>2  radices  pri- 
mitivas  nun  cxstare.  Etiam  ex  thcorcmatc  quod  sequitur  haec  pro- 
positio  probatur  nenipe 

Si  potestas  aliqua  numeri  2  altior  quam  secunda  pro 
modulo  assumitur,  numeri  cujus  vis  imparis  potestas  ex- 
pon  cutis  2"- 2  unitati  fit  cungrua. 

Clariss.  Gauss  hoc  tbeoreina  ex  prop.  §.  17.  dcrivavit. 

Sed  quoniam  ad  illam  deinonstrandam  ennsidcrationibus  valdc 
peculiaribus  opus  erat  atque  propositio  uostra  facilius  potcrit  demon- 
strari  hoc  modo  eam  probabimus. 

Assumamus  tbcorema  verum  esse  pro  modulo  2"-*  ita  ut  sit 
(fim~3  =  \  (m.  2*-*),  dcsignante  u  numerum  qucncunque  imparem. 
Ponamus  igitur  o2" 3  =  1  -f-  2"— U  critquc  a2*~*=  (1  +  2"— U)3 
=  1  -+-  2"/,  -+-  22("-iU2.  Uuoniain  vero  n  2,  2/*  —  n>  2, 
erit  "2fiX  =-Q  (mod.  2»)  ex  quo  sequitur 

a2"~*  =  1  (mod.  2»),  ita  ut  tbcorema  valcat  pro  modulo  2"  si  verum 
est  pro  hoc  2"  K 

Jam  vero  congruentiae  &2  =  1  (2*)  omnes  numeri  impares  sa- 
tisfaciuut,  quia  quisque  numerus  impar  forma  cxbibetur  4/«dbl  at- 
que. Semper  (Amdhl)2  unitati  sec.  mod.  8  vel  2J  lit  congruus.  A 
modulo  2S  ad  24,  ab  2 4  usque  ad  2S,  omuino  ad  2"  ascenüi  poterit. 

§.  23.  Sequitur,  ut  dijudicetur,  ad  quemnam  exponentein  nu- 
merus impar  sec.  mod.  2"  prrtineat,  deiude  quot  numeri  infra  2"  ad 
exponentein  /  exstent  pertinontes. 

Theorcma.  Quivis  numerus  impar  forma  2M/:±=1  exbi- 
bitus,  ita  ut  sitw^>l  atque  h  numerus  impar  ad  expon en- 
tern 2"— ,n  pertinet  sec.  modulum  2",  ubi  «^2  assumitur. 

Etiam  liaec  propositio  ex  §.  17.  sequitur,  sed  ut  Iota  diiucidior 
fiat  res,  demonstratiouem,  quae  sequitur,  adhibcainus. 

Ouoniani  numerus  prnpositus  a  est  formae  1mh  zh:  1  erit  n-  for- 
mte 1-4-2«"+-!//  (2»— V/=bl)  vel  formae  MV/'+l,  ita  ut  //'  sit 
numerus  impar,  quia  *»>1.    Hiuc  erit 

a*  formae  l-*-2«'-«//' 
a%  formae  1  -f-  2"»-*-3//" 
.    .*«    »    •    .    •  . 
formae  1  -f- 

designantibus  h'\  h"\  .  .  .  /tW  numeros  quoscunque  impares.  Jam  sit 
«V*  minima  ipsius  a  potestas  unitati  congrua  sec.  mod.  2**  eritque 

2'"+W>  =  0  (mod.  2«). 

tyuum  vero  sit  numerus  impar,  erit  2"'-*V*  per  2M  divisibilis,  in- 
ferior ipsius  %  potestas  non  divisibilis.  Itaque  babemus  *»+/(*=*» 
udeoque  fizzzn  —  m  atque 

a2—m  =:  1   (m  2») 

quam  ob  rem  et  ad  exponentem  2»-»»  pertinet. 

Theil  II.  2 


I 
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Exempl.  Sit  med.  2*=32,  num.  prop.  11=2*  .3  —  1  tum 
pcrtinebit  11  ad  exponentem  2^-2  ve|  8.  8CC#  mu<i.  32. 

Potestates  11.  11*.  II3.  11*.  11».  11«.  11'.  11«. 

Residua  11.  25.    19.    17.   27.     9.     3.  1. 

§.  24.  Quando  2",  tibi  »>2,  pro  modulo  assumitur, 
semper  t  numeri  ad  exponentem  /  pertinebunt.  Ipsum 
vero  /  numerum  2»-2  mctiri  debere  ex  $$.  9.  22.  intelli- 
gitur. 

Quisnue  numerus  ad  exponentem  pertinens  2"— m  forma  debet 
exbiberi  *lm/izkz\  (§.  23.),  qua  re  quaestio  huc  reducta  est,  ut  de« 
terminetur  quot  numeri  modulo  2*  minores  formis  2>m/t  d=  1  cooti- 
neautur.    Debet  autem  h  ita  determinari  ut  sit  primo  2m/i-t-\<?2n 

vel   h  <Z  2"  rn  —        adeoquc    h  ^  2«-«  —  1  ,    secundo  ut  sit 

1m/t  —  1  «<2«  vel  h  -<  2»-»»  -f- adeoquc  //  ^  2»-"»  —  1 ,  rnani- 

festo  enim  h  tanquam  impar  ipsi  2*— *  acquivalere  nequir.  Valores 
igitur  numeri  h  crunt  Iii 

1,  3,  5,  7,  9  2«-«-  1 

facillime  vcro  ex  inductione  intelligitur,  multitudinem  horum  ter- 
minorum  esse  2Ä— m—  Itaquc  formis  2OT#z*rl  comprehenduntur 
on— «— l  #  2  vel  2"— Wl  numeri  minores  modulo  2«,  ergo  2M~ "*  numeri 
ad  exponentem  2"— w  perriuebunt. 

Exempl.  Ad  cxnonentem  4  seeuudum  mod.  16  «ertinent  4  ou- 
meri  nempe  3,  5,  11,  13. 

Potestates  sunt  Residua  minima 

3\    3*.   3».    3*  3.  9.  11.  1 

5».   5*.   5».   5*  5.  9.  13.  1 

II1.  11*.  1P.  11*  11.  9.   3.  1 

13«.  13*.  13*.  134  13.  9.    5.  1 

§.  25.  Ct  propositiones.,  quae  sequuntur  spectuntque  ad  perio- 
dos  potestatum,  radices  priinitivas  et  residua  quadratica  magis  inter  se 
connexae  sint  atque  tbcoremata  quid  sitnile  babeant,  satis  appareut, 
priusquam  ulterius  progredimur ,  notiones  quasdani  de  residuis  qua- 
draticis  praemittemus. 

§.  26.  Ex  congruentiac  notione  sequitur  quudratu  a*t  (m—u)1 
secondum  modulum  m  esse  congrua.    Qua  re  potestatum 

1*,  2»,  3»,  4*,  5*,  ....  (m  -  2)*,  (m  -  1)* 

residua  minima  non  omui;i  erunt  inacqualia  quumque  quadratum  ali- 
quod,  cujus  radix  ipsum  m  superat,  quadrato  alicui  cujus  radix 
<T*9  congruum  debet  fi»*ri  pateS>it  numerus  exstare,  qui  quadrato 
non  sint  congrui  neque  minus  numerus  revera  quadrato  alicui  cop- 
gruos.  Uli  numeri  moduli  propositi  non-residuu,  bi  vero  resi- 
dua vocantur  quadratica.  Et  primo  quidem  criterium  aliquod  iuve- 
niendum,  utrum  numerus  aliquis  moduli  propositi  sit  residuum  an 
doq  residuum.  Etiamsi  in  §.  15.  Coroll.  1.  jam  invenimus,  nume- 
aliquem  esse  residuum  nut  non- residuum  moduli  cujusvis  pri- 
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ini  prouti  potestas  A  2  unitati  sec.  p  congruus  sit  aut  incongruus 
tarnen  nuoc  aliud  assequamur  ratiocinandi  genus  huic  ipsi  inuteriuc 
magis  idoneutn. 

L  §.  27.  Quando  p»,  \  pro  modulis  assuuiantur  at- 
que  a  significet  numerum  ad  qucuique  liorum  primum  de- 
nique  tpm  exprimat  multitudiucni  ad  modulum  primoruin 
euque  uon  majoruin  numeroru  m ,  tum,  dico 

1.  Si  a  sit  rcsiduum  quadraticum  niuduli  ülartim  for- 
marum  aliqua  coinprchensi,  seinper  potestutem  uni- 
tati congruam  esso. 

2.  Vice  versa  si  aWm  unitati  congrua  sit,  semper  a 
rcsiduum  quadraticum  cssc  raoduli  propositi. 

Demonstratio.  Prima  pars,  (^uia  a  est  nioduli  m  rcsiduum 
quadraticum  inveniri  poterit  quadratum  aliquot!  «3,  cui  u  seeuud. 
m  sit  congruus  vel  u2  =  a  (mod.  m),  qua  re  (a3 )!'/"*  =  aYI»*  \.  c. 
u'fm  =  /5rJ'/«.  Atqui  quum  a  ad  m  primum  esse  supponamus  u'f'»=l 
(mod.  m)  (§.  9.)  adcoque  ttl'f*»  =  1  (mod.  m). 

Haue  proprietatem  valero  pro  modulo  quocunque  inde  manat, 
quod  nihil  irapedit,  quomitius  argumentatio  nostra  ad  quemvis  ad- 
liibeatur  modulum.  Longe  vero  aliter  res  sese  Labet  in  altero 
casu. 

Secunda  pars.  Congruentia 

aflm  =  i  (mod.  m) 

admittit  cpm  radices  (§.  9.)  tot  eniro  exstant  numeri  ad  modulum 
primi  eoque  minores;  haec  vero  altera 

(v2)W">  =  1  (mod.  m) 

*  * 

lfm  habet  radices  neque  plures  (§§.16.  17.  18.),  quia  numerorum 
{<pm  et  <fun  divisor  communis  maxiaius  est  \<pm.  Jam  vero  ar,  ut 
modo  «liximus,  (pm  valores  iuvolvitin  congruus,  ergo  x-  valores 
incongruos  sec.  mod.;  facile  enim  perspicitur,  quadrata,  quorum  ra- 
dices sumuiam  m  constituunt  esse  congrua,  quadrata  autem,  quorum 
radices  \(pin  non  superant  sec.  m  incongrua  esse.  Nam  quum  m^=zpn 
vel  2/>",  erit  }c/«i  =  ±p"~l(p  —  1  j.    Uuodsi  esset  X2  =  p2  ita  ut 

sit  quum  X  tum  l*-^y2<prn  huberetur  (X+fi)  (X — jU-)  =  0.    Iii  autem 

factores  du  Hierum  primum  p  non  siinul  involvunt,  quia  diflerentia  per/> 
dividi  ncquit  amboque  pares  sunt  quaudo  modulus  est  2//",  quouiam 
in  bocce  casu  et  X  et  fi  est  numerus  impar,  nam  (a;2)*'fm  —  1  tan« 
quam  per  parem  k2p»  divisibilis  ipse  crit  par  adcoque  a:  impar.  Ex 
quo  patet  aut  unum  aut  alterum  fnetorem  per  modulum  divisibilem 
esse.    Scd  boc  lieri  nequit  quia  et  X~\-fi  et  X — fi  modulo  miuor  est. 

Quum  igitur  congruentia  (jc2)¥lm  =  1  (mod.  m)  admiCtat  {yw 
neque  plures  radices,  statt  in  perspicitur  numerum  a  cou^ruentiae 
a\'1,n=  \  satisfacientem  quadrato  alicui  sec.  m  congruum  tore. 

§.  28.  Licet  observari  quaudo  formae  pH,  ~pn  pro  modulis 
assumantur  potestatem  «47*»  unitali  aut  positive  aut  negative  hump- 
tae  congruam  fieri.  Nam  quum  tflm-—  1  ergo  (flrl'/"*-f. 1)  (a"1'n — 1) 
per  m  divisibilis  sit  (§.  9.),  out  unum  aut  alterum  factorem  per  m 
divisibilem  esse  oportebit.  Nempe  ambo  factorem  m  tanquam  diflfe- 
rentiam  2  constituentes  non  siinul  involvunt,  quandoque  modulus 
est  2/j"  umbo  erunt  pares,  ut  ex  §.  praec.  patet,  quam  ob  rem  erit 

2» 
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aut  «W»  +  1=0  aut  tM"  —  1=0  i.  e.  aut  /ariT»  =  —  l  aut 
aWm  ==  l. 

Si  igitur  (§.  27.) 

1)  a  est  residuum  quadraticum  moduli  p",  2pn  semper  potestas 
Hp-i)  unitati  cnngrua  erit. 

2)  H/'-i)  unitati  congrua  est,  semper  «  erit  residuum 
quadraticum. 

3)  Quando  a  est  non  -  residmim.  erit  a\/)m~x^,~ 11  =  —  I. 

4)  Quando  dcniquc  potcslas  «rs/^-H/»— H  =  —  1  semper  erit  a 
non  •  residuum  quadraticum. 

Aliain  liujus  nropositionis  demonstrationem  dedit  celeberr.  Legen- 
dre  in  opere  quod  inscribitur  Essai  sur  la  tbeorie  des  nombres, 
quae  tarnen  co  limitatur  casu,  in  quo  mndulus  est  numerus  primus. 

§.  29.  Hoc  residuorum  vel  non  -  residuorum  criteriuin  pedeien- 
tim  t'ert  ad  propositioncs,  quae  sequuntur  deinonstrnndus,  qüas  ad 
mod  u  Ins        2pn  extendi  liccbit. 

l'roductuin  ex  duobus  residuis  erit  residuum,  ex  rc- 
siduo  in  n  o  n  -  resid  u  u  m  erit  n  o  n  -  residu  u  m ,  productuin 
vero  ex  duobus  n on - resi d  u i s  revera  residuum  est  qua- 
draticum. 

1)  Sint  <•/,  b  residua  quadratica  eritque  a\'f'n  =  1,  fA'f'"~\  ubi 
<pm=p"~i(p — 1),  ergo  (a//)i-'f"t  =  i  i.e.  ab  residuum  (ex  §.28.2). 

2)  (luando   a   est   residuum,   b   autem   non  -  residuum,  erit 
=  1,  tjWm  =  —  \^  erg0  (af,)¥fm  =  —  l  j.  c\  ab  non  -  residuum 

quadraticum  (§.  28.  4). 

3)  Quundo  dcnique  ambo  a,  b  sunt  non -residua  erit  a¥fin= — l, 
= —      cr,jrit  (a/,y3'fm=\  j.  e.  ffjj  residuum  (§.  28.  2). 

§.  30.  S  i  a  1  i i  q  u a m  q u i  in  t'o rma  p",  2/;",  4  c o n t i n e n t u r 
moduli  assu  mu  nt  ur  atque,  //*'/"«  unitati  sec.  m  est  con- 
grua, niliilu  minus  a  u  o  n-  res  iduu  in  esse  pol  erit. 

Sit  modulus  m  =  A» W> O-  . .  .  atque  aW'»  =  1  (mod.  m)  ita  ut 
Sit  ><pm  =  iA«~l(A  —  \)  #>-i(C— 1)...,  quod  ita 

designemus  produetum  Utßy  .  .  .  Sit  deinde  A  numerus  primus  im- 
par.  Assumamus  a  esse,  non- residuum  moduli  Aa,  quod  semper 
exstare  manifestum  est,  quo  facto  erit  aia=  —  1  (mod.  AH)  (§.28.) 
adeoque  «ßy >>  =  ~|-  1  (mod.  Aa)  quia  unum  certc  horum  ß,  y,  .  .  . 
nu merum  purem  esse  oporlebit.  Tum  vero  a  est  non -residuum 
mod.  Aa,  etiamsi  congrnentia  ✓/!'/"»=  1  (m.  ///)  locum  bnbeat.  Quam 
ob  rem  a  etiarn  moduli  AalthO  ...  vel  m  erit  non  -  residuum ; 
nam  si  residuum  esset,  cujusque  borum  Aa.  V°  .  .  .  residuum 

esse  oporteret.  Et  adliuc  quid  ein  modiilum  2"  (/*;>»  2)  excepimus, 
sed  pro  boc  ctiam  propositio  demonstratio  facillime.  Kst  enim 
m  =  2'%  y///  =  2"— £y/w  =  2"— 2  ntque  si  «  designat  numerum 
queueunque   impure m   (§.  22.)  (mod.  2«)/  Patet  autem 

non  oin nes  numerus  impares  moduli  2'*  esse  residua;  nam  omnes 
forma  8X-H-3,  5r- 7  comprebensi  numeri  sunt  nou  -  residua,  quoniam 
cujusque  minien  jmparis  tanquum  formae  A&rkzi  quadratum  semper 
form  am  habet  S/c  -f-  1  neque  vero  SA* -fr- 3,  5,  7. 

§.  31.  [Tnitns  negative  su  uipta  semper  est  residuum 
quadraticum  aut  non- residuum  moduli  in  aliqua  forma- 
rum  pft,  2/>"  exbibiti,  prouti  p  est  formae  \n  -hl  aut 
formae  4//-f-3.    Cef  e  rum  — 1  n  o  n  -  resi  d  u  u  in  est  moduli  4. 

Nam  potestas  ( —  l)*/'"-1^— l)  unitati  positive  aut  negative  sump- 
tae  congrua  est,  prouli  {pn"KP  —  1)  est  par  aut  im  par,  ergo 


Digitized  by  Google 


21 

(§.28.)  —  1  rcsp.  residuum  aut  nou-residuuui.  Erit  autein  \pN~v[p~ I) 
pur  aut  impar  prouti  \(p —  1)  par  aut  impar  i.  q.  prouti  p  forinae 
\n-\~\  aut  formac  4// -fr- 3. 

Non  -  residuum  denique  moduli  4  est  — 1,  quia  cujusvis  numeri 
iiuparis  quadratum  tauquani  formac  secuud.  mod.  4  uuitati 

positive  sumptae  fit  congruum. 

§.  32.  Priusquam  ad  determinandam  residuorum  vel  non-resi- 
duoruin  multitudiuem  progredimur,  nonnulla  de  radicibus  congrucn- 
tiac  set  undi  gradus  x'x  =  1  dicenda  sunt,  quippc  quae  in  sequen  ti- 
li us  inaxiini  Sit  muuicnti.  In  Universum  quidein  hoc  argumentum  iu 
§.  10.  jum  tractavimus  sed  ratiune  modo  habita  uumeri  pro  modulo 
assumpti  priini;  nuuc  vero  de  quibusrunque  modulis  agamus. 

§.  33.  Congruentia  x2  =  1  (mod.  m)  designante  m  nu- 
memm  aliciijus  formartim  pH,  2p»  vel  4  duas  tantummodo 
radices  admittit  neinpe  1  et  — 1  vel  m — 1. 

1)  Uuando  modulus  m  est  numerus  primns  p  dift'ereutia  x2 — 1 
=  (x — 1)  (x~+-l)  per  p  debct  esse  divisibilis  ergo  aut  uuus  factor 
aut  alter  (§.  1.),  quam  ob  rem  quoniara  oportet  esse  >x  modulo  mi- 
norem, ipse  x  erit  aut  1  aut  p —  1. 

2)  Quando  modulus  est  numeri  primi  imparis  potestas  puta  pn 
etiam  tum  productyim  (x —  1)  (x-+-  1)  modulus  mctietur.  Jam  vero 
ambo  factores  numerum  primum  p  nön  simul  involvuiit,  quia  difterentia 
eorum  scilicet  2  per  p  dividi  nequit.  Eri;o  aut  x — 1  aut  x-\-\ 
per  pn  debet  esse  divisibilis  vel  x  =  1  aut  =  —  1  (mf  pH)  et  quo- 
niam  x  modulo  est  minor  x=zl  aut  x ■=  pn —  1. 

3)  Si  modulus  est  duplum  numeri  primi  potestatis  manifesto 
praeterquam  quod  ambo  factores  x — l,  x-\-l  numerum  primum 
p  non  simul  involvunt,  etiam  ambo  eruut  pares,  qua  re  modulus  aut 
unum  metielur  aut  altcrum  i.  e.  x  =  1  aut  =  —  1  (m.  k2pn)  ergo 
x=\  aut  2//*—  1. 

4)  Radices  duas  modo  exstare  congrucntiac  x2  =  1  (mod.  4) 
scilicet  1  et  3  demonstratione  non  egcat. 


§.  34.  Congruentia  x2  =  1  (mod.  2"),  iu  qua  »>2 
semper  quattuor  neque  plures  admittet  radices  neinpe  1, 
2»-i_l,  2«-i-t-l,  2«  — 1. 

Uuia  x2  —  1  per  mod.  2«  debet  esse  divisibilis,  x  erit  nume- 
rus impar,  x-\-\  par  ita  ut  poni  liceat  x  -4-1  =  2/:,  quo  facto 

babctur  (x  —  1)       +  1)  =  U(k  -  1 ),  =  ^E^.  Quodsi 

k  est  numerus  par,  k—  1  impar  debet  esse  k  per  2"~2  divisibilis  vel 
k  formae  2"-2Ö,  x  formac  2"-l0— 1.  Si  vero  k  est  impar, 
k  —  l  par,  erit  k—  l=2"-20',  ;r=2"-*0'-t-l.  In  omuibus  casi- 
bus  x  est  modulo  minor,  ergo  bac  quattuor  inveniuntur  radices 
2«-i  — 1,  2»  — 1,  1,  2*-ri-f-l. 

§.  35.  Restat,  ut  modulos,  qui  in  aliqua  formarum  />".  2pn,  2« 
non  sint  comprebensij  consideremus.  Exbibeatur  modulus  forma 
AaBbCc  etc.  eritquc  perspicuum,  si  numerus  uiiquis  sit  residuum  mo- 
duli propositi  etiam  residuum  tbre  singulorum  tactorum.  qua  rc  ex 
congruentia 

x2  =  r  (mod.  AaBbO  .  .  .)  , 

dedueuntur  bae 

m2=r  (mod.  Aa\  n2  =  r  (mod.  Bb),  q2  ==  r  (m.  (*)  etc. 
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9 

Po  nauius 

/  =  m  (inod.  A"),  =  n  (m.  ÜfÄ)  =  7  (w.  *>)  etc. 

eritque 

*»=r  (in.  A*)  =  r  (inod.  IS'>)  =  r  (m.  £*)  etc. 

ergo 

**  =  r  (mod.  A«B*t*  .  .  .)• 

Notom  est,  unnin  soluiu  numcrum  t  infra  niodultim  ^"B^C0  .  .  cx- 
stare,  qui  cengruentiis 

Z  =  *w  (in.  A«)  =  n  (in.  ßb)  =  q  (m.  O7)  etc. 

simul  sutisfaciat.  Quaestio  igitur  quot  valores  admitt.it  f  eo  reductu 
est,  ut  decidatur  quot  radices  liaheant  singulac  cougrucutiac  a»3  =r 
(in.  ^1"),       =r  (m.  ?a  =r  (mod.  C*)  .  .  .     Sint   Iii  valores, 

quorum  multitudo  §§.  33.  34.  determinatur  (si  modo  r=l)  deinceps 

m,  m\  m'\  etc.;  «,       #»"etc;  q,  q\  ff'  etc  

inanifcstoquc  quoniam  combinnri  oportet  Itos  multitudo  ipsius  t  va- 
lorum  i.  e.  radicum  congruentiue  , 

sc"1  =r  (m.  AaßbCe  . .)  • 

» 

multitudo  erit  producta  aequalis 

(w-f- etc.)  (»  +  /*'-+-/*"  etc.)  {q-\-q'+q"  etc.)  .  .  . 

Ex  iis  quae  adhuc  de  congruentia  a:*  =  l  sunt  tradita  sequitur, 
radicum  multitudinem  Semper  majorem  esse  quam  2  dummodo  ue 
modulus  sit  formae  p,  pny  2/'"  vel  4. 

§.  36.  Quod  sequentia  cum  theoremnte  Wilsoniano  ut  di- 
citur  arete  coliaerent  facillimcquc  ex  propositionihus,  quae  ad  con- 
gruentinm  a;*  =  l  spectant,  illius  tbeorematis  urgumentntio  peti  po- 
tent, hoc  ipsum  sed  a  sutiuuo  Gauss  in  Disq.  "Aritlim.  hoc  modo 
generali us  enunciatuiu  probemus. 

Productum  ex  omnibus  numeris,  nuinero  quocunquc 
dato  A  minoribus  simulque  ad  ipsum  priinis  congruum. 
est  secundum  A  unitati  vel  negative  vel  positive  «utnp- 
tae.  Et  quidem  negative  sumenda  est  unilas,  quando  A 
est  formae  pn  aut  bujusee  2/>»,  dcsignnntc  p  numerum  pri- 
mum  imparem,  insuperque  quando  ^  =  4;  positive  aut  ein 
in  omnibus  casibus  reliquis. 

Designentur  numeri  ad  A  primi  coque  minores  ita 

Ci»  C»5  Q*,  ft"-2,  Qf*-\,  Qtu 

quo  loco  statim  observandum  est,  borum  multitudinem  sive  ju-  esse 
parem.  ^  Jam  dico 

primo.  Producta  alieujus  illorum  in  reliquorum  quemque  scc. 
mod.  A  incongrua  esse.  Si  enim  Qu  <,  Qk"  designant  tres 
quoscunque  atque  esset  qiq/s  =  A)  productum  Qkigif  —  Qw*\ 

ipse  A  metiretur  ergo  düforentiam  —  (§.  3.).  Atqui  hoc  keri 
ncquit  quoniam  <>/,  Qy<iA. 

secundo.    Producta  de  quibus  agitur  sive  eorum  residua  mi- 
nima ad  A  eruut  prima.    Quando  enim  ex.  gr.  productum  QkQk' 
cum  A  haberet  communein  factorem  primum,  hic  ipse  aut  Qk  aut 
metiri  deberet,  quo  facto  modulus  A  cum  uno  horum  Qity  q&  factorem 
communem  involverct  contra  ea,  quae  supposuimus. 
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tertio.  Quodsi  numerorum  aliquis  ad  A  primorum  ex.  gr.  qu 
in  reliquos  oiunes  atque  eliam  in  se  ipsum  inultiplicetur,  rcsidua  iode 
genita  minima  ad  A  erunt  prima  quumque  eorum  multitudo  sit  /u, 
plures  uutem  numeri  ud  A  primi  infra  A  non  exstent,  rcsidua  baec 
numerist 

Qu  Qif  Qf*-*  Qf*-h  Qf* 

ordine  neglecto  aequivalebunt.  Jam  vero  inter  hos  reperitur  1,  qua 
re  Semper  unum  et  quidem  modo  unum  illorum  produeto- 
rum  unitati  secundum  A  congruum  fore  patebit.  Nume- 
ros, quorum  produetum  sec.  mod.  aliquem  unitati  fit  eongruum, 
Euler us  socios  sibi  voeavit.   In  scrie  igitur 

4i»  Q*>  Qti  •  •  flu-i,  Qf* 

cuique  numero  in  eadem  serie  socius  aliquis  respondebit,  quo  loco 
subintelligendum  erit,  numerum  liorum  aliquem  etiam  sibi  ipsi  so- 
cium  esse  posse. 

quarto.  Itaque  statim  decidendum  est,  quot  numeri  seriei  ex- 
stent  propositae  sibi  ipsis  soeii.  Quando  vero  modulus  est  unius 
formarum  pni  2pn  insuperque  quando  est  4  duo  tantummodo  numeri 
infra  A  reperiuotur,  quorum  quadrata  unitati  fiant  congrua  nempe 
1  et  A  —  1  (§.  33.).   Sint  hi  qx  et  Qp.   Quo  facto  in  serie 

0»>  Qu  •  •  •  &"-2  0u-i 

quisque  numerus  unum  a  se  diversum  babebit  socium  neque  plures, 
quumque  multitudo  borum  sit  par,  produetum  vero  ex  binis  terminis 
unitati  eongruum  mauifesto  omniuni  produetum  et  ipsum  unitati  fit 
cungruum.    Atqui  Q,QfA=l  .{A  —  1)  =  —  1  (mod.  A)  ergo 

QiQzQ*  •  •  •  QP-2QP-1QP  =  —  1  (m<>d.  p»,  2/>»,  4) 

quinto.  Quando  denique  A  est  nullius  formarum,  quas  modo 
diximus,  sequitur  ex  §.  35.  quattuor  certe  numeros  exstarc  infra  A 
(omuino  multitudo  erit  potestas  numeri  2  altior  quam  prima  cf.  $.  35.) 
quorum  quadrata  unitati  iiant  congrua.  Hujusmodi  nUmeris  remotis 
reliquorum  produetum  unitati  eongruum  est.  Priorum  nliquo  desig- 
nato  per  qq  erit  etiam  A  —  g&  eadem  proprielate  affectus;  nam 
A  —  qq  ad  A  primus  est  non  minus  quam  qq  atque  (A—qqY^Qq* 
(mod.  A)^  qua  re  {A  —  0<u)2  non  minus  unitati  congruus  quam  Q&1. 
Bini  igitur  numerorum  sibi  ipsis  sociorum  produetum  constituent 
unitati  negative  sumptae  eongruum.  Et  qiioniam  dimidia  ejusmodi 
pars  numerorum  est  par,  produetum  numerorum  sibi  ipsis  sociorum 
unitati  eongruum  est,  ergo  bocce  quidem  casu 

QiQzQz  •  •  •  Qt*-iQp—iiff*  =  1  (mod.  A). 
Excmpl.  1.    Sit  modulus  18  =  2.  3a  formae  2p».  Produetum 

1.5.7.11.13.17  =  — 1  (mod.  18) 

2.   Pro  modulo  21  =  3  .  7  produetum 

1.2.4.5.8.10.11.13.16.17.19.20=1  (m.  21) 

Co  roll.  Si  modulus  A  est  numerus  primus  p  omnes  numeri 
inde  ab  unitate  usque  ad  p  —  1  ad  p  erunt  primi  ergo 

1.2.3.4.5..../»  —  1=  —  1  (mod.  p) 

quo  modo  vulgo  enuociatur  tbcorema  Wilsonianum. 
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§.  37.  Summa  omnium  nitmerorum  ad  iiiimcrum  quen- 
cunque  A  primorum  eoque  non  major  um  scmper  per  liunc 
A  divisibilis  erit 

Quando  numerus  quicunquc  m  <"*  A  ad  A  <»st  primus  ctiam 
A  —  m  ad  A  primus  erit  atque  ambo  «/,  A  —  ///  sunt  inteY  se  di- 
versi;  nam  si  esset  n  =  A  —  m  baberetur  A  =  "Im ,  m=z±siy  quo 
facto  \A  ad  A  non  esset  primus.  Quare  binorum  summa  per  A 
divisibilis  est  vel  potius  ipsi  A  aequalis,  ergo  summa  omnium  per 
A  divisibilis  erit  et  quidem  tot  vieibus  continebit  A  quot  uoitates 
babet  numeroruin  ad  A  primorum  dimidia  p  trs.  Manifest«)  argumeu- 
tatio  supponit,  duos  certe  numeros  ad  A  prSmos  exstare,  qua  rc  exci- 
piendus  est  casus,  in  quo  A  =  sl. 

§.  38.    In  sequentibus  ea  modo  consideremus  residuu  quudra- 
tica,  quie  ad  modulum  sint  prima,  quo  facto  soios  ad  bunc  7J>sum 
.  primos  numeros  ad  quadrata  elevari  oportebit,  ut  residua  -de  quibus 
agitur  babeantur.    Ktiamsi  hoc  expressis  verbis  non  dicelur,  tainen 
semper  erit  subintelligendum. 

§.39.  Multitudo  residuorum  quadraticorum  moduli 
pn9  2//",  4  scc.  bunc  incongruorum  nec  non  multitudo  non- 
residuorum  aequivalebit  in  u  I  tit  ud  i  n is  dimidiae  parti  ad 
modulum  primorum  eoque  minorum  uumcroriim. 

1.  Qunndo  modulus  est  numerus  primus  impar  p.  borum  modo 
quadratorum 

r-,  2*,  3*,...(/>-3)»,  (/>-2)%  (;>-l)2 

residua  minima  considerari  oportebit.    Jam  vero  quadrata,  quorum 
radices  summain  p  constiluunt,  erunt  congrua,  quoniam  omnioo 
=  (p  —  m)-  sec.  mod.  p.    At  vero  omnia  baec 

revrra  erunt  incongrua  secundum  p.  Sint  duo  quaejibet  m*9  *t*. 
tjuodsi  baberetur  m2  =  n~  (mod. /v),  esset  (m-\-n)  (m  —  //)  per// 
divisibilis  ergo  aut  «/ -f- /*  mit  m  —  u  (§.  1.)  quo:l  (ieri  nequit, 
quoniam  et  m-\-n  et  m  —  Qua  re  exstant  \(p  —  1)  resi- 

dua manifestoque  totidem  non  -  residua. 

-  2.  Quaudo  modulus  est  numeri  primi  imparis  polestas  aiiqua  puta 
p".    Sint  numeri  ad  pn  primi  eoque  minores 

Qu  Q*i  <?i>  •  •  •  •  <?«-2,  Qp—ir  Qt" 

■ 

ita  ut  o,  sit  minimus  (>u  maximus  reliquique  vulgari  ordiue  sint  po- 
siti.    Tum  vero  ita  eos  ordinari  licebit 

Qi>  Qz,   Pn  —  Qz,  Pn  —  Qv:7>n  —  Qx. 

Jam  quadrata,  quorum  radices  summam  p"  constituuut,  sec.  p*  erunt 
congrua,  quoniam  in  Universum  M2  =  (p"  —  m)-  sec.  mod.//'1.  At 
vero  quadrata  eorum,  qui  moduli  diinidiam  partem  non  superaot, 
revera  erunt  incongrua.  Sint  hujusmodi  numeri  duo  quilibet  <r,  b. 
Quodsi  esset  «*  =  bz ,  produetum  {a-\-b)  («  -  b)  per  p*  dividi 
posset;  jam  vero  ambo  factores  primum  p  non  iuvolvunt,  quia  si 
fieri  posset,  difterentia  1b  per  p  divisibilis  esset  q.  e.  a.  Ergo  aut 
unus  factor  aut  alter  per  pn  dividi  poterit;  sed  etiam  boc  iieri  ne- 
quit, quod  a-\-b,  a  —  b  <Zp». 

3.  Pro  modulo  1p»  multitudinem  residuorum  quadraticorum  esse 
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y^H^P — 1)  simili  modo  prnbatur,  dum  modo  ratio  bnbeatur  ejus 
rei,  quod  arabo  a-\-b,  // —  b  sunt  pares. 

4.  Si  modiilus  est  4  duo  modo  exstont  imiiieri  ad  4  prifni  1 
et  3.  3  vero  residuum  cssc  ncquit,  quin  quadratum  numeri  imparis 
(\faibetur  forma  \n  -f-  1  iiecjue  vero  \h  3. 

§.  40.  M  ii  1 1  i  t  ii  d  o  r  c  s  i  d  u  o  r  u  m  q  u  a  d  r  a  1  i  c  o  r  u  m  in  o  d  u  1  i  2" 
|«>2)  ad  eumque  incougruorum  est  2"-'. 

Primum  dico  quadrata 

la,  3»,  5%  7»,...(2«-3-.|)» 

sec.  modulum  2«  esse  incongrun.  Ntim  duo  quaelibet  sint  «*,  //*. 
üuodsi  baberetur  produclum  («-!-£)  (tt~—b)  per  modulum  di- 

visibilis  esset.  Afqui  nmbo  facto  res  uumerum  4  nun  siinul  iuvolvunt, 
«juia  tum  diftercutia  eorum  2b  per  4  dividi  posset,  quod  lieri  nrquif, 
qoooiam  b  im  pur.  Kx  quo  sequitur  a  —  o  per  2,  a-\-b  per  2*—* 
dirisibilem  esse  oportere.  Ncd  etiam  boc  iieii  ncqiiit,  quod  summa 
<»  +  Ä<^2w~"1.  Et  quum  quodque  inajus  quadratum  radicem  babeaf, 
•juac  cum  alieujus  scrici  propositue  quudrati  radice  summain  2"  1 
cunsiituit  sequitur  talia  quadrata  revera  cssc  rongrua.  Multitudi- 
riem  vero  borum 

1%  3%  5%  7V..(2«-2_i)»  ^ 

esse  2«— *  facilc  ex  induetione  intclligitur. 

Kxcmpl.  1.  Pro  modulo  32  babentur  23-»  =  4  residua  scili- 
ett  1  .  9  .  25  .  17. 

2.  Pro  modulo  64  bacc  octo  residua 

1  .  9  .  25  .  49  .  17  .  57  .  41  .  33. 

§.41.  Vidimus  in  §.  15.  congruentiam  &n  =  1  (mod.  p)  de- 
siguante  p  uumerum  primum  imparem  «dmitterc  tot  radiecs,  quot 
unitates  babeat  divjsor  coinmuuis  maximus  numerorum  //  et//  —  !. 
<lam  quum  numerus  ad  eundem  exponentem  pertinentes  examinaturi 
simus  accurutiusque  pcrscqiiuturi,  aliam  etiam  bujus  pronositionis  de- 
monstrutioiiem  teutemus,  ex  qua  multa  alia  attentione  haud  indignn 
sponte  manabunl. 

1.  Quicunque  numerus  unumqiicmque  alio  nun  duorum 
"»Hiens,  borum  maxi  in  n  in  d  i  vi  so  rein  commune  m  meti  etil  r. 

Sint  numeri  dati  as  b  di  is  couim.  maximus  d  alquc  :$  tertius 
numerus  ipsos  a,  b  metiens.  Ponatur  «=()/•,  b=dk'  quo  facto  k  et 
K  erunt  inter  se  nrimi.  Nam  si  fartorem  communem  0  involverent, 
|>oni  beeret  ts  =  öG  .  X,  b  =  6G  .V  essentque  a,  b  per  60  divisi- 
Mtes  q.  c.  a.  quoniam  d  divisor  communis  maximus  est.  Porro  quo«l  % 
metitur  a  et  b  bos  ita  cxbiberi  oportebit  a  =  z<p,  b=z(f\  Demon- 
st'ari  autem  poterit  y,       multipla  cssc  numerorum        k'.  Kam 

&=*<p,  JXr'  =  «y'  ergo  ~  =  -~7  vel  k<p'  =  k'<p  atque  ky'  per  k' 

divisibilis,  jam  vero  k'  ad  k  primus  est,  qua  rc  k'  ipsum  y'  metiri 
■febet,  similiterque  k  ipsum  y.  Quoniuiu  y  est  miiltiplum  numeri  k 
oportet  esse  y  formae  km,  ergo  dk  =  xkm  vcl  d=zmy  quam  ob 
rp"i  s  numcriim  S  metitur. 

Quaudo  igitur  numerus  x  divisorem  commuuem  mnximum  d  nu- 
uerorum  «,  b  non  metitur  bos  ipsos  «r,  b  simul  metiri  nequit. 

2.  Sit  «  radix  congruentiac  xn  =  i  (mod.  //),  ipsum  «  ad  ex- 
ponentem pertinere  oportebit  sec.  p>  qui  numeros  i»,  /'  —  1  simul 
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metiatur  ($.  9.  sqq.),  qua  rc  bic  cxporiens  uumeruui  S  metiri  dehnt 
(1).  Quodsi  üuidcs  ipsius  ö  divisores  uoitate  et  6  non  exclusis 
sunt  bi 

t\  f,  ti\  .... 

oiiin es  congruentinc  nostnte  radices  partim  pertinebunt  ud  exponen- 
tem  partiin  ad  partiin  ad  t"  etc.  Ad  exp.  t  autciti  tot  nuuieri 
pertinent,  quot  sint  ad  t  primi  eoquc  noo  majores  (§.  21.)  vel  (pt 
similiterque  de  reliquis,  ergo  inultitudo  radicuui  erit 

*,«  9P*+SP»'-i"9^"+^etc  

vel  6  (§.  8  ). 

Haec  consideratio  rationem  suppeditat  inveniendi  congruentiae 
alicujus  radices;  at  tota  in  eo  vertitur  difiicultas  ut  numerus  ad  ex- 
poneutem  propositum  pcrtinens  reperiatur.  Nam  omnes  nuoieros  ad 
exponeiifem  aliquem  pertinentcs  facillime  iuveniri  posse,  si  modo 
unus  exstet,  ex  praeeed.  intcllitritur. 

Exe  mpl.  Congruentia  aoh  =  1  (mod.  19)  sex  ad  mittet  radi- 
ces, nempc 

ad  exponentein  1  pertinet  1 

.  2      .        .        18  m 

fr 

3  7,  1 1 

$.  42.  Licet  observari,  si  t  designat  numerum  imparem  atque 
uumeri  ad  expouentem  /  pertinentes  sunt  «,  a\  a\  a1"  etc.  ad  ex- 
ponentem 2/ pcrtinere/* — «r, p — — **">P — »'"etc.,  quo  loco  obser- 
vandum  est  ad  exponentem  2/  totidem  pertinere  quot  ad  t.  Pertineat 
enim  a  ad  exponentem  t  eritque  a*  =  1  (m.  p),  ergo  quoniam  / 
impar  (p  —  tr)'  =  (—  a)f  1  atque  ip—a)'*  =  1.  Quodsi  p—a 
ad  inferiorem  pertineret  exponentem  /'  ita  ut  sit  (p  —  a)**  =  1  ba- 
beretur  {p— «rp'-^l.  Sit  primo  f  par  eritque  ( p — <7p-r =«^-''=  1 . 
Atqui  a  pertinet  ad  exp.  fy  qua  rc  ($.10.)  numerum  t  ipsum  2£ —  f 
ergo  f  metiri  oporteret.  ltaque  quoniam  f  est  par  etiam  t'  per  2l 
divisibilis  esset  q.  e.  a.  quia  t'<^"lt,  Sit  secundo  t  impar  eritque 
(p  —  ee  (—  a)v-f  =  1 ,  ergo  a™-*'  =  —  =  1  qua 

re  /  num.  2/*  metiri  deberet,  ergo  f.  Erit  i&^itur  t'=z(pt  ita  utsity 
impar;  jara  vero  (//—«)'=— 1,  ergo  (p — a)rft==(p — a)** =(— «l)V=— l 
contra  praecedeotia. 

In  exemplo  §.  41.  ad  exponentem  3  pertinent  7,  11  ergo  ad 
exponentem  6  bi  19  —  7,  19—11  vel  12,  8. 

Ad  exponentem  1  unus  modo  numerus  pertinet  nempe  1  quaDi 
ob  rem  ad  exponentem  2  pertinebit  solus  p  —  1. 

$.  43.  Productum  ex  omnibus  terminis  periodi  nu- 
■  eri  cujusvis  secundum  modulum  pm  vel  0p"  vel  4  unitati 
congruum  est  positive  vel  negative  sumptae.  Et  quidcm 
positive  sumenda  est  unitas,  quaudo  terminorum  multi- 
tudo impar,  quando  vero  par  negative. 

vel  *2p*  designemus  firevit  gratia  per  m  sitque  pc- 

/im-u 

m  2     aequivalere  er  serierum  doctriaa  con- 
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stat.    Quando  ighur  t  est  numerus  impar,  erit  integer  et  quo- 

ty+u 

Diain  «f  =  1  erit  etiam  P=z  a   2    =1  (mod.  p).    Si  vero  f  est 

j_  j_ 

par,  erit  ^integer  ntque  «rf  =  l,  («2  -+-  1)  («*  — 1)  =  0.  Pror- 

sus  simili  modo  uti  jam  saepius  argunientati  sumus  erit  nut  a2  4-1 

t  •  t 

aut  a2  — 1  per  modulum  divisibilis.    Atqui  a2   unitati  non  eon~ 

t 

grua,  quia  a*  est  iofima  unitati  congrua  potestas,  qua  re  a2  =  —  1 

adcoque  P=  ä~2~~  =  (—  1  )'+i  =  —  1. 

Si  denique  modulus  est  4  argutnentatioois  prima  pars  pro  boccccasu 

valet;  quod  vero  attinet  ad  secundam  erit  (a2  -f- 1)  (a2  —  1)  per 

4  divisibilis  et  quoniam  ainbo  factores  numerum  4  non  simul  involvunt 

t 

tanquam  differcutiam  2  constituentes,  aut  a2  =1  aut  = — 1  esse 

/  JL 
oportet    Non  autem  erit  «2  =1  sec.  hyp«>tli.,  ergo  a2  = — 1, 
t(t+\) 

atque  a   2    =  —  1. 

ßxempl.   Pro  modulo  25  periodus  nuuieri  2  est  baec 

2»  .2»  .2»  .2*  2'«  .2'»  .2'°. 

Residua  sunt 

2  \\  .  8.16.7.14.3.6.13.24.23.21.17.9.18.11.22.19.13.1 

produetumque  est  =  —  1  (mod.  25). 

§.  44.  Quando  a  est  radix  pritnitiva  moduli  p*  vcl  2/;",  ita  ut 
sit  ai,m~l(P — inlima  ipsius  a  potestas  uuituti  congrua,  periodus  oin- 
nes  numeros  comprebendet  ad  modulum  primos  eoque  non  majores 
et  quoniam  in  bocce  casti  t=pn~i(p  —  1)  Semper  .est  par,  produc- 
tum  numerorum  ad  aliquem  primorum  eoque  minorum  secunduin 
imne  unitati  negative  sumptac  erit  congruum.  (Ct.  §.  36.) 

Si  a  ad  exponentein  iP"~~*(p  —  1)  pertinet,  erit  a  residuum 
quadraticum  moduli pn  vel  2/?"  (§.28.)  nec  minus  residua  erunt  «%  a*y 
«4 f  .  .  e^P*~ i0>— *J  et  quidem  omnin  bis  exbibeutur  residua,  quod 
multitudo  eorum  \pn~^(p  —  1)  (§.  39.).    Sequitur  hoc 

Tbeorema.  Productum  residuorum  quadraticorum 
moduli  in  aliqua  formarum  pn,  2p"  exbibiti  congruum  est 
unitati  positive  vel  negative  sumptac.  Positive  autem 
sumenda  est  unitas  vel  negative  prouti  ^pn~l{p — 1)  impar 
vel  par  i.  e.  prouti  /»  est  formae  4/»  +  3  vel  formae  4»+  I. 

Altam  magisque  peculiarem  demonstrationem  tentabimus  in  pu- 
ragrapbo  quae  sequitur. 

§.  45.  Numeri  ad  modulum  quem  in  Universum  per  m  designe- 
mus,  primi  eoque  minores  sint 

0U  <5>2,  03,  . .  .  äw  — <*),,  m  —  Q2,     — 6>, 

auorum  multitudinem  tanquam  parem  esse  2^  suppooemus.  Quo 
tacto  residua  quadratica  congrua  erunt  potestatibus 
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03   0  2   0  *        Oh  <a  0u* 

Quodsi 

1.  />  est  formae  4/j-f-l  erit  (§.  31.)  — 1  residuuiu  quuiu  ob 
rem  residua  ctiain  ita  exhibentur 

-0,*,  -0,*,  -  0,»,..-©^!»,  -04u* 

ycI  ita 

0a(ot  —  0, ),  0,(m  —  0,),  . . .  0<u_,<>  —  0^-,),'  0fx(m  -  0^u). 

Hioc  patet  produetum  liumcrorum  ad  m  primorum  congruum  esst* 
produeto  residuorum  ipsius  ///.  Jam  vero  illud  productuin  unitati 
negative  sumptac  congruum  (§.  36.)  ergo  tlieorcuia  pro  bat  um  est 
pro  modulo,  cujus  factor  p  formae  i//+l. 

Si  vero      est  formae  \n-\-Z  erit  —1  nun  residuuin  (§.  -iL), 
quam  ob  rem  non-  residua  suut  bis  congrua 

vel  bis 

0,  (m  -  0,),  G2(m  -  02) .  .  .  O^m  -  0^) 

produetumque  non-residuorum  a  congruum  erit  produeto  Duuieroruin 
ad  moduluiii  priinorum  i.  c.  unitati  negative  sumptac  (§.  30.).  Jam 
vero  produetum  residuorum  P  in  produetum  non-residuorum  P'  con- 
gruit  produeto  numerorum  ad  mod.  primorum  i.  c.  —  1,  atqui 

=  —  1,  ergo  PP  =  —  P,  —  P=—  1  vel  P=l. 
I^xcmpl.  1.    Pro  modulo  25  babentur  residua 

1.4.9.16.11.24.14.6.21.19 

quorum  produetum  =  —  1  vel  24. 

Kx.  2.    Pro  modulo  18  sunt  residua 

1  .  7  .  13  quorum  produetum  =  1. 

r 

§.  46.    Produetum  residuorum  quadraticorum  moduli 
2Ä  (/<^>2)  unitati  secundum  modulum  2»— 1  congruum  est. 
Designemus  residua  moduli  2"— 1  per 

Qu  Qu 

quorum  multitudinem  esse  2«— *  patet  ex  §.  40.,  quo  loco  observan- 
dum  multitudinem  esse  1  (junndo  &  =  3.  Uuo  facto  residua  moduli 
2"  congrua  crunt  bis  tcnninis 

Qu  Q*>  •  •  Cj";  •  •  •  Q*  Qi 

scc.  mod.  2»— 1  quonium  multitudo  residuorum  ipsius  2«  est  2*  3  vel 
duplum  multitudinis  residuorum  mod.  2"— 1  atque  quodeunque  ipsius 
2"  residuum  congruum  esse  debet  alicui  ipsius  2"— 1  residuo  sec. 
mod.  2"— *.  Quodsi  produetum  residuorum  moduli  2"  designamus  per 
/*«,  residuorum  bujusee  2«— 1  per  /«_ i  habetur  congruentia 

Pn  =  />«-!*  (mod.  2"-i). 

Jam  tbeorema  verum  esse  assumamus  pro  modulo  2"— *  ita  ut  sit 

=  1  (mod.  2«-2) 

critque  Pn-i  formae  1+2*-^,  /V-ia  formae  l+2*-ijH-#&«-*)9*. 
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i 

Quia  n>2  est  2{n  —  2)  ~  «  —  l  adeoque  /*„_ia  =  1  (mod.  2»-») 
ergo  ex  pracced. 

/»„  =  1  (mod.  2»-i). 

Quando  igitur  propositio  nostra  valet  pro  modulo  2*— i  etinin 
pro  liocce  2*  ialcbit. 

.Ii» in  vero'  valet  pro  modulo  2%  nianifesto  eniin  uiiurn  modo  ex- 
stat  rcMduum  1.  Hinc  ad  taodulum  24,  hiuc  ad  2*,  in  Universum 
ad  2'*  ascendi  poferit. 

Exeinpl.  1.  ileäidtia  rooduli  32  sunt  haec  quattuor  1 . 9.25. 17 
quoruin  produetum  unitati  secundum  16  est  congruum. 

2.  Hesiduu  moduli.  61  liuec  sunt  octo  1  .  9 .  2a  .  .19 . 17  .  57  .  41 . 33 
quo  rinn  produetum  =  1  scc.  mod.  32. 

§.  47.  Residuorum  quad  rati  cor  um  ad  modulum  quen- 
cunque  m  primorum  multitudiui  aequivalebit  uumerorum 
ad  modulum  primorum  divisae  per  numerum,  qui  tot  Imi- 
tat es  habet,  quot  radiecs  cougruentia  *t2  =  r  (mod.  m), 

Cougruentia  baec  liabcut  0  radices  diversas.  Kx  quaque  ha-' 
rum  radicum,  quas  omnes  ad  modulum  primas  esse  suppusuimus, 
unum  idemque  giignitur  residuum  miuimum,  quam  ob  rem  disquisitio 
eo  redueta  est,  ut  determinetur  quoties  0  in  multituiline  numero. 
rum  ad  m  primorum  contineatur.  Ex  quo  pedeteutim  sequitur  theo- 
rema. 

Ceterum  observandum  est,  si  modulus  tactorcs  modo  primos 

U  ttt 

impares  involvat,  residuorum  multitudinem  esse  designante 

cpm  multitudinem  uumerorum  ad  m  primorum  et  k  multitudinem 
facto  rum  ipsius  m  primorum. 

Kx  boc  theornmate  facillimc  deducunlur  prop.  §§.  39.  40. 

Kxcmpl.  Congruentia  .-r2  =  r  (mod.  105  =  3.5.7)  admittit 
2*  vel  8  radices,  deinde  2.  1.6=  IS  ergo- multitudo  resid.  moJuli 
18 

105  erit  -£-  =  6.    Sunt  vero  hacc 

1  .  1 .  16  .  61 .  46  .  79. 

§.  48.  Quivis  numerus  per  numerum  primum  p  uon  di- 
visibilis,  qui  ipsius  p  est  residuum  vel  non-residuum, 
erit  residuum  ctiam  vel  non-residuum  inoduli  pn  vel  2p". 

Primo  perspieuum  est  quemvis  numerum,  qui  residuum  sit  vel 
non-residuum  ipsius  pn  ctiam  residuum  rorc  vel  nou -residuum  mo- 
duli p.  Jam  vero  (§.  39.)  multitudo  residuorum  inoduli  p"  vel  2p" 
est  \p"~x{p  —  1)  quaeriturque,  utrum  inter  hujus  residua  omnia  om- 
nino  residua  moduli  p  (ctiam  scc.  p  congruu)  reperiantur.  necne. 
Secund.  p  incongrua  ipsius  p  residua  exstant  \{p  —  1),  totidem 
nianifesto  inter  p  et  2p,  totidem  inier  2p  et  dp  eic.  Uua  re  resi- 
dua moduli  p  int'ra  p"  inveniunlur  p"—i  .  \  {p  —  1)  =  \p/4~Hp —  1). 
Omnia  igitur  residua  moduii  p  infra  p"  inier  residua  moduli  p>>  vel 
2p"  reperiuntur. 

Aliam  hujus  dissimillimum  propositionis  argumentationem  dedit 
summus  Ciauss  in  l>isq.  Aritbm.  pag.  99  sqq. 

§.  49.  Quando  potestas  aliqua  nuincri  2  altior  quam 
«ecunda  puta  2"  pro  modulo  assumitur,  omnes  numeri 
impares  formae  8£-f-  1  eruut  residua.,  reliqui  vero  non- 
residua. 
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Multitudo  residuorum  inoduli  2*  est  2*—*  (§.  40.)  qunertturqtie, 
num  omnes  numeri  infra  2»  formue  8Xr-f»l  inier  huec  rcperiantur. 

Debet  autem  k  ita  determinari  ut  sit  %k-\-\ <2»  vel  £<2»-*— - i- 

udeoque  Xr  num.  2"~l  —  1  non  supcret.  Si  igitur  pro  £  ponuntur 
valorcs 

0,  1,  2,  3,  .  .  .  2«-3  -  1 

habetur  multitudo  2"—*,  ergo  omnes  numeri  formac  Sk-i-l  qui  mi- 
nores sunt  modulo  in  residuis  ipsius  2"  reperiuutur.  l'rop.  sec. 
pars  jam  in  §.  30.  breviter  perstricta  est. 

§.  50.  Pro  modulo  aliquo  qui  forma  pH  vel  2pn  non  conttnetur 
residuorum  quudraticorum  productum  non  quidem  scmper  unitati 
congruum  est  sed  tarnen  numero  alicui  congruum  erit,  qui  in  moduli 
residuis  invcnitur. 

Redigatur  niodiilns  sub  formnm  AaBbO  .  . .  designantibus  A, 
B,  C\  .  .  numeros  pmuios  divcrsos  intcr  se.  Sed  unum  modo  casum 
brev.  gratia  considcremus,  quo  quidem  An  B,  C .  .  sunt  numeri  primi 
im  pures;  quieunque  enim  est  niodulus,  disquisitio  facillinje  ex 

45.  46.  peli  poterit. 

1.  Sint  omnes  moduli  factores  primi  formae  4/*-t-l  vel  omnes 
formae  4/#4-3.  Uesidua  moduli  m  etiam  singularium  potestatum 
A",  Bb,  £v,  .  .  erunt  rcsidua.  Jam  vero  residua  moduli  Aa  infra 
Aa  exstant  {Aa—\A — 1),  rcsidua  moduli  m  infra  m 

Aa-i(A  -  I)  ßl>-i(B  -  1)  Q-i(C-  1) . . . 

2* 

(§.  47.)  dcsignante  k  multitudinem  factorum  moduli  primorum. 

Ex  quo  sequitur  multitudinem  residuorum  moduli  m  infra  m 
multiplum  esse  multitudinis  residuorum  moduli  Aft  infra  Aa,  mani- 

M-i{Ii—\)  O-HC—l)  etc. 
festo  enim  numerus  est  integer;  quoniam 

quisque  Ii  omni  B —  1,  C — 1,  D  —  1  etc.  quorum  multitudo  k — 1 
est  numerus  par.    Quodsi  buuc  numcrum  ita  exliibemus 

{(/*-  \)B*-*.  t(C-  — l)/>'-i  etc. 

perspicuum  erit  quundo  omnes  B,  C,  D  etc.  sint  formae  4«-f-  1 
liunc  numerum  esse  purem,  im  purem  vero  quando  omnes  formue 
4//+ 3.  Jam  prodiietum  residuorum  moduli  Aa  infra  An  est  =zhzl 
sec.  Aa  prouti  A  est  formae  4*+3  vel  f.  4v»-hl  (§.  45.)  adeoque 
productum  residuorum  moduli  m  infra  m  erit  congruum  potestati 

(db  lJKÄ-DÄ*-«  .  HC'-1)6'— i  etc. 

ergo  scmper  uuitati  positive  sumptac  congruum.  Idem  valet  de  re- 
liquis  Bb,  Dd .  .  quam  ob  rem  producta  mod.  m  residuorum 
designante  per  P  babebimus 

P==\  (mod.  A°) 

=  1  (mod.  Bb) 

=  1  (mod.  O) 

•   •   •    •  . 

ergo  etiam  P=  1  (mod.  AaBbO  .  ,=m).  Hinc  habemus  theore- 
mu:  Si  modulus  est  nullius  forma rum  pn>  2p*  atque  omnes 
ejus  factores  primi  sunt  impares  omnesque  formae  ejus- 
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♦ 

deiu,  Semper  productum  hujus  modoli  residuorum  unitttti 
positive  sumptae  erit  congruum. 

2.  Si  Donnulli  factores  suut  formae  4j»  +  1  reliqui  vero  formae 
4* -4- 3  productum  residuorum  moduli  m  unitati  congruum  est  se- 
cundum  quamque  potestatunij  quariim  radices  formae  44* +  3  Sint 
formae  \n-^k  Li  A.  //,  C...  forniiie  autem  4/i+l  Iii  //,  A~.  L . . . 
ita  ut  sit  mz=J"ß*0> .  .  WK*U  eritque  P=  I  (inod.  >»)  =  1 
(mod.  1fr*)  =1  (mod.  O)  ergo  etiam  /*=  1  (mod.  AaB&0:  .  .  .). 
Quodsi  unus  modo  facto r  //  exstat  formae  4*+l  productum  /* 
ent  congruum  (1)  potestati  ( — .  JIÄ— etc.  crg0 
=  —  1  secupd.  modulum  //*,  quam  ob  rem  congruentias  resolvi 
oportekit  P==l  (mod.  A«Bf>0  . . .),  7»=  —  1  (mod.  //'*),  quo  facto 
/*  unitati  neque  positive  neque  negative  sumptae  erit  congruum  sec. 
mod.  AaBbCc .  .  Hh"=.m.  Si  vero  plures  tactores  exstent  formae 
\n  + 1  nempe  //,  A',  L* . .  .  productum  residuorum  moduli  est 
cougruum  potestati 

(—  \yAA—\\*—* .  \(B—  . . .  t(A— .  J(Zr-Oi>-i  etc. 

secundum  modulum  Ilk  vel  congruum  unitati  positive  sumptae,  quo- 
niam  in  hoccegcasu  cxponens  est  par.    Idem  valet  de  modulis  Ä*, 
etc.,  qua  re  habetur 

P=  1  (mod.  /f')  =  1  (mod.  Ä»)  =  1  (mod.  U)  etc. 

ergo  P=  1  (mod.  HkMPIJ .  .)  adeoque 

/»=  1  (mod.  A°B*&  . .  »K*U  .  .  =  «»). 

Ex  quo  tandem  sequitur  tbeorema: 

Si  in  moduli  factoribus  duo  vel  plures  reperiuntur 
formae  4»+l,  scmper  productum  residuorum  moduli 
ejusdem  quadratico rum  unitati  positive  sumptae  secun- 
dum bunc  erit  congruum.  In  eo  caau,  quo  unus  modo 
factor  exstat  formae  44i+l  productum  de  quo  ugitur  re- 
siduo  moduli  alicui  ab  1  et  — 1  vel  m  —  1  divers o  con- 
gruum fit,  nempe  productum  residuorum  et  ipsum  est 
resi  duum. 

Exempl.  1.  Pro  modulo  33  =  3.11,  cujus  factores  primi 
ejusdem  sunt  formae  productum  residuorum 

1  .  4  .  16  .  25  .  31 

unitati  congruum  est. 

2.  Pro  modulo  195  =  3  .  5  .  13  residua  sunt  haec  duodecim 

1  .  4  .  16  .  49  .  64  .  121  .  61  .  94  . 166  .  139  .  181  .  79 

quorum  productum  unitati  congruum,  quoniam  duo  13  et  5  formae 
sunt  44»+  1. 

3.  Pro  modulo  35  =  5.7  qui  unum  modo  factorem  involvit 
formae  4**  +  l  productum  residuorum 

1.4.9.16.29.11 

congruum  est  29.   Invcnitur  hoc  residuum  sequenti  modo.  Erit 

/>=  — 1  (m.  5)  =  1  (m.  7) 

qua  re  P  ita  exbiberi  licet  P=  — 1  +  50,  ergo  50  =  2  (m.  7) 
vel  50-2  erit  per  7  divisibilis.   Atqui  50  — 2  =  (7  — 2)  0  —  2, 
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quam  ob  rem  debet  esse  20  -f-  2  vel  0-hl  per  7  divisibilis.  Po- 
numus  0-1-1  =70'  eritque 

/>=-  1+5(70  -1)  =  —  6  (mod.  35)  vel  =29  (med.  35). 

§.  51.    Theorem»  paragr.  45  manifesto  ita  etiam  poterit  enun- 


cian: 


U" ad  rat  urn  produeti  omni  um  numeroriim  ad  modulum 
tn=zpn  vel  2pn  primorum  ejusque  dimidi»  parte  miuoruin 
uuitati  est  coii^ruuiii,  quando  p  est  formac  4/*-f-3. 

Maximus  ad  m  primus  numerus  debet  esse  f"~      nam  n\  * 

ad  m  certe  primus.  Si  igitur  numeros  de  quibus  agttur  designa- 
mus  per 

0    0    0  f!Lzl 

ex  praec.  intelligitur  semper  esse 

m  —  1 


,0,0,  .  .  .  —2— )2  =  l  (mod.  m) 
Hinc  sequitur  produetum 

(0,0,0,  . .  5L^i  -+- 1)  (0,0,0,  . .  1) 

per  *w  divisibile  esse.  Quonium  autem  Iii  fuetores  tanquam  diffe- 
rentium  2  constituentes  fnetorem  primum  //  uon  simul  involvunt  am- 
boque  parcs  sunt,  aut  unus  aut  alter  per  m  dividi  poterit  i.  e. 

0,0303  .  .\  ■— 0—  aut  =  1  aut  =  —  1. 

Uuando  modulus  est  numerus  primus  impar  habetur 

1.2.3.4..  .         =  dz  1  (mod.  p) 


Nunc  vero  statim  dijudicaodum  est,  utrum  signo  superiore  uteodum 
sit  an  inferiore. 

§.  52.  Uuod  p  est  formac  4/*-f-3  erit  — q  vel  m  —  g  non- 
residuum,  si  q  est  residuum  (§.  31.  29.).  igitur  pro  residuis  iis, 
quae  sunt  majora  moduli  dimidia  parte  ea  substituantur  negativa, 
quae  illis  sunt  congrua  quorumque  volares  absolute  sumptf  erunt 
minores  moduli  dimidia  parte,  manifesto  seriös  omiiium  ipsius  m  re- 
siduorum  absolute  sumplorum  complectetur  omnes  uumeros  ad  mo- 
dulum primos  ejusque  dimidia  parte  minores.  Et  quia  produetum 
ipsorum  residuorum  unituti  cougruum  est  (§.  45.)  habetur  hoc  theo- 
rema: 

Produetum  oin  Iii  um  numerorum  ad  modulum  pn  vel 
*lp»  p  r  i  m  o  r  u  m  e  j  u  s  d  e  m  q  u  e  dimidia  parte  in  i  n  o  r  u  m  u  n  i  - 
tati  congruum  erit  positive  a  u  t  u  e  g  a  t  i  v  e  s  u  m  p  t  a  e ,  prouti 
multitudo  residuorum  ipsius  m ,  quae  sunt  moduli  dimi- 
dia parte  majora  est  numerus  par  aut  impar. 

p  i 

Produetum  igitur  1.2.3.4...      —  deuotante  p  numerum 

primum  formae  4»-f-3  unituti  positive  aut  negative  sumptae  con- 
gruum est  prouti  multitudo  residuorum  ipsius  p,  quae  sunt  major» 
quam  {p  est  par  aut  impar. 
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Exempl.  1.    Pro  modulo  19  habentur  residua 
1  .4.9,  16.0.17.  11  .7.5 
vel  1.4.9.  — 3.6.— 2.— 8.7.5 

ergo  productum  1.2.3.4.5.6.7.8.9  =  —  1  (mod.  19) 

2.  Pro  modulo  23  vero  haec 

1  .  4  .  9  .  16  .  2  .  13  .  3  .  18  .  12  .  8  .  6 
vel  1.4.9.  — 7. 2. -10. 3. —5. —  11. 8. 6 

ergo  productum  1.2. 3. ..11  =  1  (m.  23). 

3.  Uuando  modulus  est  27  exstant  residua  liaec  novem 

,      1.4.16.25.22.10,  19.13.7 

productumque  =  1  (mod.  27). 

§.  53.  Quadratum  producti  omnium  numerorum  impa- 
rium  i  nde  ab  unitate  usque  ad/?  —  2  designantc/s  nuioe- 
rum  primum  formae  4»-|-3  Semper  unitati  congruum  est. 

Numerorum 

1.3.5.7.9..  ./>^2 
muiitudo  erit  \(p —  1);  jam  vero  p  —  '2  = —  2, 

* 

,,_4  =  -4,/,-6  =  -6  etc.  7~=-P-~ 

« 

adeonuc 

1  .3.5.7.9..  ./>  —  2  =  (-l)  4  .1  .2.3.1.5...^-^ 
ergo 

F*  =(1.3.  5.  7.  9...  p-2)*  =(-1)  2  ..(1.2.3..2_i)». 
Atqui  — g —  est  uumerus  par  atque  (§.  51.)  productum 

(1.2.3...  =  1  ergo 

/»  =  (1.3.5.7.../;  —  2)*  =  1  (inod. //). 
Ex  hac  cousideratione  manabit  etiam  haec  propositio,  quo  loco 
observandum  est  numerum  ^—^ —  esse  parem  vel  imparem  prouti  p  sit 

{ormae  8Xr  +  3  vel  formae  8Xr-f-7.  Productum  omnium  nume- 
rorum imparium  iude  ab  uuitate  usque  ad  p  —  2  desig- 
nante/'  numerum  primum  formae  4»-f-3  produeto  omnium 
numerorum  in  de  ab  unitate  usque  ad  •£-(/> — 1)  positive  aut 
negative  sumpto  congruumestj  prouti/;  est  formae  8/--J-3 
vel  formae  8/r-f- 7. 

Alia  bujus  theorematis  demonstratione  propositionem  nancisce-  ' 
mur  in  doctrina  numerorum  attentione  baud  indignam.  . 

Productum  1.2.3.4.5.../?  —  1  est  =  —  1  (mod.  p)  sec. 
tbeorema  YVilsonianura  ergo 

1.3.5.7.9../;  —  2.  1.2.3. .  £=-^  .  2  2  =-1 

TbeU  II.  3 
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: 

atquc  si  poniinus  1.3.3.4...  — ^ —  =      2  -  =  /u 

/fy*  =  —  1  (mod.  />) ;  nt  vero  7'=  (  —  1)  4   .  * 

/>— 3  p—2  p—Z 

qua  rc  7>A=(— 1)  4  **=(-l)  •*    adeoque  (—1)  4  ^=^-1  (mod./>). 

Quodsi  />  est  formae  8£-r-3  crit     ^  3  pur,  impar  vero  quando  p 

formae  8£-4-7.    Binc  erit  fi=  —  1  aut  — =  —  1  prouti  forma 

I 

comprebenditur  8£  +  3  aut  haccc  8£-f-7.  Est  isritur  2  2  =  — l 
(mod. />  =  8£  +  3)  =  1  (mod.  /i  ==SA-\-l)  ergo  propter  §.  28. 

Numerus  2  est  residuum  quadraticum  moduli  primi 
formae  8/?  — f  —  7,  oon-residuum  vero  formae  8Xr  +  3. 

§.  54.  In  Universum  quadratum  produeti  omnium  numerorum 
imparium  inde  ab  unitate  usque  ad  p  —  2  designante  p  Dum.  pri- 
mum  queneunque,  unitati  positive  vel  negative  sumptae  erit  con- 
gruum,  prouti  p  est  formae  4/»-f-3  vel  hujusee  4#-f-l. 

Residua  moduli  p  exhibentur  potestatibus 

(    ö    ^  '  ^    2    ^  '  ^   2    ^  9 

■  i 

omnino  ex  potestate  (— ^ — )    residuum  gignüur  quadraticum,  deno- 

tante  k  numerum  imparera,  cujus  minimus  valor  1  cuj usque  maximus 
»  —  2. 

Ponamus  (^ö- )*=r  eritque  (/>  —  X:)8  =  4r  vel  £*=4r,  ita 

ut  poni  liceat  Xr2=:4r — quo  facto  babetur  r=.  —-g — .  Resi- 
dua igitur  erunt  haec 

P-Ma   v_±*L       P-hfr  — 2)» 
4    >       4    *       4  4 

Productum  borum  designetur  per  P  eritque  (§.  45.)  P=dkz\  prouti 
/>>  formae  4#-f-3  vel  bujusee  4/#-r-l:,  ergo 

;j — 1 

-     P.\  2  =  P.  2p-i  =  zfc  2?-i  i.  e, 
(/>-*- 1)  (/>-f-3')  (/>-+- 5a)  (/,-f- 7*).. />-{-(/>  —  2)*=db^ 
adeoque  =  ±1  (§.  9.),  qua  re  etiam 

(1.3.5.7.9.../»—  2)»  =±1  (mod.  />) 

prouti  ^  est  formae  4/j-f-3  vel  hujusce  4?4-f-l. 

$.  55.  Propositio  in  §.  52.  enunciata  etiam  ex  sociorum  doctrina 
facillime  petitur  hoc  modo. 

In  §.  36.  demonstratum  est  cuique  numero  seriei 

1.2.3.4.5. . .  .  ^  p — —  1 

socium  aliquem  in  eadem  seric  sed  unum  modo  respondere.  '  Uuodsi 
uumeri  bujus  seriei  socii  sibi  designantur  in  Universum  per  «,  ßt 
ita  ut  sit  aß=l  (mod.  p)  habetur  a(p — ß)  =  —  1  {m.p).  Vocari 
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licrat  numerus,  quorunt  produetum  unitnti  negative  sumptae  fit  con- 
gruum, socio s  oppositos,  quo  facto  in  scric 


1.2. 3. 4. ..2 


—  1 


2 

cuivis  numero  socius  respondebit  vel  socius  oppositus  in  eadem  se- 
ric  et  quidera  unus  modo.  Nam  cuique  boruin  numernrum  in  serie 
1.2.3.4.../»  —  1  socius  respondet  ergo  in  priore  aut  socius 
aut  socius  oppositus.  Si  vero  esset  aß'=aß"  ita  ut  a,  ß\  ß"  moduli 
dimidia  parte  sint  minores  atque  a/J'=a/?"= —  1  baberetur  a(p — ß*) 
=  a(p —  /F')  =  l,  quo  facto  quum  p —  ß',  tum  p  —  ß"  ipsi  «  socius 
esset  contra  §.  36.    Etiam  nullus  horum 

2.3.4...^=-^ 

quorum  multitudo  par,  sibi  ipsi  socius  esse  poterit  vel  socius  opposi- 
tus.  Nam  praeter  1  et  p — 1  nullius  quadratum  unitati  congruum  est 
(§.  36.)  atque  etiam  nullius  quadratum  unitati  negative  sumptae 
erit  congruum,  quoniam  — 1  est  nnn-residuum  tormae  4#»  +  3. 
(§.  31.).    Qua  re  produetum  binorum  terminorum  seriei 

2  3  4  P~l 

unitati  aut  positive  aut  negative  sumptae  erit  congruum,  quadratum- 
que  bujus  produeti  Semper  unitati  congruum.  Ergo 

(2.3.4.5.6.  ..*=*)>==1  (m./?  =  4»-f-3) 

"Nunc  vero  aliud  criterium  sesc  offert  congruentiae 

1  .2.3.4.  ..£^  =  zbl. 

Signo  enim  superiore  vel  inferiore  utendum  erit 
prouti  multitudo  numerorum  seriei 

2.3.4.5...  ^  ^ — 

quibus  socius  oppositus  aliquis  respondet.  est  par  vel 
impar. 

Excropli  gr.  pro  modulo  23  babentur  congruentiae 
2.11=  — 1,  3.8  =  1,  4.6  =  1,  5.9  =  — 1,  7.10  =  1 
ergo  produetum 

1.2.3.4.5.  ..11  =  1. 

Utrum  oumero  alicui  respondeat  socius  an  socius  oppositus  facile 
ex  fractionum  continuarum  doctrina  decidi  poterit.    Nam  si  a  de- 

siguat  numerum  aliquem  ex  bis  2.3.4...  ^  0  \  evokatur  fraeüo 
P 

in  fractionem  continuam  eritque  si  fractio  convergens  quae  ip- 

•» 

sam      antecedit  designatur  per       ag —  hpz=.  ±  1  vel  ug  =  ±l 

(mod.  p).  Quodsi  g  moduli  dimidia  parte  est  minor,  ipsi  «  re- 
spondebit resp.  socius  vel  socius  oppositus.    Si  vero  g>\p  erit 

3* 
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«(/'— ^)  =  =pl  (mod.  />)  atquc  tum  «  Pt  P  g  sibi  erunt  soeii 
oppo*iti  vcl  soeii. 

§.  50.  Summa  residuorum  quadraticorum  moduli  uli- 
cujus  forma  ru  in  2/>"  sc  in  |>  er  per  h-unc  divisibilis  est, 
e x c e i> t o  c a s u  in  quo  p  •=.  3. 

besigneutur  residua  per 

Qi>  <?»>  •  •  •  fy- 

(am  4  tanquam  quadratum    residuum   est   moduli  cujusvis,  ergo 
20.)  etiam  Iiis  residua  erunt  congrua 


lQt>  *Q*,  '*<>3>  •  •  /4(?u 

manifestoque  oinnia  sunt  incon^riia,  quoniam  si  baberetur  4o*=4o;l, 
esset  Mq/l—qI)  per  modulum  divisibilis,  vel  productuui  HQik—Qi)  divi- 
sibile.    Uuodsi  inodulus  est  pn  hoc  fieri  nequit  quin  pn  ad  4  primus 

atquc  Qk—Qi<.Pn,  si  vero  modulus  est  2/v«  erit  4(g* ~<&==2{q1 

quo  facto  denuo  pn  ad  2  primus  est.  Summa  igitur  S  residuorum 
congrua  est  AS  vel  4*V=*V,  ex  quo  sequitur  3*V  =  0.  Atqui  quum 
casum  in  quo  p  z=  3  exceperimus,  semper  moduius  ad  3  primus 
erif,  quam  ob  rem  babetur  *V  =  0  (m.  //*  vel  2/v"). 

Nota.  Uuamlo  p  est  formae  4/i-f-l  theorema  facilius  ctiam 
probutur  lioc  modo.  Si  r  est  residuum  etiam  — r  erit  residuum, 
qua  re  in  seric 

0i»  0*»       *  •  •  Qu 

bipa  signi  ratione  non  liabita  erunt  aequalia,  ergo  summa  umuium 
per  modulum  divisibilis. 

Kx.  gr.    Pro  modulo  25  residua  sunt 

1  .4.9.  IG.  11  .2t.  14.6.  2i  .  19 

vel  baec 

1.24,4.21,  9.16,  11.14,  6.19 
2.    Residua  moduli  19  sunt 

1.4.9.16.6.17.11.7.5 

summaque  per  19  divisibilis. 

§.57.  Summa  omnium  t  er  minor  um  periodi  numeri 
cujusvis  a  est  =0  sec.  mod.  queacunque,  qui  ad  a  —  1 
est  numerus  primus. 

Sit  periodus  baec 

a9  «*,  «3,  «4,  . . .  at 

eritque  summa  *  ex  serierum  doctrina  a  .  ~^Y"  adcoque  s(a — 1) 

=  a(n{ —  1).  Atqui  al  =  1  ergo  s(a  —  1)  =  0,  vel  *  =  0  quoniam 
modulus  ad  a — 1  primus. 

§.  5S.  Theorema.  Productura  omnium  radicum  eon- 
gruentiae  (mod.  p)  designante  p  numerum  primum 

unitati  positive  aut  negative  sumptac  est  congruum 
prouti  divisor  communis  maximus  uumororum  u  et  p  —  1 
est  impar  aut  par. 

Divisor  communis  maximus  numerorum  n  et  /?— 1  sit  «Jhabebit- 
que  congruentia  de  qua  agitur  ö  radices  (§.  41.).  Quarum  quaelibet 
ad  expouentem  J  pertinens  sit  w\  talis  eniin  semper  exstat.  Termini 


v. 
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wy  to%,  tc',  to*j  . .  .tef 

periodom  constituent  omnesque  congruentiae  propositac  satisfacient 
neque  plures  radices  exstant.  Ergo  productuui  radiciim  crit  =dtl 
(§.  43.)  prouti  o*  est  impiir  vel  pur. 

7—  .  p-l 

Congrucntia  a:  2  =  1  (m.  //)  admittit      —  radiecs,  quae  om- 

nes  residua  ipsius  p  sunt  quadratici  ex  quo  sequitur  thcorcuia 
§.  44'. 

§.  59.  Summa  omni  um  radicum  co  ngruentine  *vn  =  \ 
(m.  p)  Semper  per  modulum  divisibilis  est. 

Pertineat  w  ad  expunentem  d  stutiinque  propositio  sequitur  ex 
§.  57.  quoniam  in  hocce  casu  w — 1  tanquam  minor  quam  p  ad  p 
est  primus. 

§.  CO.  Summa  quadratorum  omnium  numerorum,  qui 
congruentiae  xn  =  1  (mod.  p)  satisfaciunt  semper  per 
modulum  p  divisibilis  est.  dum  modo  excipietur  casus, 
in  quo  congruentia  duas  tantiimmodo  admittit  radiecs. 

1.  Sit  6  i.e. divisor  communis  maximus  nuuiemrum  n  et  p-l  impar. 
Radices  deinde  congruentiae  nostrae  sint  */»,  w\  «/',  w'"  etc.  erunt- 
que  etiam  bac  radices  w2t  w>'J,  w/'3,  w'"",  etc.  et  quideni  omnes 
sunt  incon^ruac.  Nam  si  baberetur  w*  =  w'2  esset  (tc  —  (to-\-uf) 
"w*  j»er  p  divisibilis  vel  tr  = —  w'  (mod.  />),  ita  ut  etiam 


ergo  w 

—  ttf  esset  radix.  Jam  /*  erit  impar,  nam  si  esset  par,  quia  etiam 
p  —  1  par  numerum  6*  tanquam  imparem  et  J/i  et  \(p —  1)  metiri 
oporteret  quo  facto  2o*  numerus  n  et  p — 1  nu*tirctur  contra  hyp.  quia 
6  est  maximus  ipsorum  /*  et  p — 1  divisor  communis.  Quia  ij;itur  n 
impar  erit  ( — tdY  —  —  rf'M  =  —  1  neque  vero  —  tt>'  satistaciot 
congruentiae  nostrae  contra  prUeced.  (iuadratis  iptur  to29 
tt/*'2,  etc.  exbibentur  omnes  radices  diversae  adeoque 

w-t-ttf-t-  w"  etc.  =  w2     w'2     tt/'2  etc. 

Atqui  w  wt  -f-  w"  etc.  (§.  59.)  per  p  divisibilis  est,  ergo  etiam 
w2  -+-  uf2  -f-  vf*%  etc. 

2.  Sint  denuo  radices  congruentiae  o?Ä  =  1  (mod.  p)  vel  quod 
idem  valet  bujusce  &ö=\  (mod.  p)  w,  tt/9  w",  w'"  etc.  atque  ö 
]iar.  Congruentiae  (^r3)*^=  1  satisfaciunt  ^6  radiecs  incongruae, 
quarum  .summa  (§.  59.)  per  modulum  crit  divisibilis.  üue  radices 
manifesto  ioter  nas 

w2,  «/%  1ff"2\  w"'*% . . . 

inveniuntur.  Quae  quum  omnia  quadrata  congruentiae  (^r2)s^=I 
satisfaciant,  erit  perspieuum  banc  quadratorum  summ  am  cotigruam 
esse  duplo  radicum  congruentiae  (0:-)^=!,  quae  scc.  p  sint  in- 
congruae. Hoc  vero  dupluni  per  p  divisibilis  est,  ergo  etiam  suinuiu 
quadratorum  radicum  congruentiae       =  1. 

Pro  -^=1  tbcorema  non  valere  facile  perspicictur. 

§.  61.  Prod actum  ex  omnibus  numeris  ad  e uudem  cx- 
ponentera  t  {»ertinentibus  unitati  congruum  est. scc.  mod. 
pH  vel  2/>»,  denotante  p  numerum  primum  imparem,  es- 
cepto  casu  in  quo  /  — 2.  Tum  cniin  unus  modo  exstat 
numerus,  ab  1  diversus. 

Pertineat  a  ad  expooeutem  t  secund.  modulum  pn  vel  2p", 


Digitized  by  Google 


38 

quem  brev.  grat.  per  m  desigüabimus.  Tum  numeris  ad  t  primis 
eoque  non  majori bus  desiguatis  per 

0,,  ©2,  e,,..,©/! 

omnes  ad  exponentem  t  pertinentes  numeri  exbibentur  potestatibus 
(*.  Ä) 

«0t,  «03,  .  .  .  a&p 

quam  ob  rem  productum  erit  congruum  buic  potestati 

«0H-0i+0a+-  +0^ 

sec.  mod.  *».    Jam  vero  Qx  -fr-  02  -fr-  0,  -fr- . .  -fr-  Op>  =  0  (mod.  t) 

!§.  37.)  atque  «f  =  1  (mod.  m)  ergo  etiam  <j0i+«a-*-0»-*-«+0^  =  1 
mod.  tri).  t  • 

Co  roll.  Quan'do  a  ad  exponentem  p*-\p —  \)  pertinet  vel 
radix  est  primitiva  boc  tbeorema  itu  enunciari  oportebit: 

Productum  ex  omnibus  radicibus  primitivis  unitnti 
congruuin  est  sec.  mod.  pn  vel  2pn  exccpto  casu  in  quo 
V  =  <*• 

§.62.  Summa  omnium  numerorum  ad  eundem  exponen- 
tem t  pertinentium  sec.  modulum/;  designante  p  numerum 
primum  est  =0,  qunndo  t  per  qüadratum  aliquod.  divisi- 
bilis  est,  quando  vero  t  per  nullum  qüadratum  d i vidi  po- 
terit,  summa  erit  =  =b  1  prouti  multitudo  factorum  pri- 

morum  ipsius  t  est  \ m n u  . 

r  l mpar 

Demonstratio. 

Primus  casus.  Factore  primo  aliquo  cujus  qüadratum  expo- 
nentem t  metiatur,  per  a  designato  dico  si  k  sit  numerus  ad  t  pri- 

mus  etiam  k-\-^  ad  t  primum  fore,  designante  <jp  numerum  inte- 
grum quencunquc.  -Nain  primum  numeri  tf,  Xr-fr-^  factorem  a  non 

simul  involvent,  quandoquidem  ~  ex  byp.  per  a  divisibilis  est  ergo 

si  fieri  posset,  numeri  k  factorem  communem  a  involverent  contra 
eo,  quae  supposuimus.  Quodsi  numeri  de  quibus  agitur  alium  factorem 

primum  communem  0  baberent,  tum  esset  £-f-~  =  0  (mod.  0). 

adeoque  a/r-fr-jy  =  0,  metireturque  0  productum  ak  ergo  k  quia 
0  ab  a  diversus  est.  Tum  aütem  denuo  k  et  t  non  essent.primi 
inter  se.    Ex  quo  sequitur  omnes  hos  numeros 

k»  k '  I      •  k  ^fr-     .  k  I "     « .  .  •  ■  k  "fr**  _ 

ad  ipsum  t  fore  primos.  Jam  sit  a  numerus  ad  exponentem  /  per- 
tinens  pertinebuntque  (§.  21.)  omnes  bi  ad  eundem  exponentem 

*,JL  ' 


? 


.  . . 


quorum  multiludo  est  a. 

.  Summam  borum  ita  exbib'eri  licet 

L       *L       iL  (<t—iv 
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Jain  vero  omnes  hi  aa,  aa,  atti  .  .  .  a   a     sec.  mud.  prop.  sunt 

«t£  oft 

incongrui;  nam  si  hnberetur  a«=aa  ita  ut  nullus  uuracrorum  *»,  #»' 

huDC  a  —  1  superaret,  esset  a™  "^ß  =  1;«  atqui  m  —  m' <Z  «, 
(«i — m')^-<it>  quo  facto  inferior  ipsius  a  potestas  quam  lta  uui- 
tati  coDgrua  fieret  contra  hyp.   Termini  igitur 

1      2£      *t  («-Dt 
a«\  a«,  ««,  .  .  a    «  ,1 

t 

perioduin  constituent.    Sed  numerum  afl  ipso  p  minorem  aeeipere 

t_  t_ 

oportebit.    Si  eniin  aP -\~mp  ad  exponentem  a  pertiuet  etiam  an 

t_ 

ad  eundem  pertinebit,  quandoquidem  si  a«   ad  a'<.a  pertineret, 

manifesto  jam  potestas  (««      mp)*  uui  tati  esset  congrua.  Erit 

igitur  <*« —  1  ad  p  primus  adeoque  (§.  57.)  summa  terminorum  quos 
modo  diximus  per  p  erit  divisibilis,  ergo  etiam 

ak(\  -f-  ««  -+-««  +  ..  -f-  «   «  ). 

Quia  a3  est  divisor  exponentis  ;  inultitudo  numerorum  nd/pri- 
morum  ipsius  a  erit  multiplum;  quando  autem  aiius  numerus  ad  / 
primus  ab  illorum 

quoque  diversus      assumitur,  simili  modo  produetum 

«*'(l+ff«+a«  +  ..+a  «  ) 

per  divisibilis  erit.  Hoc  modo  progredi  licebit,  quoad  omnes  od 
t  primi  sunt  exhausti,  quo  facto  omnes  babebuntur  numeri  ad  expo- 
nentem  t  pertioentes,,  quorumque  summa  per  p  divisibilis  erit. 

Secundus  casus.  Sit  t  per  nulluni  quadratum  divisibilis  vel 
formae  aßyd . .  .,  denotantibus  a,  /?,  y,  6 .  .  .  numeros  pritnos  inter 
se  diversos.  Sed  pro  quattuor  modo  factoribus  demonstraturos  nos 
esse  theorema  observandura  est,  quandoquidem  nibil  impediet,  quo- 
minus  argumentatio  ad  quoteunque  extendatur  tactores.  Dico  pro- 
duetum 

(aaßy  _f-  (flaßy  +  aia$y  -|-...-f-  ö(tf-i)ctfr) 
(«<Af+  «2^tr+  a%aß,f+  ...  +  aW-ihcM)  X 
(a<*YJ aWJ  +  a*«y<?  etc.  -l-«GS-i)<W) 
(«Ittf +  «WcT-f-  rtWif  etc.  -f-  »(<r-DW) 

designante  <r  numerum  ad  exponentein  £  pertinentem  summue  om- 
nium  numerorum  ad  -exponentem  t  pertinentiuui  sec.  p  esse  congruum. 
Quencunque  enim  bujusce  produeti  terminum  exbiberi  licet  hoc  modo 
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quam  formam  habere  facile  perspicietur.  Cujus  potestatis  exponens 
ad  tz=zz  aßyö  primus  erit,  quoniam  nullus  hör  um  a,  /?,  ^,  <J  metiri 
eum  potest.  Omnes  igitur  produeti  de  quo.  agitur  (ermini  ad  expo- 
nentem  t  pertinent  (§.  21.)  et  quidem  omnes  sunt  incongrui.  Nam 
si  haberetur 

ayaßy+*p'ccßd+y"«yd-hip'"ßy<f  _  aXaßY+X'«ß<f-*-X"<'y<?+/"ßy* 
esset  (§,  10.) 

-  *)«fr  -+-(*/>'-        -r-  (V"  -  (V"  -  flßyS  =  0 

secundum  modulum  t.  Atqui  ex.  gr.  <  (f,  £  <  J,  t//  —  ^  <^  6y  et 
(1// — x)aßY  Per  ^  non  divisibilis  neque  vero  summa  de  qua  agitur, 
adooque  haec  summa  etiam  per  t  dividi  nequit.  Jam  vero  rnulti- 
tudo  illius  produeti  terminorum,  ut  ex  combinationum  doctrina  patet, 
erit  (a — l)  (ß — 1)  (y  —  1)  (d — 1)  atque  etiam  multitudo  nume- 
rorura  ad  t  primorum  est  (a  —  1)  (ß — 1)  (y  —  1)  (S  —  1),  qua  re 
omnes  omnino  ad  exponentem  t  pertinentes  numeri  produeto  cxbi- 
bentur. 

Quia  a  ad  exponentem  t=aßyö  pertinet,  termini 
aßy     2aßy     Zaßy  («T— l)a/ty  t 

periodum  constituent,  et  quoniam  ut  antea  a«ßY — 1  ad  p  primum 
aeeipi  licet,  summa  borum  per  p  divisibitis  erit,  adeoque 

a«ßy + m**r + J«ßy  +mm+  J.*-Wr  =  _  1  (niod.  p)  . 

Ex  eadem  causa  reliquorum  factorum  quisque  unitati  negative 
sumptae  est  congruus.  Quando  igitur  multitudo  factorum  a,  ß,  y, 
6...  est  par,  produetum  i.  e.  summa  oranium  numerorum,  qui  ad 
exponentem  t  pertinent,  unitati  positive  sumptae  congruum  Gt,  quando 
vero  impar  unitati  negative  sumptae.  In  nostro  quidem  casu  unitas 
positive  erit  sumenda. 

Exempl.  Ad  exponentem  6  sec.  mod.  19  pertinent  numeri  8, 
12  quorum  summa  =  l  (mod.  19). 

Coroll.  Quando  t=zp — l  tbeorema  ita  debebit  enunciari: 
Summa  omni  um  radicum  primitivarum  moduli  primi  est 
=  0  quando  p  —  l  per  qu  ad  rat  um  aliquod  divisibilis  est, 
quando  vero  per  nullum  quadratum  divisibilis  summa 
erit  =±1  prouti  multitudo  factorum  ipsius  ;/ — 1  pri- 

par 

morum  est  * 

impar 

Exempl.  2  est  radix  primitiva  mod.  19  et  18  per  quadratum 
divisibilis,  qua  rc  summa  radicum  primitivarum 

♦  2i  .  2*  .2'  .2"  .2"  .2" 

per  19  divisibilis. 

§.  63.  Hancce  opportunitatem  praetermittere  non  debeo,  quin 
tbeorema  demonstrem,  quod  primo  quidem  aspectu  demonstratu  diffi- 
cillimum  videtur.  Est  vero  hoc:  — 3  est  residuum  quadraticum 
numeri  cujusque  primi,  qui  forma  continetur  12£-f-7  vcU 
12/r  +  l,  non- residuum  vero  formarum  12/r  — |- 55  12Xr-|-ll. 
Quofacto  sequitur  ex.  §.31.,  3  forc  residuum  numeri  primi 


igmzeo  Dy 
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formae  12A-  -|-  1  vcl  t2/rH-ll,  non -resid  uum  vero  liaruro 
12*  H- 5,  12* -f- 7. 

Primo  nbservamus  ad  exponentcm  3  pcrtincrc  duos  numerus, 
qooniam  tot  sunt  ad  3  primi.  Debet  autem  3  ipsum  p  —  1  metiri, 
designante  p  modulum  primuui,  qua  re  p  crit  fonnae  3X--|-1,  »juae 
has  involvit  12Xr-f-l,  12X*  -4—  7.  ISumcri  ad  expouentem  3  pertinen- 
tes  sec.  mod.  /*=12X?-r-l,  7  sint  a,  ß  eritque  (§.  62.)  a-+-/?=  —  1 
ntque  (§.61.)  aß  =  \  sec.  p.  Ex  quo  sequitur  ß2-+-ß  =  —\, 
40*-t-4/J  =  — 4,  4/?5-f-4/?-f-l  =  — 3  i.  e.  (  20-*- 1)*  ==  —  3. 
Quando  igitur  3  ipsum  // — 1  inetiatur  i.  c  quando  p  est  «nius 
formarum  12/fc-f- 1,  12X:--f-7  semper  —3  erit  residuuin  quadraticuin 
liujusce  numeri  primi. 

Ccterum  observari  licet,  semper  numerns  ad  exponentem  3  per- 
tinentes  inveniri  posse.  Repcrtis  enim  residuis  mod.  p  quadraticis, 
intelligetur,  quod  quadratum  restduo  — 3  vel  p  —  3  respondcat; 
hujusVadix  sitw  esitque  2/?-|-l=±«>  (mod.  p),  quae  congrueu- 
tia  primi  gradus  facillimc  poterit  resulvi. 

Exempli  gr.  Ut  numeri  ad  exp.  3  sec.  31  determinenrur  per- 
tinentes  residua  inveniri  quadratica  mod.  31  oportebit.  Sunt  baec 
1  .  4  .  9  .  16  .  25  .  5  .  18  .  2 .  19  .  7  . 28  .  20  .  14  .  10  .  8.  Residuo  28 
respondebit  quadratum  11*  ergo  congruentia  resolvenda 

2/9-f-l=±ll  (mod.  31). 

Est  vero  2i?==_7.™J,  /»  =  ||  vel^j 

ita  ut  5  et  25  ad  exponentem  3  sec.  mod.  21  pertincant. 


II. 

Ueber  Cauchy's  Interpolationsmethode. 

Von 

deiu  Herausgeber. 


§.  1. 

Interpolationen  sind  für  die  Physik  und  Astronomie,  überhaupt 
fnr  alle  Naturwissenschaften,  welche  die  Anwendung  der  Mathema- 
tik gestatten,  von  so  grosser  Wichtigkeit,  dass  jeder  Versuch,  die 
bei  denselben  vorkommenden  Rechnungen  zu  erleichtern  und  über- 
haupt die  Methode  im  Allgemeinen  zu  vervollkommnen,,  willkommen 
sein  muss.  Cauchy's  von  Herrn  Moigrno  in  seinen  Legons  de 
calcul  differen tiel  et  de  calcul  integral,  r£dig£es  d'a- 
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pres  les  me'thodes  et  les  ouvra^cs  p  u  b  1  i  e  s  ou  iuedits  de 
M.  A.-L.  Cauchy.  Tome  I.  Paris.  1840.  p.  513  mitgetheilte 
Interpolntio'nsmerhode  scheint  uns  in  den  vorher  angedeuteten  Be- 
ziehungen so  Vieles  zu  leisten,  überhaupt  in  jeder  Rücksicht  so  • 
vortrefflich,  in  Deutschland  nber  noch  so  wenig  bekannt  zu  sein, 
dass  wir  es  für  unsere  Pflicht  halten ,  durch  eine  ausführliche  und 
deutliche  Darstellung  derselben,  die  wir  in  diesem  Aufsatze  zu  ge- 
ben versuchen  werden,  zu  ihrer  möglichst  allgemeinen  Verbreitung 
nach  Kräften  beizutragen,  wobei  wir  zugleich  auch  vorläufig  be- 
merken, dass  wir  bald  in  einem  andern  Aufsatze  eine  von  uns  ver- 
suchte Anwendung  dieser  schönen  Methode  auf  einen  physikalischen 
Gegenstand  mittheilen  zu  können  hoffen. 

• 

2. 

Wir  gehen  von  der  Voraussetzung  aus,  dass  die  von  der  ver- 
änderlichen Grösse  je  abhängende  Function  y  sich,  indem 

u,  v,  w,  x,  .  .  .  . 

gewisse  ihrer  Form  nach  'gegebene  Functionen  von  a?,  und 

<J5,      Ify     Cf  */,.... 

gewisse  constante,  ihren  Werthen  nach  aber  unbekannte  Coeflicien- 
ten  bezeichnen,  in  die  convergirende  Reihe 

y  =  au  -f-  bv     cw  •+•  tlx  -+-  

entwickeln  lasse,  und  stellen  uns,  wenn  eine  hinreichende  Anzahl 
aus  Versuchen  oder  Beobachtungen  abgeleiteter  Werthe 

yi»  y»>  y»>     —  y« 

der  Function  y  gegeben  ist,  welche    den  ebenfalls  ^gegebenen 

Werthen 

■ 

der  veränderlichen  Grösse  x  entsprechen,  die  Aufgabe: 

1)  zu  ermitteln,  wie  viele  Glieder  der  Reihe 

r  ■ 

au,  6v,  cw,  dxi  .... 

vom  Anfange  an  man  beibehalten  muss,  um  durch  dereu 
Summirung  einen  hinreichend  genäherten  Werth  der 
Function  y  zu  erhalten,  dessen  Abweichung  von  dem 
wahren  l^ertne  dieser  Function  als  unmerklich  betrach- 
tet werden  kann,  d.  h.  sich  innerhalb  der  Gränzen  der 
unvermeidlichen  Beobachtungsfehler  hält; 

2)  die  Werthe  der  constanten  Coeffi ciente n 

ay  b.  c,  d3  .  .  .  . 

der  beibehaltenen  Glieder  der  obigen  Reihe  zu  bestim- 
men. 

§.3. 

Zuvörderst  wollen  wir  die  Bedeutung  einer  Bezeichnung  er- 
klären, von  welcher  wir  im  Folgenden  der  Kürze  wegen  häufig 
Gehrauch  machen  werden. 
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Wenu  Dämlich 

//,  .    W,,  »4,  .  .  .  tf« 

und 

f 2,  f f4, .  .  .  ev, 

überhaupt  gewisse  gegebene  Grössen,  in  beiden  Reiben  in  gleicher 
Anzahl,  bezeichnen;"  so  soll  den  Symbolen  &v„  und  ~vn  immer  die 
folgende  Bedeutung  beigelegt  werden.  Das  Symbol  Su„  bezcich* 
net  jederzeit  die  Summe  der  absoluten  Werthe  der  Grössen 

**i>  **2>  *^4»  •  •  •  vny 

wobei  man  sich  jedoch  diese  Summe  immer  auf  solche  Weise  gebil- 
det zu  denken  hat,  dass  man  die  Grössen 

ux ,  «4,  .  .  .  &n, 

jenachdem  sie  positiv  oder  negativ  siud,  mit  + 1  oder  mit  i— I 
multiplicirt  und  alle  auf  diese  Art  erhaltenen  Producte  zu  einander 
addirt.  Wenn  man  nun  aber  ferner  ganz  mit  denselben  Factoren, 
mit  denen  man  vorher  die  Grössen 

w2,  uti  «4, 

multiplicirt  hat,  dann  auch  respective  die  Grössen 

> 

vi*  #3»  *S>  VAi  .  .  .  .  VH 

multiplicirt,  und  alle  auf  diese  Art  sich  ergebenden  Producte  zu 
einander  addirt;  so  soll  die  Summe,  welche  man  dadurch  erhält, 
im  Folgenden  immer  durch  2v„  bezeichnet  .werden,  wobei  mau  also 
wohl  fest  zu  halten  hat,  dass'  JSvn  keinesweges  die  Summe  der  ab- 
soluten Werthe  der  Grössen 

*  * 

^2»  *'4> 

bezeichnet.  In  einem  ähnlichen .  Verhältnisse  wie  die  durch  SuH 
und  2vn  bezeichneten  Grössen,  sollen  im  Folgenden  auch  die  durch 
Stv„  und  ~ ,  vn ,  8*tin  und  ~at'«,  S%vn  und  2tv„,  u.  s.  w.  oder 
ähnliche  Symbole  bezeichneten  Grössen  zu  einander  stehen. 

■  • 

Indem  wir  nun  der  Auflösung  unserer  Aufgabe  näher  treten, 
bemerken  wir  zuvörderst  sogleich,  dass  die  Bedingungen  derselbeu 
wegen  der  vorausgesetzten  Gleichung 

y  =  au  -f-  bv  +  •> 

- 

wenn  wir  die  den  Werthen 

*y  sy*  /%•  y*» 

|  j     «.€*  >m  y     %M.-  j  j     %A*  ^  9    •    •    •    •  /| 

* 

der  veränderlichen  Grösse  a:  entsprechenden  Werthe  der  Functioueu  . 

«,  v,  tff,  *,  .  .  .  . 

*  * 

durch 

**a»  wa>         w45  •  •  •  •  **n\ 

V\>  V*>  *>»  f«j  •  •  •  •  Vn\ 
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«0,,        u>iy  w4,  ....  /«v»; 
^a?  £j>  S4J  .  .  .  .  As« ; 
u.  s.  w. 

bezeichnen,  zwischen  den  constanten  Cocfficienten 

er,  b,  c,  </, 
unmittelbar  die  folgenden  n  Gleichungen: 

yx  =  aux      bvx      cwx  -fr-  dxx  -fr-  .  . . 
y2  =  a»a  H-  £*>2  -fr-  cw2  -fr-  </3j  -f-  .  .  .  ., 
y,  =  «»,  -fr-       »+-  cwa  H-</s,  -fr-  .  .  . 

u.  s.  w. 

y„  =  «i/n  -fr-  bvn  -f-  c«v,  -f  -       -fr- ... : 

liefern,  welche  in  Bezug  auf      b,  c,  //,....  als  Gleichungen  d?s 
ersten  Grades  oder  sogenannte  lineare  Gleichungen  zu  betruch 
ten  sind. 

Vernachlässigen  wir  nun  als  eine  erste  Annäherung  vorläufig: 
die  sämratlichen  Coeflicienten  b,  c+  d.  .  . . oder  reduciren  wir.  \\u* 
dasselbe  ist,  die  Reihe,  durch  welche  y  ausgedrückt  wird,  auf  ihr 
erstes  Glied;  so  ist 

y  =  au 

der  allgemeine  genäherte  Werth  von  y,  und  wir  haben  daher  jetzt 
das  folgende  System  von  Gleichungen: 

yx  =au„  yi  =  att„  ys  =«»„  . .  .  yn  =  atin. 

Multipliciren  wir  diese  Gleichungen  auf  beiden  Seiten  mit  gewissen 
willkiihrlichen  Coeflicienten,  nämlich  respective  mit  den  Coeflicienten 

^I»   ^25   ^»i   &ttf 

so  erhalten  wir  die  Gleichungen 

akttix=kxyl% 
er&7u2=A:2y%. 
aktvs  =zA\yt, 

u.  s.  w. 
aA'nif„  =  A'ny„; 
durch  deren  Addition  sich  ferner  die  Gleichung 

a(kxux  -fr-  kz -fr-     »,  -fr- .  .  .  -fr-  Antt») 

=  ^xVi      **t/2  +  *,y,  -fr- ... -fr-  knyu, 

also 

_ _  fry  i    *»y«  -fr-  *»y»  h  >- 

-fr- kiuz-+-ktul  -f-  . . .  -fr- Xr«w// 

ergiebt.  Bezeichnen  wir  nun  die  in  den  durch  Versuche  ode* 
Beobachtungen  gefundenen  Werthen 

Viy      y*>  y«»  •  •  •  t/n 
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von  y  steckenden  Fehler  respective  durch 

fl»  * J>  f45  •  •  •  f«> 

so  dass  also  die  wahren  entsprechenden  Wcrthc  von  y 

sind:  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden  der  wahre  Werth  von  a 
ußenhar  eigentlich 

*i  (y ,  -4-  * i )  -H  *i(y3  -f- *a)  -f-  *3(ya  -4-<,)H  h  *«(yw  h-  gü) 

kxux  ■+-  Aa*#,  -4-  X;,*,     . . .  -f-X^t/n  ' 

und  der  in  der  Bestimmung 

 ^iff ,  -f-  ^3ya  -H  ktys  -f-  . . .  H-  fc»y» 

von  «  steckende  Fehler  ist  daher  augenscheinlich 

kiti  -f-  ^2f2  ~f~^'if»  ~f~  •  •  »  ~4~  kntn 
*.W|4-*a"j  +  ^j«H  •  -f-  ***** 

Die  Coefficienten 

■ 

^  i »  ^4>  •  •  •  ^* 

sind  allerdings  ganz  willkührlich;  jedoch  hat  man  des  Folgenden 
wegen  zu  beachten,  dass  man  den  absöluten  Werth  keines  dersel- 
ben grösser  als  die  Einheit  anzunehmen  braucht,  weil  es,  um  dies 
in  allen  Fällen  zu  bewirken,  bloss  uöthig  ist,  dass  man  alle  Coef- 
ficienten durch  den  absoluten  Werth  desjenigen  unter  ihnen,  wel- 
cher den  grössten  absoluten  Werth  hat,  dividirt,  wodurch  der 
Werth  von  a  und  des  in  demselben  steckenden  Fehlers  offenbar 
gar  keine  Acnderung  erleidet. 

Bei  der  absoluten  Unkenntniss,  in  welcher  man  sich  rücksicht- 
lich der  Fehler 

*i>         fj>  *4>  •  •  •  m*n 

befindet,  kann  man  nun,  um  die  willkürlichen  Coefficienten 

^2>  ^'s>  ^4»  •  •  • 

auf  die  vorteilhafteste  Weise  zu  bestimmen,  offenbar  nichts  weiter 
thun,  als  dass  man  dieselben  so  zu  bestimmen  sucht,  dass  der  ab- 
solute Werth  des  Nenners  des  ßruchs 

kxtx  — |—  kxi^  -fr"  •  •  •  ~t~  kntn 

kxUx  -f.  k\U3~+k3Ux  -+-..•-+-  knUti 

durch  welchen  der  in  der  Bestimmung 

a      t'x'Ji  -h  ^2  -h  k*tj,  H  H  k„tj„ 

kxux     k2u2 ktu,  H-  . . .  -h knun 

von  a  steckende  Fehler  im  Allgemeinen  ausgedrückt  wird,  seinen 
grössten  Werth  erhält.  Dies  erreicht  man  aber  jladurch,  dass  man 
die  in  Rede  stehenden  Coefficienten  so  bestimmt,  dass  der  Nenner 

in  die  Summe  der  absoluten  Werthe  der  Grössen 

»n  «aj  «j,  »4>  •  •  •  Vn 
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übergeht,  d.  h.  man  muss  für 

^1*  ^J?  ^,4>••• 

die  Grösse  -+■  1  oder  —  1  setzen,  jenachdem  die  Grössen 

f/,,   f/2,   t#,,  f/4,  .  .  .  tfn 

positiv  oder  negativ  sind,  wobei  zugleich  erbellet,  dass  wenn  man 
dies  thut,  auch  der  absolute  Werth  des  Zählers 

nie  die  Summe  der  absoluten  Werthe  der  Grössen 

d.  h.  das  Maximum,  welches  dieser  absolute  Werth  überhaupt  er- 
reichen kann  °),  übersteigt.  Wendet  man  also  jetzt  die  Bezeich- 
nung, deren  Bedeutung  im  vorigen  Paragraphen  ausführlich  erklärt 
worden  ist,  an;  so  lietert  wegen  der  oben  bewiesenen  Gleichung 

 ktfi  -f-  ^2         h  -+- 

kxux  -+-  k2u2  h-  k3n3      . . .  -|-  i„un 

offenbar  die  Formel 

St/n 
»SUn 

die  vortheilhaftestc  Bestimmung  von  «r,  so  weit  sich  wenigstens  bei 
der  völligen  Cnkenntniss ,  in  welcher  man  sich  rücksichtlich  der 
v  Werthe  der  Fehler 

f  i>         €a>  *4t  • 

befindet,  hierüber  urtheilen  lässt,  und  für  y  erhält  man  nun  den 
genäherten  Ausdruck 

V~-  Sun"* 

oder,  wenn 


gesetzt  wird,  den  Ausdruck 


Wäre  überhaupt  «=1,  also  y  =  a,  d.  h.  y  eine  constante 
Grösse,  wenigstens  näherungsweise,  so  wäre  offenbar 

Sun  =  w, 

und  folglich  nfszz—,  also 

d.  i.,  weil  in  diesem  Falle  offenbar 


•)  Wo  man  fest  zu  halten  bat,  dass  nach  dein  Obigen  in  allen  Fällen  der 
absolute  Werth  keines  der  Coefficienten  kXi  k9i  £4,  grösser 
als  die  Einheit  angenommen  zu  werden  braucht. 
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Zy„  =  yi  -+-  y,  -4-  y ,  H-  y «  -f-  •  •  •  -4-y» 


ist 


y»  -f-y*H-y»  +y4n  t-y» 


wodurch  wir  also  in  dem  vorliegenden  Falle  unmittelbar  auf  das 
bekannte  Princip  des  arithmetischen  Mittels,  dessen  man  sich  in 
den  Naturwissenschaften  so  häufig  bedient,  geführt  werden. 
Wir  wollen  jetzt  in  völliger  Genauigkeit 

y=«'  ~y«-h  Ay> 

also 

Ay=y—  »'  ~y» 

setzen,  und  wollen  die  den  Werthen 

5    «#31    •#»>    •2;4?  • 

von  ac  entsprechenden  Werthe  von  Ay,  die  sich,  weil  man  die  den 
in  Rede  stehenden  Werthen  von  a;  entsprechenden  Werthe  von  y 
und  n  kennt,  mittelst  des  obigen  Ausdrucks  von  ^y  jederzeit  be- 
rechnen lassen,  respective  durch 

Ay»>  Ay*>  Ay»>  Ay^  -  •  •  Ay« 

bezeichnen.  Findet  man  nun,  dass  diese  Grössen  sich  sämintlich 
innerhalb  der  Gränzen  der  unvermeidlichen  Beobachtungsfehler  hal- 
ten, so  braucht  man  mit  der  Bestimmung  der  Coefficienten  a,  69 
c,  . .  .  .j  nicht  weiter  vorzuschreiten,  und  kann  mit  hinreichender 
Annäherung 

y=uf  2y„ 

setzen.    Halten  sich  ober  die  in  Rede  stehenden  Grössen  nicht 
sä  mm  tl  ich  innerhalb  der  Gränzen  der  unvermeidlichen  Beobachtungs- 
fehler, so  muss  man  weiter  das  folgende  Verfahren  einschlagen. 
Weil 

y  ■=.  au bv cw -\- d% -\-  .... 
ist,  so  ist  offenbar 

2yM  =  a  2u„  -+-  b  2va  -+-  c  2wn     d  2xH  -f-  . :  . ., 
und  folglich,  wenn  man 

v  —  u'  Zv„  -+-  j\v, 

W  =  U'  2tCn  H~  AWi 
%  =  rf  2*n  4-  A*i 
U.  S.  W*. 

setzt,  da  offenbar  jederzeit 
also  nach  dem  Obigen 

u'2vn  =  u'S«n  =  u 

ist, 

Ay  =  b  A^  ~r- c  Aw  ■+*  d  A* 


•  • . . 
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* 

Die  den  Wcrthcn 

**'  1  }    **'  2  >     ***  3  •     %A*  4  9   •    •   •   *  fl 

von      entsprechenden  Werthe  von  Av>  A^»  A*> 


welche  wir 


rcspeclive  durch 

A^i>  A^»»  A^3»  A^45 •  •  •  A*>«; 
A^»?  A'^  A^3>  A^4»  •  •  •  Awn] 
A*i»  A*2>  A**>  A*4>  •  •  •  A**; 

u.  s.  w. 

bezeichnen  wollen,  kann  man  mittelst  der  Formeln 

■ 

A*  =  *  —  •rfSa^ 

u.  s.  w. 

I 

jederzeit  berechnen,  und  kann  also  auf  die  Gleichung 

Ay  =  ^A1'  ■+■  ^A'"  +  ^A*  +  •  •  •  • 

jetzt  offenbar  wieder  ganz  dasselbe  Verfahren  auwendeu,  welches 
wir  vorher  auf  die  Gleichung 

y  =  au  -f-  bv  -f-  010  ■+-<&-§-  .... 

angewandt  haben.    Wir  werden  nämlich 


und 


oder,  wenn  der  kürze  wegen 


gesetzt  wird, 

also  näherungsweise 


Ay=«/-iAy«5 


setzen. 

In  völliger  Genauigkeit  wollen  wir  nun  aber 

Ay=*-,Ay/i-t-  A2y, 

also 

A2y=Ay— ^-iAy» 

setzen,  und  wollen  die  den  Werthcn 

von  entsprechenden  Werthc  von  A2y>  die  s»cn  mittelst  des  obi- 
gen Ausdrucks  dieser  Grösse  immer  berechnen  lassen,  respective 
durch 


■ 
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I 

A'y.  AV»>  A*y«>  A'y*, .. .  •  Aay« 

bezeichnen.    Findel  man  nun,  dass  diese  Grössen  sich  stimm  Mich 
innerhalb  der  Gränzen  der  unvermeidlichen  Beobachtungsfehler  hal- 
ten, so  braucht  man  mit  der  Bestimmung  der  Cocfficienten  a, 
e,  </,...  .  nicht  weiter  vorzuschreiten,  und  kann  mit  hinreichender 
Ann; 


Ay=  ^-lAy«» 

also 

y  =  fJ2yH  -f-  t/S,  Ay« 

setzen.    Halten  sich  aber  die  in  Rede  stehenden  Grössen  nicht 
sämmtlich  innerhalb  der  unvermeidlichen  Beobachtungsfehler ,  so 
muss  man  ferner  das  folgende  Verfahren  einschlagen. 
Weil 

Ay  =  ftfav     c^w-\-  dfaz  -+-  • .  •  • 
ist.  so  ist  offenbar 

St  Ay«  =  bS, i\vn  -+-  cSt       -+-  ffS,  fazn  -H  .  .  . 
und  folglich,  wenn  man 

= t/s,  ^tün  -f-  Aa*>> 

frz  =  v'S ,  frz» -\-  A  -a, 
u.  s.  w. 

setzt,  da  offen har 

St&t>m  =  8tfatM% 

also  nach  dem  Obigen 

t>'St\v„=v'Sl±vn  =  ±v 

ist, 

/\ay  =  r^*f^-r-  f/Al*  -f-  .  .  .  . 
Die  den  Wertheu 

*F  I  f   HC 2  ,        3  i    •  ^4  ,  •  •  •  •  «2? n 

von  .r  entsprechenden  Werthe  vou  A3*>>  A2*>  ,  welche  wir  re- 

spective  durch 

A*«*,,  A*«>2>  Aa«>«>  A*^.  •  •  •  A3^«i 
Aa*,,  Aa*a)  Aa*l?  A2-4,  •  •  •  A's»; 

u.  s.  w. 

bezeichnen  wollen,  kann  man  mittelst  der  Formeln 

==  &w  —  v'S,  h?r„, 
A2a  =  A*  —  t/S^s», 
u.  s.  w. 

jederzeit  berechnen,  und  kann  also  auf  die  Gleichung 

^5y=cA2v-r-^A'--*-  

Theil  II.  4 
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jetzt  wieder  ganz  dasselbe  Verfahren  anwenden,  welches- wir  oben 
auf  die  Gleichung 

y  =  au  -f-  bv     cw  +  //*  +  .  .  .  . 

angewandt  haben.    Wir  werden  nämlich 


und 


«der,  wenn  der  kürze  wegen 

,   Aaw 


gesetzt  wird, 

Al.y=^,Aay«, 

also  näherungsweisc 

y  =  tfSl  J\yn  -f  -  tf'JS,  Aay« 

setzen. 

In  völliger  Genauigkeit  wollen  wir  nun  aber 

also 

A'y=Aay-«^Aay« 

setzen,  und  wollen  die  den  Werthen 

von  .2?  entsprechenden  Wertbe  von  AJy>  die  8*cn  mittelst  des  obi- 
gen Ausdrucks  dieser  Grösse  immer  berechnen  lassen,  respective 
durch 

A'yi>  A3y*<  AVu  A's^, ... .  A'y« 

bezeichnen.   Findet  man  nun,  dass  diese  Grössen  sich  sämmtlich 
innerhalb  der  Gränzen  der  unvermeidlichen  Beobachtungsfehler  hal- 
ten, so  braucht  mau  mit  der  Bestimmung  der  Coefficientcn  ö, 
c,  nicht  weiter  vorzuschrciten ,  und  kann  mit  hinreichender 

Annäherung 

also 

y = **~>«  -f-  t^'-iAyn  -+-  A*y« 

setzen.    Halten  sich  aber  die  in  Rede  stehenden  Grössen  nicht 
sämmtlich  innerhalb  der  Gränzen  der  Unvermeidlichen  Beobachtungs- 
fehler,  so  muss  man  weiter  auf  folgende  Art  verfahren. 
Weil 

A2#  =  c/±2w  -f-  d^x  -f-  

ist,  so  ist  offenbar 

J2  Aay«  =  cS^Wn  H-  d23Aa*"  -4-  » 


V 
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und  folglich,  wenn  man 

IL   8.  W. 

sein,  da  offenbar 

♦  i\A*«"«.  =  A',A'**», 

also  nuch  dem  Obigen 

ist. 

A'y=4\'*H-  

Die  den  Wertheu 

Ton      entsprechenden  Werthe  von  A**>  ,  welche  wir  rcspective 

durch 

U.  ii.  w. 

bezeichnen  wollen,  kann  man  mittelst  der  Formelu 

u.  s.  w. 

jederzeit  berechnen,  und  kann  ulso  auf  die  Gleichung 

.  A'y^/Ä's-r-  

jetzt  wieder  ganz  dasselbe  Verfahren  anwenden,  welches  wir  oben 
auf  die  Gleichung 

y  =  au  -h  bv  -h  cw  -f-  d%  -f-  .  .  .  . 

angewandt  haben.    Wir  werden  nämlich 

und 

oder,  wenn  der  Kürze  wegen 

V  

gesetzt  wird, 

also  näherungsweise 

setzen. 

In  völliger  Genauigkeit  wollen  wir  nun  aber 

llso 

4* 
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r  »  —  -» 

<ilV'1'  -       n  nittelst 

und 


oder,  w 


gesetzt  w  i 

also  nahem  > 

setzen. 

In  völliger 

* 

also 

■ 

setzen,  und  wollen 

von  oc  entsprechende i> 
gen  Ausdrucks  dieser 
durch 

bezeichnen.    Findet  man 
innerhalb  der  Gränzen  d< 
ten,  so  braucht  man  mit 
c,  </,....  nicht  weiter  vor 
Annäherung 

also 

y  =  *F2yn  ~\~  v 

setzen.    Halten  sich  aber  die  i 
sämmtiieh  innerhalb  der  Gränzen  u. 
fehler,  so  muss  man  weiter  auf  fol 
Weil 

ist,  so  ist  offenbar 


-jfts-  ^niÄ*ro  wie 
iuh*-;-  "reit  er  iehec 


le- 


.  .. 


-re-r-^iieaden  In 
.       Vilich  zun 


it. 

A 


-  -nben 


-  t  -  u  . 


y  und  dit 
Gerthe 


u  in  1 1  - 


Google 


u  mit- 


kl»  i 
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setzen,  und  wollen  die  den  Wertben 

i 

von  x  entsprechenden  Wertlie  von  A4y»  die  sich  mittelst  des  obj- 
gen  Ausdrucks  dieser  Grösse  immer  berechnen  lassen  *  respective 
durch 

A4//.,  A4y*>  A4y».  A4y4> . .  •  A4y* 

bezeichnen.  Findet  man  nun.  dass  diese  Grössen  sieb  sämmtfieb 
innerhalb  der  Gränzen  ddr  unvermeidlichen  Beobachtun^sfehler  hal- 
ten, so  braucht  man  mit  der  Bestimmung  der  Coefficieuten  <r,  b, 
c,  <!,....  nicht  weiter  vorzuschreiteu ,  und  kanu  mit  hinreichender 
Annäherung 

also 

y  =±  u'2yn  H-  v'2x &y„  +  «/-S,  A*y*  -f-  A'y« 

setzen.  Halten  sich  aber  die  in  Rede  stehenden  Grössen  nicht 
sämmtlich  innerhalb  der  Gränzen  der  unvermeidlichen  Beobachtungs- 
fehler,  so  muss  man  wieder  eiu  ganz  ähnliches  Verfahren  wie  oben 
anwenden,  und  auf  diese  Art  überhaupt  immer  weiter  gehen,  bis 
man  auf  eine  Reihe  von  Grössen  von  der  Form 

Amyi>  Amy*>  A/,4y3»  kmy**  •  •  •  AOTy» 

kommt,  die  sieb  sämmtlich  innerhalb  der  Gränzen  der  unvermeid- 
lichen Bcobachtuiigsiehler  halten. 

§.  5. 

Wir  wollen  nun  die  Hauptmomente  der  vorhergebenden  Inter- 
polationsmethode hier  nochmals  in  der  Kürze  übersichtlich  zusam- 
menfassen, ohne  die  Erklärung  der  Bedeutung  der  gebrauchten 
Symbole  zu  wiederholen. 

1.  Angenommen  wird,  dass  die  Function  y  sich  in  eine  con- 
vergirende  Reihe  von  der  Form 

y  ==  au  -f  -  hv  -f-  cw  -f-  dz  -f-  .  .  .  . 

entwickeln  lässt,  und  dass  die  den  n  gegebenen  Werthen 

» 

der  veränderlichen  Grösse  or,  von  welcher  die  Function  y  und  die 
Functionen  w,      wy      .  .  .  ,  abhängen,  entsprechenden  Werthe 

■i 

yi>  y*i  y«>  y*>  •  •  •  •  y« 

der  Fuuctiou  y  gegeben  sind. 

2.  Dies  vorausgesetzt,  bestimme  man  zuerst  die  Grösse  v/  mit- 
telst der  Formel 

,  u_ 

und  die  Grössen  . 

Ayi>  Ay*>  Ay.»  Ay4, .  . .  Ay» 

mittelst  der  Formel 
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»  Ay  =  y~»'-y«> 

indem  man  in  derselben  für  .v  mich  und  nach 

setzt.    Findet  man  dann,  dass  diese  (Frössen  sich  säinmtlich  inner- 
halb der  («ranzen  der  unvermeidlichen  Bcobaehtungsfelil«*r  halten 
so  konu  man  mit  hinreichender  Annäherung 

y  =  «'2y„ 

setzen. 

3.  Findet  man  aber,  dass  die  in  Rede  stehendeu  Grössen  sich 
nicht  sämuitlich  innerhalb  der  (kränzen  der  unvermeidlichen  Beob- 
acbtungsfehler  halten,  so  bestimme  man  j±ir  und  mittelst  der 
Formeln 

und  die  Grössen 

A3y,,  \*y->,  Aay>,  AV.>  ■  •  •  A3y- 

mittelst  der  Formel 

A*.y  =  Ay— f-iAy«, 

indem  man  in  derselben  für  a:  uach  und  nach 

4 

X  j  *\  £  ^       •         j  ^  4  *      •     •      •      •     %P  H 

setzt.  Findet  man  dann,  dass  diese  Grösseu  sich  säuimtlicti  inner- 
halb der  Gräuzen  der  unvermeidlichen  Brobacbtungsfeblcr  halten, 
so,  kann  man  mit  hinreichender  Annäherung 

* 

* 

y = u'-Vn  -fr-  Ay« 

setzen. 

.4.    Findet  man  aber,  dass  die  in  Kedc  stehenden  Grössen  siel 
nicht  sämmtlich  inuerhalb  der  Gränzcu  der  unvermeidlichen  lleob 
acbtungsfehlcr  halten,  so  bestimme  man  h*r,  ^2w  uud  w'  mittelst 
der  Formeln 

und  die  Grössen 

A'y.»  A'y**  A'y.-  Asy„  •  • .  AV« 

mittelst  der  Formel 

AV=A,y-^-3A>) 

indem  mau  iu  derselben  für  &*  nach  und  uach 

setzt.  Findet  man  dann,  dass  diese  Grössen  sich  sämuitlich  inner- 
halb der  Gräuzen  der  unvermeidlichen  Beobachtiingsfehler  halten, 
so  kann  mau  mit  hinreichender  Annäherung 

y  =  u'2y»  -+-  t'2x  fry»  ■+-  v/23^-  t/n 

setzen. 
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5.  Findet  man  aber,  dass  die  in  Rede  stehenden  Gröss^i  sich 
nicht  s'ämmtlich  innerhalb  der  Gränzen  der  unvermeidlichen  Beob- 
achtungsfehler halten,  so  bestimme  man  A»,  A*3>  A1*  und  *'  m*t* 
telst  der  Formeln 

=  *  —  u'Ztn,    AS*  =  ii*  —  t/Z^Xn,    A,*  =  A**-^A*^) 

und  die  Grössen 

A4y,,  A4y»>  A4y«,  A4y4>  • .  •  A4y« 

mittelst  der  Formel 

A4y=A,y-^,A,y«5 

indem  man  in  derselben  für  a;  nach  und  Dach 

<E  1)  «^4»  *  •  •  *  ***** 

setzt    Findet  man  dann,  dass  sich  diese  Grössen  säinmtlicb  inner- 
halb der  Gränzen  der  unvermeidlichen  Beobachtungsfehler  balten, 
'  so  kann  man  mit  hinreichender  Annäherung 

y=v?2yn  -+-  «/^.Ay«  -+-  «^»  A*y*  ■+-  A'y* 

setzen. 

6.  Wie  man  auf  diese  Art  immer  weiter  geben  kann,  ist  klar. 

§.6. 

Auf  die  vorhergehende  Weise  lehrt  Herr  Moigno  a.  a.  0. 
nach  Cauchy  die  Anordnung  der  Rechnung.  Man  könnte  aber, 
wie  es  uns  scheint,  auch  auf  folgende  Art  verfahren,  wobei  vrir 
bemerken,  dass  nach  dem  Obigen,  wie  leicht  erhellet, 

a 

u.  s.  w. 

ist. 

1.  Angenommen  wird  wieder,  dass  die  Function  y  sieb  in  eine 
convergirende  Reihe  von  der  Form 

y  =  au-\-bv  -f-  w  +  .... 

entwickeln  lässt,  und  dass  die  den  n  gegebenen  Werthen 

*  r 

*   

I  y    X  2  y   «2?  j )    3?  4  )  *  *  *  *  n 

der  veränderlichen  Grösse  ar,  von  welcher  die  Function  y  und  die 
Functionen  «,  t>,  «>,  *,  . . . .  abhängen,  entsprechenden  Werthe 

yi>      y,,  y«,  —  y* 

der  Function  y  gegeben  sind. 
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2.  Dies  vorausgesetzt,  best  im  ine  man  zuerst  die  Grösse  a  mit- 
telst der  Formel 

und  die  Grössen 

Ay.,  Ay*>  Ay.»  A#4*  •  •  •  Ay« 

mittelst  der  Formel 

Ay=y— 

indem  mau  in  derselben  für  a?  nach  und  nach 

<wt?  I  ,    *^a)    *^*JJ   "-^4»  •  •  •  «^'/l 

setzt.  Findet  man  nun,  dass  diese  Grössen  sicli  säuiintlicb  inner- 
halb der  Gräuzen  der  unveränderlichen  Beobachtung  stell  I  er  halten, 
so  kann  man  mit  hinreichender  Annäherung 

y  =  au 

setzen. 

3.  Findet  man  aber,  dass  die  in  Rede  stehenden  Grössen  sich 
nicht  sämmtlich  innerhalb  der  Gränzeu  der  unvermeidlichen  Beoh- 
uchtungsfehler  halten,  so  bestimme  man  /\t>  und  //  mittelst  der 
Formeln 

uud  die  Grössen 

A3y.>  A*y3,  A2y„  AVa,  . . .  A2y« 

mittelst  der  Formel 

- 

A3y=Ay— 

indem  man  in  derselben  für  x  nach  und  nach 

setzt.  Findet  man  dann,  dass  diese  Grössen  sich  sämmtlich  inner- 
halb der  Gränzen  der  unvermeidlichen  Beobachtungstehler  halten, 
so  kann  man  mit  hinreichender  Genauigkeit 

y—au-\~  6{\v 

setzen. 

4.  Findet  man  aber,  dass  die  in  Rede  stehenden  Grössen-  sieb 
nicht  sämmtlich  innerhalb  der  Gränzeu  der  unvermeidlichen  Beob- 
achtungsfehler halten,  so  bestimme  man  A"'>  A3*^  un^  c  mittelst 
der  Formeln 

und  die  Grössen 

A3y.>  A'y»>  A'y^  A'y** . . .  AVa 

mittelst  der  Formel 

i 
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■  ■ 

► 

indem  man  in  derselben  für  ac  nach  und  nach 

'  '  *   

setzt.  Findet  man  dann,  dass  diese  Grössen  sich  sämintlicb  inner- 
halb der  Gräozen  der  unvermeidlichen  Beobacbtungsfehler  halten, 
so  kann  man  mit  hinreichender  Annäherung 

y  —  au      h[±v  c^w 

setzen. 

5.  Findet  man  aber,  dass  die  in  Rede  stehenden  Grössen  sich 
nicht  sämmtlich  innerhalb  der  Gränzen  der  unvermeidlichen  Beob- 
achtuugsfehler  halten,  so  bestimme  man  A«,  A'*-  A'*  und  tl  mit- 
telst der  Formeln 

und  die  Grössen 

A4y.>  A4y^  A4y.»  A4y«>  • .  •  A4y« 

mittelst  der  Formel 

A4y=A,y-4V*> 

indem  man  in  derselben  für  x  nach  und  nach 

JV*  f*  Tf* 

v  %  ^     *      >g  ^     »«C*  j  ^  ^  ^    •    •    •  «4* 

setzt.  Findet  man  dann,  dass  diese  Grössen  sich  sämmtlich  inner- 
halb der  Gränzen  der  unvermeidlichen  Beobachtungstehler  halten, 
so  kann  man  mit  hinreichender  Annäherung 

y  =  au  -f-  b^v  -J-  eA  2  w  -f-  </A 1  x 

setzen. 

6.  Wie  man  auf  diese  Art  immer  weiter  gehen  kann,  Hegt 
deutlich  vor  Augen. 

Die  beste  Art  der  Ausführung  der  uöthigen  Rechnungen  und 
manche  Abkürzungen  bei  denselben  werden  sich  einem  Jeden  leicht 
von  selbst  darbieten,  weshalb  wir  hier  darüber  der  Kürze  wegen 
nichts  weiter  sagen.  Häufig  wird  man  insbesondere  schon  vorher 
berechnete  Grössen  bei  den  folgeuden  Rechnungen  wieder  in  An- 
wendung bringen  können. 

Bei  weitläufigen  Rechnungen  ist  es  immer  nöthig,  wenigstens 
im  höchsten  Grade  vortheilhaft,  im  Besitze  von  Bedingungsgletchun- 
gen  zu  sein ,  mit  deren  Hülfe  man  die  Richtigkeit  der  geführten 
Rechnung  prüfen  kann.  Solche  Bedingungsgleichungen  lassen  sich 
aber  aus  dem  Vorhergehenden  eine  grössere  Anzahl  ohne  Schwie- 
rigkeit herleiten,  wobei  man  nur  immer  die  den  gebrauchten  Sym- 
bolen beigelegte  Bedeutung  wohl  vor  Augen  zu  behalten  hat. 

Weil  nach  dem  Obigen  bekanntlich  zuvörderst 

u>—  — 
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ist,  so  ist  offenbar 
uod  folglich 

<S*'„=:1. 
Weil  ferner  nach  dem  Obigen 

A*>  =  «;  —  «'JpÄ) 
A*  =  *-tA£*„, 

U.  8.  W. 

ist,  so  ist  offenbar 

u.  s.  w. 

Wegen  der  Gleichung 
»st  aber  oiicuber 


—  SS'. 

und  folglich,  weil  augenscheinlich  J5WW  =  £WÄ  ist, 
also  nach  dem  Vorhergehenden 
Nach  dem  Obigen  ist  ferner 

also  offenbar 

d.  i.  nach  dem  Vorhergehenden 
Weil  nun 

A,*  =  A*-^,A*», 

u.  s»  w« 

'st,  so  ist  offenbar 

JA»*n  =  ^«-^^A*«, 

u.  s.  w. 
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und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden  offenbar 
Ferner  ergiebt  sieb  aus  den  obigen  Gleichungen 

2,  A3** =2lk*n-2lv'H2l  A**> 

U.  8.  W. 

Wegen  der  Gleichung 


ist  aber  offenbar 

■ 

und  folglich,  weil  augenscheinlich      Af«=  *V,  A*'«  ist, 

^«  =  1, 
also  nach  dem  Vorhergehenden 

2l&*u>n  =  0,  ^,Aa*»  =  0,  

Nach  dem  Obigen  ist  ferner  f 

also  offenbar 

£tV  n   ■  T<    A~i       5        i  w  n  —  "5    A  a        «    ^ » «  —  er    ai  » 

> 

d.  i.  nach  dem  Vorhergehenden 

^„  =  0,  ^,^„  =  0,  ^„=1. 

Weil  nun 

Aa*  =  Aa*  -  ^-*Aa*«> 

u.  s.  w. 

ist,  so  ist  offenbar 

2A'*»  =  ^A1*»  -  2u/n2^zn> 

U.  8.  W. 

und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden 

2A3*»  =  0,  .... 
Ferner  ergiebt  sieb  aus  den  obigen  Gleichungen 

U.  8.  W. 

also  nach  dem  Vorhergehenden 

21Aa*«  =  0,  

Endlich  erhält  man  auch 
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■ 


-3A'*«  =  2*A%*»  -  VAA**^ 

II.  s.  w. 

Wegen  der  Gleichung 
ist  aber  offenbar 

und  folglich,  weil  uugenscheiulich  — 2A,Ä7*  =  S%\%wH  ist, 

also  nacb  dem  Vorhergehenden 

J^A'^rzrO,  

Nacb  dem  Obigen  ist  ferner 

also  offenbar 

v  /   ^A'*»    v   ,   ^|A'*»   v  ' ,   £iA 

d.  i.  nach  dem  Vorhergehenden 

Wie  man  auf  diese  Art  weiter  gehen  kann,  ist  klar. 
Man  kann  aber  auch  noch  andere  Bediogsgleicbungen  tiudeu. 
Weil  nämlich  nach  dem  Obigen  bekanntlich 

Ay = y — «'-y* 

ist,  so  ist  offenbar 

-Ay» = ~y*  —  -V„J2y„, 

und  folglich,  weil  nacb  dem  Vorhergehenden 
ist, 

JAy«=o. 

Weil  ferner  nach  dem  Obigen 

A*y=Ay  —  f'-.Ay* 

ist,  so  ist  offenbar 

l 

-Aay» = -^Ay»  —  ^e^,  Ay«» 
2 ,  A*y«  =  - ,  Ay«  —         Ay« ; 

uud  folglich,  weil  nach  dem  Vorhergehenden 

2&yH  =  0,  J«/„  =  0,  21t/H=\ 

ist. 
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vyy«==<>,  viA.y(i=:o. 

Auf  ähnliche  Art  ist  uacb  oem  Obigen 
und  folglich 

-SA'y« = -Aay»  - 
2",  A«y« = 2,  A'y»  -  2,  «^»A'y«. 
-i  A'y» = A*y*  —  ^,«^«-2  A'y* ; 

ul*o  ist,  weil  nach  dem  Obigen 

2A'y„=o,         =  o,         =  o. 

Ferner  ist  nacb  dem  Obigen 

A4y=A,y-*'^,A,y«, 

folglich 

2fr*y„  =  J^'y«  —  2x'„29J\9y„, 

-^i  A  4y« = -i  A '  y» — 2i  A 3  y*  • 
2,  A4y«  —  -»A'y»  -  2,*  «2,  A'y- 
2,  AV«  =  ^  A'y»  -         A'y« ; 

also,  weil  uacb  dem  Vorhergehenden 

^•y«  =  o,  2,^  =  0,  5,^^  =  0; 

2*'w  =  0,  =  0,  2a*'„  =  0,  :$>'„=  I 

ist. 

^A4y«  =  0,  2,A*y«=o,  ^,A4y»  =  o,  2,A4y«  =  <>. 

Wie  mun  auf  diese  Art  weiter  gehen  kann,  ist  klar. 

Die  Vortheile,  welche  die  in  diesem  Aufsätze  entwickelte  Inter- 
polationsmethode  gewährt,  hier  noch  besonders  aus  einander  zu 
setzen,  halten  wir  für  völlig  überflüssig,  da  dieselben  zu  sehr  ganz 
von  selbst  in  die  Augen  springen.  Jedenfalls  bilden  aber  die  vor- 
her bewiesenen  Bedinguugsgleichungen  ein  nicht  zu  übersehendes 
Hauptinoment  bei  dieser  schönen  Methode,  die  wir  den  Physikern 
zu  recht  häufiger  und  fleissiger  Anwendung  empfehlen  möchten. 
Auch  hoffen  wir,  wie  schon  im  Kiugauge  erwähnt  worden  ist,  bald 
selbst  eine  Anwendung  derselben  auf  einen  wichtigen  physikalischen 
Gegenstand  im  Archive  inittheileri  zu  können. 
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III. 

Die  Gleichung  der  Ellipse  a2y2+b2x~=a2b2 
auf  einfache  Weise  entwickelt  aus  der  Grand- 
eigenschaft v  +  v'  =  2a. 

Von 

Herrn  Dr.  Fr.  H einen, 

Director  der  Realschule  zu  Düsseldorf. 


Es  seien  in  unten  stehender  Figur  M  der  Mittelpunkt  einer 

V 


Ellipse;  F,  F'  ihre  Brennpunkte,  FP=v,  FPz=zv'  die  nach 
einem  Punkte  P  derselben  gezogenen  Leitstrahlen;  d  as  von  P  auf 
die  grosse  Axe  =  2*  gefällte  Perpendikel  PQ  =  y<  das  Stück 

MU  der  grossen  Axe  und  MF=  MFz=:  Va2  —  b2  =  e. 

Alsdann  ist 

t  PF2  —  FQ2  =  PF2  —  FQ2, 

oder  PF2  —  PF2  =  FQ2  —  FQ2, 
oder  v2  —  i/2  =  (<?  -f  -       —  (*>  — 
oder  (e;  +  v')  —  4e  .  xr  ; 

also,  weil  v+  t/  =  2a  ist,  (1) 


Aus  (1)  und  (2)  folgt  e;  =  «-H^. 

Es  ist  aber  auch  FP=  V 'FQ2  +  QP2 

oder  v  =  \/ {e  -\-  &)2  ~hy* 
mithin  wegen  (3)  und  (4) 


(3) 
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e2a;2 


7     ^=     +      -f- y> 


oder,  wenn  man  a1  —  b*  statt  e2  setzt  und  reduzirt 


IV. 

Trigonometrische  Auflösung  der  in  Bd.  I.  Heft  2. 
S.  219  behandelten  Aufgabe;  und  über  eine  Be- 
ziehung, welche  zwischen  vier  Punkten,  die  in 
*   einer  Ebene  liegen,  Statt  findet. 

Von 

Herrn  Doctor  A.  R.  Luchterhandt 

Oberlehrer  am  Gymnasium  zu  Königsberg  in  der  Neumark. 


■ 


Trigonometrische  Auflösung  der  in,  Bd.  I.  Heft  2.  S.  219 

behundelten  Aufgabe. 

Es  seien  A  und  D  die  beiden  der  Lage  nach  bekannten  Punkte, 
und  die  beiden  andern  B  und  C  aus  den  beobachteten  Winkeln 
ABB=zß,  ABC= «,  BCD=y  und  ACD=$  ihrer  Lage  nach 
zu  bestimmen.  » 

Denken  wir  uns  die  Seiten  des  Dreiecks  ABD  nach  beiden 
Seiten  hin  verlängert,  so  wird  die  Ebene  des  Dreiecks  in  7  ge- 
trennte Räume  zerJegt.  Da  nun  im  Allgemeinen  der  Punkt  C— ab- 
gesehen davon,  dass  er  auf  einer  Seite  des  Dreiecks  ABB,  oder 
deren  Verlängerung  gelegen  ist  —  in  jedem  dieser  Räume  sich  be- 
finden kann,  so  wären  1  verschiedene  Fälle  im  Einzelnen  zu  be- 
trachten. Dazu  kommt  noch,  dass  der  Punkt  B  auf  der  einen  oder 
der  andern  Seite  der  Linie  AB  liegen  kann.  Um  nun  zu  einer, 
von  der  speciellen  Lage  der  Punkte  B  und  C  unabhängigen,  all- 

f remein  trigonometrischen  Lösung  der  vorliegenden  Aufgabe  zu  ge- 
angen,  ist  es  nothwendig',  über  die  Richtung,  nach  welcher  hin 
man  die  beobachteten  Winkel  positiv  rechnet,  eine  einfache,  unzwei- 
deutige Bestimmung  zu  machen.  Zu  dem  Zwecke  nehmen  wir  für 
jeden  dieser  Winkel  einen  Schenkel  als  den  ersten  an  und  denken 
uns  den  Beobachter  in  die  Spitze  desselben,  mit  dem  Gesiebte  nach 
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der  Oeffnung  gestellt;  liegt  alsdann  der  andere  Schenkel  zur  lin- 
ken Hand,  so  soll  der  Wiukel  positiv ,  gegcntheils  negativ  genom- 
men  werden.    Es  seien  nun  für  die  Winkel 

JBCz=zu,  ABD  =  /?,  BCD  =  y,  ACD  =  d 

beziehlich  AB,  AB,  BC  und  AC  die  ersten  Schenkel. 

Man  sieht  sogleich,  dass  Alles  darauf  hinausläuft,  eins  der 
Dreiecke  ABD  oder  ACD  zu  bestimmen;  wir  wählen  das  erstere, 
nennen  <p  den  Winkel  ABB  und  bemerken,  dass  derselbe  mit  ß 
stets  gleiches  Zeichen  hat. 

Aus  der  Betrachtung  der  Dreiecke  erhält  niun  alsdann  in  völli- 
ger Allgemeinheit 

AB   sin  7        BC        sin  (g-|-y  — <f)    BD   sin  y 

BD       sin  AB~~     sin  (y  —  «fj    '  BC  ~~  sin  (o  +  y-/J); 

hieraus 

sin  (</— h/3)   sin  y  sin  (g-fr-y —  <f) 

sin  y  sin  (y  —  cf)  sin  (a-f-y— ß)* 

und  weiter 

^  .       _  sin  y       («H-y  —  tf)  

Cot&  ^  =  sin  /J  sin  (y^Min  («  +  y  _     ~  tot*  P- 

Bestimmt  man  noch  den  Hülfswinkel  £  aus  der  Gleichung 

y   sin  y  sin  (a  -|-  y  —  cf )  

Cotg  sin  (y_j)  sin  («.j.y^j^  sin  p  M) 

so  wird 

Cotgy  =  si       in|  (/*) 

* 

und  aus  (^4)  und  (Z?)  la'sst  sich  nun  <p  ohne  alle  Zweideutigkeit 
finden.  Die  übrigen  Stücke  der  Figur  ergeben  sich  dann  ohne 
Schwierigkeit. 


Ueber  eine  Beziehung,  welche  zwischen  4  Punkten,  die 
in  einer  Ebene  liegen,  statt  findet. 

Sucht  man  die  Bedingungsgleichung  dafür,  dass  vier  Punkte, 
deren  Coordinaten  a?l9  y,,  y2,        ^r,,y,,*,;  ^r4,  y4,  *4 

sind,,  in  einer  Ebene  liegen,  so  gelangt  man  bekanntlich  zu  dersel- 
ben, wenn  man  in  die  allgemeine  Gleichung  der  Ebene: 

Aa?  +  By-\-  Cz-\-D  =  0 

für  die  Coordinaten  a:,  y,  *  nach  einander  die  Coordinaten  der  4 
Punkte  setzt,  also  die  Gleichungen 

Axx  -+-  Byx  -f-  Cxi  H-  D  =  0, 

^a     Zty,  -f-  Cfe,  -f-  D  =  0, 

Axl-\-Byl  +  Cxi+D  =  0, 

Aa:<  -f-  By^-\-  CxA-\-  D  =  0 

bildet   und   aus  denselben  die  Grössen  ^f,  Zif,  C,  Z>  eliminirt. 
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Führt  man  dies  aus,  so  gelangt  man  zu  einer  Gleichung  zwischen 
den  Coordinaten  der  gegebenen  4  Punkte,  die  wir  zu  unserem 
Zwecke  unter  die  Form 

•^iH?/4*t  —  y3*«)-T-(y9*.i  —  ?/**z)-*-(ytz2  —  y8*,)| 
-r-  **\ (/A*4 —  :'A*s)  +  (y4*i  —  y.aj (?/,*,  - y3*i)! 
H-  ^>  l(y*« .  —  y .  )  H-  (y  .*4  —  y4* , )  -h  (y4a,  —  y*** )  ( 
=  4r4|(y3s,  —  :'/>**)  H-(y,s,  —  y,*i)-f-  (y,a,  —  y,a,)t 

bringen.  Nehmen  wir  nun  an.  dass  das  zum  Grunde  liegende  Co- 
ordinatensystem  ein  rechtwinkliges  ist  und  betrachten  die  Projeciio- 
nen  der  4  Punkte  auf  die  y%  Ebene,  bezeichnen  dieselben  mit 
(1),  (2),  (3),  (4)  und  setzen  voraus,  dass  (4)  derjenige  Punkt  sei, 
welcher  innerhalb  des  von  den  drei  übrigen  gebildeten  Dreiecks 
i(l  2  3)  Kegft,  so  kann  man  nach  bekannten  Sätzen  die  obige 
Gleichung  auch  so  ausdrücken: 

ar,  A(2  3  4)H-*:2  A(13  4)-f-.*,  A(12  4)  =  .r4  A(12  3)...(l) 
oder  wenn  man  bedenkt,  dass 

A(2  3  4)  +  A(l  34)H-A(1  24)  =  A(1  23) 
ist,  auch  folgendermassen : 

(*,-*4)AP  3  4)-H«.-««)A0  3  4)-t-(^,-^4)A(l  2  4)=0...(2) 

Nennen  wir  nun  den  Punkt  ,*  welcher  innerhalb  des  von  den 
drei  anderen  Punkten  gebildeten  Dreiecks  liegt,  den  inneren  Punkt, 
so  können  wir  den  in  der  Gleichung  (1)  in  analytischem  Gewände 
ausgedrückten  Satz  also  aussprechen: 

Wenn  man  drei  Punkte  und  einen  innern  derselben 
auf  eine  beliebige  Ebene  projicirt,  und  sich  die  Pyrami- 
den gebildet  denkt,  welche  einen  der  gegebenen  Punkte 
und  die  Projectionen  der  drei  anderen  zu  Eckpunkten 
haben,  so  ist  diejenige  Pyramide,  welche  den  inneren 
Punkt  zu  einem  Eckpunkte  hat,  gleich  der  Summe  der 
drei  anderen  Pyramiden. 


Digitized  by  Googl 


65 

* 

* 

r 

V. 

Ueber  einen  Lehrsatz  aus  der  Wahrscheinlich- 
keitsrechnung. 

VüD 

Horm  Doclor  A.  R.  Lucht  er  Im  mit 

Oberlehrer  am  Gymnasium  zu  Königsberg  in  iler  Neumark. 


Poissoo  giebt  in  seinem  jLehrbuchc  der  Wahrscheinlichkeitsrech- 
nung., S.  31  nach  der  Uebersetzung  von  Scbuuse,  für  die  Wahr- 
scbeinlicbkeit  77,  aus  einer  Urne,  in  der  ursprünglich  a  weisse  und 
tt  schwarze  Kugeln  enthalten  sind,  in  fi  Ziehungen  m  weisse  und 
n  schwärze  Kugeln  in  einer  beliebigen  Ordnung  zu  ziehen,  wenn 
die  jedes  Mal  gezogene  Kugel  nicht  wieder  in  die  Urne  zurück- 
gelegt wird,  den  Ausdruck: 

jj       1.2.3....«^if.l.2<3«..<..&.  1.2.3..../'«  1  .2.3. ••«*  (c  ^u) 
1.2.3  m.  1.2.3  K.1.2.3.....C.1  .2.3  (a—m)  1.2.3....(£— /*) 

— 1)  (fi  —  2)  

1.2. 3... ...72 

a{a  —  \)  (a  —  2)  (a-m+-\)f,{/>  -  1)  (7,-2)  {h-n+\) 

*  c(c-l){c-2)  (C-//H-1) 

worin  c=.a  -\-b  gesetzt  ist. 

Es  heisst  dann  ebendaselbst  in  der  Note:  ,,Nach  (i  Ziehungen 
von  m  weissen  und  n  schwarzen  Kugeln  ist  die  Wahrscheinlich- 
keit, bei  einem  neuen  Versuche  eine  weisse  Kugel  zu  ziehen,  von 

den  Zahlen  m  und  n  abhängig  und  =  — ,  wo  a  —a  —  m  und 

d  =  c  —  (m-t-n).  Aber  für  eine  Person,  welche  bloss  wüsste,  duss 
aus  der  Urue  p  Kugeln  gezogen  sind,  aber  nicht,  wie  viele  weisse 
und  wie  viele  schwarze,  wäre  die  Wahrscheinlichkeit  des  Zuffes 
einer  weissen  Kugel  bei  einem  neuen  Versuche  von  der  Wahr- 

scheinlichkeit  —r  sehr  verschieden,  und  nach  einer  uns  eben  von 

F.  Mondesir,  ehemaligem  Schüler  der  Ecole  Polyteehnique,  mitge- 
tbeilten  Bemerkung  ist  die  in  Rede  stehende  Wahrscheinlichkeit 
von  den  Zahlen  m  und  n  unabhängig  und  wie  vor  den  Ziehungen 

=  — Poissou   bemerkt  dann  ferner,   dass  Mondesir  in  dem 
c 

Journal  der  Mathematik  von  Liouville  den  allgemeinen  Beweis  für 
diese  Behauptung  bekannt  machen  werde. 

Tbeil  Ii.  5 
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Du  nun  gewiss  vielen  Lesern  des  Archivs,  gleich  mir,  das 
Journal  von  Liouville  nicht  zu  Gebote  steht,  so  halte  ich  es  nicht 
für  unangemessen,  hier  einen  Beweis  für  die  Richtigkeit  der  obi- 
gen Behauptung  mitzuthcilen. 

Jemand,  der  überhaupt  nur  weiss,  dass  aus  einer  Urne  mit  a 
weissen  und  b  schwarzen  Kugeln  fx  Ziehungen  stattgefunden  ha- 
ben, und  dass  keine  der  gezogenen  Kugeln  in  die  Urne  zurückge- 
legt wurde,  kann  offenbar  nur  folgende  — f—  1  Voraussetzungen 
über  das  Herausgekommensein  von  weissen  und  schwarzen  Kugeln 
innchen.  Es  sind  nämlich* entweder  p  weisse  und  keine  schwarze, 
oder  fi — 1  weisse  und  1  schwarze  oder  fi — 2  weisse  und  2  schwarze 

 oder  endlich  keine  weisse  und  /u  schwarze  Kugeln  gezogen 

worden.  Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  einer  dieser  Fälle  stattge- 
funden habe,  bestimmt  sich  nach  der  obigen  Formel,  wenn  man 
darin  für  m  und  n  die  entsprechenden  Werthe  setzt.  So  giebt  die- 
selbe für  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  in  /u-  =  «»-i-j»  Ziehungen  S 
weisse,  und  folglich  p  —  6  schwarze  Kugeln  gezogen  worden  sind, 
wenn  man  m  =  ö  und  n  =  /jt —  S  setzt,  den  Ausdruck: 

"W—        1.2.3  (A*-cf) 

a(a  —  l)(fl  —  2)....  (g  — (f+ 1)4(4—1)  (6  —  2) .....  (ö  —  p-j-d-j- 1) 
X  c{c  —  1)  (c  —  2)  (c  —  f*  +  l) 

Wenn  das  Ereigniss,  dem  diese  Wahrscheinlichkeit  entspricht, 
eingetroffen  wäre,  so  blieben  in  der  Urne  überhaupt  fi — c  Kugeln, 
und  darunter  a  —  d  weisse,  und  es  wird  folglich  die  Wahrschein- 
lichkeit, bei  einem  ueuen  Zuge  eine  weisse  Kugel  zu  erhalten, 
durch  den  Quotienten 

a-d 

ausgedrückt.  Die  Wahrscheinlichkeit  II'(3)t  dass  diese  beiden  Er- 
eignisse zugleich  eidtreffen,  bestimmt  sich  bekanntlich  durch  das 
Product  der  Wahrscheinlichkeiten  der  einzelnen  Ereignisse,  und  ist 
demnach 

 (*<(*  —  1)     ~  2) . . . .  (tf-f- 1) 

11  K°)—       i,2.3  ifi  —  d) 

v  a{a-\)  (g-2)....(g-cf)  b{b-\)  {b-fi  +  d-j-\) 

X  c{c—  1)  (c-2)  (c-ju)   \*» 

Setzt  man  nun  hierin  nach  einander  <J=ji*,  /* —  1,  fi  —  2. ...2,  1,0 
und  nimmt  die  Summe  dieser  Ausdrücke,  so  ergiebt  sich  offenbar 
der  Ausdruck  für  die  gesuchte  Wahrscheinlichkeit,  die  wir  mit  W 
bezeichnen  wollen,  und  es  ist  also: 

W—  n>(ii)  +  TT{^-\)  H-  /P^-2)  +  -+-  IT{\)  +  77X0). 

Bevor  wir  nun  die  Werthe  der  IT  einsetzen,  wollen  wir  noch 
bemerken,  dass  die  Formel  {Ä)  für  b*  =  /u-  nicht  unmittelbar  an- 
wendbar ist,  und  dass  man  in  diesem  Falle  für  die  beiden  darin 
vorkommenden  Ausdrücke 

^~i"!?.~2)iu-?)  —  ■««  «*-i)f»-*>....(*-j+*+i) 
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die  Einheit  nehmen  muss.    Mit  Rücksicht  hierauf  erhält  man  nun, 
Absonderuug  des  gemeinschaftlichen  Factors 


V  = 


1)  (c— -2)..  ..(c  —  pY 
rar  die  gesuchte  Wahrscheinlichkeit  W  den  Ausdruck 
W=M\(a-\)  (a-2)  (a-ti)+M.(u-l)  (a-2)....(a-(H-l)i 

+  ^l~2l)  («-!)   («-/u-l-2)  i(A-I) 

-H ^T'g^"^  («- 1)  («-2) ■  ■ . ■  («->M-3)  (6-2) 


+  M(« -  1)  Ä(Ä -  1)  (A-/*-f-2) 

•+-  4(Ä  —  1)  (b  -  2)  

Bedenkt  man  nun,  dass  für  a-t-  ß  =  y  die  bekannte,  auch  von 
I'oissou  a.  a.  0.  erwähnte  Relation 


r(r-l  (r-/M-l)=«(«-l)  («-2)  («— f*-H) 

-tit*«(a-l)  (a-2) ....  (a-/u-r-2)/J 


-+-,,«,?(/?- 1)  (/J-2)  + 

1)  (ß  —  t*  +  \) 

statt  findet,  und  dass,  wenn  mau  darin  a  =  a — 1,  ß  =  lt9  also 
/  =  c — 1  setzt,  die  rechte  Seite  gleich  der  Grösse  ist,  womit  iu 
unserem  Ausdrucke  für  W  die  Grösse  M  zu  multipliciren  ist,  so 
ergiebt  sich 

W=M(c—  1)  (c—  2)  (r  — 

und  wenn  man  für  M  seinen  Werth  einsetzt, 


a 


*  <* 
bewiesen  werden  sollte. 
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VI. 

Vom  Kapitalismen  der  Zinsen  im  Laufe  des 

Jahres. 

► 

Von 

Herrn  Üoctor  Rüde  11 

zu  Berlin. 


Ist  p  der  jährliche  Zins  eines  Thalers,  so  nennt  man  r=l-f-/; 
den  Zinsfuss,  und  ein  Kapital  K  gebt  am  Ende  des  Jahres  durch 
das  Hinzutreten  der  Zinsen  in  Kr  über,  so  dass  man  den  Zinsfuss 
als  denjenigen  Faktor  betrachten  kann ,  mit  welchem  man  ein  Ka- 
pital A  zu  multipliciren  hat,  um  den  durch  das  Hinzutreten  der 
Zinsen  hervorgegangenen  Werth  desselben  am  Ende  eines  Jahres 
zu  erhalten.  Nach  demselben  Zinsfusse  gebt  das  Kapital  K  in  m 
Jahren  in 

(1)     Km  =  Ar« 

über.  Diese  Formel  gilt  zwar  zunächst  nur  für  den  Fall,  wo  die 
Zinsen  am  Ende  eines  jeden  Jahres  zum  Kapitale  geschlagen  und 
für  die  fernere  Dauer  des  Geschäfts  verzinst  werden;  kann  aber 
auch  auf  die  Kapitaüsirung  der  Zinsen  jedes  beliebigen  andern 
Zeitititcrvalls  angewandt  werden,  wenn  man  unter  m  die  Anzahl 
dieser  Intervalle  "und  unter  r  den  einem  solchen  Intervalle  zukom- 
menden Vermehrungsfaktor  versteht. 

Nimmt  man  demzufolge  an,  dass  *'  der  —  jährliche  Vermeh- 

rungsfaktor  ist,  und  dass  das  Kapitaiisiren  der  Zinsen  von  jj-  zu 
j 

—  Jahre  geschieht,  so  ist  der  entsprechende  jährliche  Vermehrung- 
faktor 

(2)     r,  =#''«. 

Will  man  diesen  mit  dem  Zinsfusse  r  dergestalt  vergleichen,  dass 

die  zu  Grunde  liegenden  Zinsen  beider  der  Zeit  nach  proportional 

f  j 

werden,  so  hat  man  i'=H  — -  zu  setzen,  wodurch  sich 

tn  * 

(3)     r'  =  (H-^f 

ergiebt. 
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Dieser  Ausdruck  wird,  seiner  Bedeutung  nach,  offenbar  mit  m 
wachsen,  weil  alsdann  um  so  öfter  Zins  von  Zins  geuomraen  wird; 
um  solches  aber  aus  der  Formel  selbst  deutlicher  hervortreten  zu 
lassen,  als  es  unter  ihrer  gegenwärtigen  Gestalt  geschieht,  und 
zugleich  die  Grenze  des  Wachsthums  zu  finden,  entwickele  man 
den  Ausdruck  rechts  nach  dem  binomischen  Lehrsätze.  Hierdurch 
ergiebt  sieb 

12  3 

wo  offenbar  die  Subtrahenden  — ,  — ,  —  u.  s.  w.  um  so  kleiner 

tri     tri  ttt 

werden,  je  grösser  m  wird,  woraus  hervorgeht,  dass  jedes  einzelne 
Glied  der  Reibe  und  demnach  auch  r'  mit  m  zugleich  zunimmt. 

Setzt  man  voraus,  dass  die  Zinsen  von  Augenblick  zu  Augen- 
blick fällig  und  zum  Kapitale  geschlagen  werden,  so  erhält  man 
offenbar  den  möglich  grössteu  Werth,  den  der  jährliche  Vermek- 
rungsfaktor  zu  erreichen  im  Stande  ist.  lu  diesem  Falle  wird  man 
aber  das  Jahr  in  unendlich  viele  Intervalle  zerlegt  denken  müssen 

1     2  3 

und  tn  =  cc  zu  setzen,  ■— ,  — ,  —  u.  s.  w.  also  als  Null  anzu- 

711      tu  tri 

sehen  haben,  so  dass  sich 

(4)    lim  r>=l+(r_l)+f^+^+fe|f4  +  ..... 

ergiebt.  Obgleich  man  aus  der  Analysis  weiss,  dass  für  die  Reihe 
rechts  die  Potenz  e^1,  wo  ^  =  2  ,  7182818  ..  .,  gesetzt  werden 
kann,  so  mag  die  Entwickelung  dafür,  da  sie  sich  leicht  aus  dem 
vorhergehenden  ergiebt,  hier  nachfolgen. 

Kehrt  man  nämlich  zur  Gleichung  (3)  zurück  und  bringt  die- 
selbe unter  die  Form 

Pv  =  ( 1+ =  (1  +  jt— P, 

so  siebt  man,  dass  die  Potenz  rechts  mit  der  in  (3)  übereinstimmt,, 
wenn  man  hierin  r  —  1  =  1  und  m  =  -^—.  setzt.    Da  nun  — ^-r 

T  —  1  V  —  1 

mit  m  zugleich  unendlich  wird,  so  ergiebt  sich  nach  (4) 

lim.  pV--»+ J-  +  1-^-+-  ,.;,!,. *+••.•=•.  * 
also  wie  vorher, 

(5)     lim.  r»  =  ^-i. 
Ist  jetzt  der  —  jährliche  Vermehrungsfaktor        setzt  man  bei 

demselben  aber  voraus,  dass  zwar  auch  die  Zinsen  alle  —  Jahre 

fällig  werden,  dass  dieselben  jedoch  bis  zu  Ende  des  Jahres  nur 
in  einfacher  Verzinsung  genutzt  werden  können,  so  erhält  man  den 
jährlichen  Vermehrungsfaktor  auf  nachstehendem  Wege: 

Am  Ende  des  ersten  Termins  erhält  man  von  jedem  Thalcr 
die  Zinsen  *" — 1;  diese  giebt,  nach  der  Voraussetzung  der  ein- 
fachen Verzinsung  bis  zu  Knde  des  Jabres,  für  die  noch  übrigen 
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m  —  l  Termine  (m — 1)  (#" — t)*  Zinsen,  so  dass  also  die  Minsen 
eines  Tbalers  mit  ihren  Zinseszinsen 

für  den  Iten  Termin  .  .  .  ff — l-f-(s» — 1)      — 1)*,  ebenso 

-  -    2ten      -      .  .  .     —  1-H*»  —  2)  (#"— 

-  -    3ten      -      .  ..  *»— 1-4-(**  — 3)  (*".— 1)*, 

-  -    4ten      -      ...     — l-f-(«  — 4)  (#»  —  1)», 

U.  8.  W. 

betragen.  Also  belaufen  sich  am  Ende  des  Jahres  sämmtliche  Zin- 
sen und  Zwiscbeozinsen  eines  Thalers  unter  der  gemachten  Vor- 
aussetzung auf 

m(8'-\)+\(m-\)  +  (m-%)  +  (m  —  3)-f-...H-lf  (s"-\)\ 
d.  h.  auf 


Fügt  man  daher  zu  diesen  Zinsen  noch  1  hinzu,  so  ergiebt  sich 
für  den  jährlichen  Vermehrungsfaktor  r,  die  Gleichung 

(6)  ,-,==H-^-l)|l+(w-1)2(,"-|)l. 

Nimmt  man      =  1  — — — ^  d.  h.  werden  wiederum  die  — 

jährlichen  Zinsen  den  dem  Zinsfusse  r  entsprechenden  jährlichen 
Zinsen  der  Zeit  nach  proportional  gesetzt,  so  erhält  man  statt  der 
letzten  Gleichung  die  Formel 

(7)r"  =  r  +  4(l-i)(r--l)% 

welcher  Ausdruck  mit  m  zugleich  wächst,  und  für  s»  =  oo 

(8)    lim  r"  =  ^(r*  +  l) 

giebt. 

Vergleicht  man  den  Werth  von  r"  mit  der  oben  für  r*  gefun- 
denen Reihe,  so  sieht  man,  dass  jener  Werth  die  beiden  ersten 
Glieder  dieser  Reihe  bildet,  und  also  beide  Vermehrungsfaktoren 
nur  wenig  von  einander  abweichen  werden,  und  zwar  um  so  weni- 
ger, je  kleiner  der  zu  Grunde  gelegte  Zinsfuss  r  angenommen 
wird.  —  Für  jeden  beliebigen  Zinsfuss  r  werden  aber  beide  Ver- 
mehrungsfaktoren r1  und  r"  einander  gleich,  wenn  man  <w  =  2 

setzt,  weil  alsdann  f^':=r +i(r  —  1)*  =:(^^)2  =(1 

wird.  Diese  Gleichheit  hat  darin  ihren  Grund,  dass  sich  für  diesen 
Fall  r*  und  r"  ihrer  Bedeutung  nach  gar  nicht  von  einander  unter- 
scheiden, indem  beide  daraus  hervorgehen,  dass  die  Zinsen  eines 
Tbalers  vom  ersten  halben  Jahre  während  der  zweiten  Hälfte  des 
Jahres  noch  einfache  Zinsen  tragen. 

Soll  umgekehrt  der  —  jährliche  Vermehruugsfaktor  gefunden 

werden,  wenn  der  jährliche  gegeben  ist,  und  die  Zinsen  von  Ter- 
min zu  Termin  knpitnlisirt  werden  sollen,  so  ist  die  Gleichung  (2) 
nach  «'  aufzulösen,  wodurch  man 
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♦ 

(9)  s'=z\/r 
erhält,  wenn  man  r  statt  r,  setzt.    Hieraus  folgt  aber 


m 


#'—  1  =  Kl  -+-(r—  1)  —  1 

also,  bei  der  Kleinheit  von  r—  1,  ,'_l<ür-!)  j.  i,.  die  ^  jähr- 

lieben  Zinsen  sind  in  diesem  Falle  kleiner  als  die  dem  Zinsfusse  r 
zugehörigen  Zinsen  für  dieselbe  Zeit. 

Will  man  statt  der  Formel  (9)  einen  hinlänglich  genauen  Nähe- 
ruugswerth  ohne  Wurzelzeichen  setzen,  so  nehme  man 

wo  a:  eine  sehr  kleine  Quantität  bezeichnet,  a  und  b  aber  derge- 
stalt ^  bestimmt  werden  sollen,  dass  der  angenommenen  Gleichuug 
so  viel  als  möglich  Genüge  geleistet  werden,  und  das  Zeichen  = 
andeuten  soll,  dass  nur  von  einer  Annäherung  die  Rede  ist.  Aus 
dieser  Gleichung  ergiebt  sich 

1   * = (n^)01 = (l  -fr-  a^m  fl  -fr-  tx)-M 

=  l+„{ß_^+(^Ä,_Ä,flH^Äl)a.,  +  ii)( 

Bei  der  vorausgesetzten  Kleinheit  von  ar  wird  man  also  der  Wahr- 
heit am  nächsten  kommen,  wenn 

m(a-b)  =  l  und  ^^Ä'-^«Ä  +  ^1±^^===0 

gesetzt  wird,  weil  dabei  nur  die  dritte  und  die  höheren  Potenzen 
von  a:  unberücksichtigt  bleiben.    Statt  der  zweiten  Gleichung  kanu 


m~ 


man  aber  schreiben  ^  («  —  —  y  («*  —  £a)  =  G,  d.  Ii.  mit  Be- 
rücksichtigung der  ersten  Gleichung  —  oder  wenn  mau 
durch  «r  — £  =  -  dividirt,  a-M=l,  so  dass  also  a  =  ^^ 
und  £  =  ^~,  folglich 

yi  .  a— 2"» -♦-("» -f- 0* 
Im  ■+-  (m  —  \)x 

folgt 

Von  der  angenäherten  Richtigkeit  dieser  Gleichung  kann  man 
sich  auch  a  posteriori  überzeugen,  wenn  man  beide  Seiten  dersel- 
ben nach  Potenzen  von  ac  entwickelt,  wodurch  man 
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—  1)  (2//<  —  1)  (3w  —  1)  _£ 


24  *mf 

2//<-f-(//<-4-   .       _£      w-^  .  (//<-!)  (*»  —  !) 


2m  -+-  (m  —  l)a: 

(m  —  \)  (m  —  \)  (w  — 1)  * 

8  W         "  "  "  '» 

also  durch  Subtraktion 

l/i—T—     2^-|-(ffl-f-lp  _ffl,-l  («■»-!)  (3*rc-2)  . 

K  I  -f-a?     2m-f-(«i — 12     [m>  ~~  24  W 

erhält,  woraus 

/ia\    I/TT — —  2m -+-{7/1  -+-  l).r 

(10)    V  »^^  =  2w  +  (w_i^  »'ff  <-12-  fc> 

folgt. 

Will  man  diese  Formel  auf  die  Gleichung  (9)  auwenden,  so  hat 
man  ac  =  r  —  1  zu  setzen,  und  erhält 

,  ,  _2ffl  +  (w+l)  (r  —  1)  n;ff       ««•  —  I  lv 

<">    *  =  2«f-M»*-l)  (r-l)>  Dlff'  <— -  (~m-y 

■ 

oder  , 


»«—   1     X  .% 

— 5—  f**-1) 


Ist  der  jährliche  Vermehrungsfaktor  aus  dem  gegebenen  jähr- 
lichen für  den  Fall  zu  linden,  dass  die  Zinsen  eines  jeden  Termins 
bis  zum  Schlüsse  des  Jahres  nur  einfache  Zinsen  tragen ,  so  hat 
mau  die  Gleichung  (0)  nach  sn  aufzulösen.  Setzt  man  der  Gleich- 
förmigkeit wegeu  wiederum  r  statt  r2.  so  führt  die  obengenannte 
(■leichung  vermittelst  einer  einfachen  Keduktion  auf 

('''-•)'H-^<*"->)  =  3^ 
und  gitbt  also 

1  1  ^1/^—  0  .  _lH 

m-\  —  r  »(*-l)T(»-l)ä' 

wo  aber  in  uuserm  Falle,  wo  1,  nur  das  positive  deichen  ge- 

nommen werden  darf.    Demzufolge  erhält  man 


(12)    ,"-1=^  |-l-f-|/l -4-2(1--^)  (r-l)| 

oder  mit  Anwendung  von  (10),  wenn  <w=2  und  jr=2(l— ^)(r— I) 
gesetzt  und  reducirt  wird, 
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(>*>  **-»  =  — CT— '  Diff-  <(^)'  (^'' 

»»+-2— (r-D 

r  —  i  1 
wo     —  I  <!   m    und  die  Diff.  deshalb  mit  multiplicirt  ist, 

weil  s"  —  1  diesen  Faktor  hat,  so  dass  d  =  *"  ist. 

Man  kann  diese  Formel  auf  folgendem  kürzern  Wege  (Inden, 
wenn  man  die  Inkonsequenz  zulassen  will,  für  einen  und  denselben 
Zeitraum  zwei,  wiewohl  nur  sehr  wenig  verschiedene  Vermchruogs- 
faktoren  anzuwenden: 

Ist  *"  der      jährliche  Vermehrungsfaktor  und  r  der  entspre- 

r  | 

chende  Zinsfuss,  so  wird   ■      wenig  verschieden  sein  vou  #" — 1, 

jedenfalls  als  ein  Näherungswerth  des  letztern  angesehen  werden 
können.    Wird  daher  die  obige  quadratische  Gleichung  auf  die  Form 

,,     ,  r  —  1 


gebracht,  so  kann  man  rechts  statt  #" — 1  setzen,  und  erhält 

dann  für  *"  den  unter  (13)  stehenden  Ausdruck. 

Will  man  aus  dem  gegebenen  jährlichen  Vermehrungsfaktor 
deu  einsprechenden,  d.  h.  denjenigen  Zinsfuss  finden,  dessen  Zin- 
sen den  Zinsen  des  gegebenen  Vermehrungsfaktors  der  Zeit  nach 
proportional  sind,  so  hat  man  für  den  Fall,  dass  der  Vermehrungs- 
faktor von  Termin  zu  Termin  nach  Zins  und  Zinseszinsen  genom- 
men werden  soll,  die  Gleichung  (3)  und  für  den  Fall,  dass  beim 
gegebenen  Vermehrungsfaktor  die  Zinsen  eines  jeden  Termins  bis 
zum  Ende  des  Jahres  nur  einfache  Zinsen  tragen,  die  Gleichung 
(7)  nach  r  aufzulösen. 

Aus  der  erstem  der  beiden  genannten  Gleichungen  fiudet  mau 

aber 


in 


(14)   r=H-*»(l/V—  1) 
oder  mit  Anwendung  von  (10)  nach  einigen  leichten  Reduktionen 

(15)    r  =  ^  ,  Diff,  <;l(l--^)(r'-l)S 

m 

wo  für  die  Differenz  eine  ähnliche  Erinnerung  gilt  wie  bei  (13). 

Aus  beiden  Ausdrücken  sieht  man,  dass  r  abnimmt,  wenn  /// 

wächst.    Um  die  Grenze  dieser  Abnahme  zu  finden,  setze  man 

1 

\Zr> '==  jl  ■+-  (r' — l))m  und  entwickele  diese  Potenz  nach  dem  bi- 
nomischen Satze.    Hierdurch  findet  man 

-i+Cr'-D-U-i)  ^-d-i>  <*-i;>  — 

also  für  «g  =  ^c 
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(16)  |im.r==l  +  (r'--l)-i<r'-.l)«+|(r'--l)«-i(r'--l)*H-.... 
wofür  raun  bekanntlich 

lim.  r  =  1      In  .  r1 

setzen  kann.  Dieser  Werth  für  lim.  r  hätte  sich  auch  unmittelbar 
ergeben,  wenn  man  die  hierhergehörende  Gleichung  (5)  nach  r 
aufgelöst  hätte.  Will  man  in  der  Praxis  den  natürlichen  Loga- 
rithmus mit  dem  gewöhnlichen  vertauschen,  so  hat  man 

*»  •  ^ = XW7 = lg  fMLis = <r!mk = 2  • 3025851  x 


zu  setzen  und  erhält  also 

(17)   lim.  r  =  1  +  2  .  3025851  X  log  r'. 


Verlangt  man  statt  dieses  Ausdrucks  einen  bequemeren,  so  hat 
man  in  (15)  —  =  0  zu  setzen,  und  findet  dann  folgenden  bin* 
reichend  genauen  Näherungswerth 

(18)   lim.  r  =  Diff.  <  ±  (t>  - 1)', 

r 

für  welche  Formel  sich  der  Zusammenhang  mit  (16)  sogleich  er- 

3r*  — 1      2  h-  3(r*  — 1)     ...         .  .  . 

giebt,  wenn  man  r>       =  2  ^_  (r*  —  l)  8CDreiDt»  un<*  den  letztern 

Quotienten  durch  gewöhnliche  Division  in  eine  unendliche  Reihe 
verwandelt. 

Zur  Auflösung  der  Gleichung  (7)  gebe  man  ihr  vorher  die 
Form 


woraus 


r_l  —  ?L_     V/2^(r"-_l)  _m_ 

r     1 —     m  — 1^  r     «i  —  l  —  1' 

folgt,  indem  wiederum  wegen  r^>l  nur  das  positive  Wurzelzeichen 
geuommen  werden  darf.  Statt  des  eben  gefundenen  Werths  kann 
man  auch  setzen: 

(19)   r-l=^  1-1  +  1/1+2(1-^)  (r"-l)| 

oder  mit  Hinzuziehung  von  (10),  wenn  man  hier  m  =  2  uod 
or  =  2(l  — i)  (r»— 1)  setzt  und  reducirt, 

2-f-(3-i)  (»"-1)  _  . 

(20)   r  =  y  ,  Diff.  <|  ('^)*  (r»-l)*. 

2-h0-~)  (r"-l) 

1 

Setzt  man  —  =  0,  so  erhält  man  aus  (10) 

(21)   lim.  r  =  l/2r"— 1 
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tiuü  naheruugsweise 


(22)  ita.rs^=»; 


T(r"-I)', 


wie  es  der  Formel  (8)  gemäss  ist. 

Endlich  sieht  man  aus  den  Formeln  ^15)  und  (20),  dass  die 
beiden  Näherungswerthc  von  r,  respective  in  r'  und  r"  ausgedrückt, 
miteinander  übereinstimmen,  so  dass  also  in  allen  den  Fällen,  wo 
jene  Näherongswerthe  für  hinreichend  erachtet  werden,  beide  Ver- 
mebrungsfactoren  nicht  von  einander  verschieden  sind. 

Aus  diesen  Untersuchungen  geht  hervor: 

1)  Dass  dem  Zinsfusse  r  zwei  zusammengesetzte  jährliche  Ver- 
mehrungsfactoren r1  und  r"  entsprechen,  bei  welchen  beiden  voraus- 
gesetzt wird,  dass  die  Zinsen  schon  im  Laufe  des  Jahres  in  glei- 
chen Zwischenräumen  zum  Kapitale  geschlagen  werden  und  Zinsen 
tragen;  dass  die  Zinsen  eines  jeden  Termins  der  Zeit  nach  propor- 
tional den  zum  Zinsfusse  r  gehörigen  Zinsen  sind;  dass  aber  bei 
dem  Vermehrungsfaktor  r'  von  Termin  zu  Termin  nach  Zinseszin- 
sen gerechnet  wird,  während  bei  dem  zweiten  Vermehrungsfaktor 
r"  die  Zinsen  eines  jeden  Termins  während  der  übrigen  Dauer  des 
Jahres  nur  noch  einfache  Zinsen  tragen. 

2)  Dass  der  Zinsfuss  r  drei  terminliche  Vermehren gsfaktoren 

#=!•+•— 7^—,  t?  und       unter  sich  hat.  bei  welchem  die  zuge- 


m 


hörigen  terminlichen  Zinsen,  der  Zeit  nach  proportional  den  dem 
Zinsfusse  r  zugehörigen  Zinsen  sind,  welche  aber  alle  drei  den 
jährliehen  Zinsfuss  r  hervorbringen,  und  zwar  der  erste  s  dadurch, 
dass  man  während  der  ganzen  Dauer  des  Jahres  nur  nach  einfachen 
Zinsen  rechnet;  der  zweite  #'  dadurch,  dass  man  von  Termin  zu 
Termin  nach  Zinseszinsen  rechnet,  und  endlich  der  dritte  *"  da- 
durch; dass  man  zwar  für  die  Zinsen  eines  jeden  Termins  wiederum 
Zinsen,  aber  für  jede  Rate  während  des  noch  folgenden  Theils  des 
Jahres  nur  einfache  Zinsen  rechnet* 

Endlich  ist  ersichtlich,  dass  für  die  im  Laufe  eines  Jahres  fäl- 
lig werdenden  Zinsen,  noch  viele  andere  Arten  der  Benutzung  an- 
genommen, namentlich  für  die  Zinseszinsen  ein  anderer  Zinsfuss 
als  für  die  Zinsen  des  Kapitals  zu  Grunde  gelegt,  und  danach  die 
entsprechenden  Vermehrungsfaktoren  berechnet  werden  können. 
Diese  Rechnungen  werden  sich  aber  ihrem  Gange  nach  nicht  we- 
sentlich von  den  vorhergehenden  unterscheiden  und  sollen  daher 
für  jetzt  unerörtert  gelassen  werden. 
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Ueber  die*  Theorie  der  Elimination. 

Von 

dem  Herausgeber. 


Ers'te  Abhandlung. 
*.l 

Die  in  neuester  Zeit  von  einigen  ausgezeichneten  Mathemati- 
kern, insbesondare  von  Cauchy,  Sylvester,  Richclot,  Sur- 
rus,  veröffentlichten  Untersuchungen  *  über  die  Theorie  der  Elimi- 
nation mit  möglichster  Deutlichkeit  und  Vollständigkeit  darzustel- 
len, ist  der  Zweck  einiger  Abhandlungen  über  diesen  wichtigen 
Gegenstand,  welche  von  jetzt  an  in  dem  Archive,  nach  und  nach 
erscheinen  werden,  und  von  denen  die  erste  hier  vorliegt.  Diese 
Untersuchungen  betreffen  zwar  sammtlich  nur  die  Elimination  der 
unbekannten  Grössen  aus  Gleichungen  höherer  Grade;  die  Deutlich- 
keit und  der  Zusammenhang  scheinen  uns  aber  zu  fordern,  dass 
wir  unsere  Darstellung  mit  einer  altern  Untersuchung  Cauchy 's 
über  die  Elimination  der  unbekannten  Grössen  aus  Gleichungen  des 
ersten  Grades  oder  sogenannten  linearen  Gleichungen,  die  nicht  so 
bekannt  geworden  und  so  viel  Beachtung  gefunden  zu  haben 
scheint,  wie  sie  verdient,  beginnen,  und  wir  wollen  daher  jetzt  so- 
gleich zu  diesem  Gegenstande  übergehen. 

§.2. 

Zu  dem  Ende  wollen  wir  annehmen,  dass  zwischen  den  &  un- 
bekannten Grössen 

y,  v 
die  folgenden  n  Gleichungen  des  ersten  Grades: 

attac  -f-  b0y -f-  c0x  -f- .  .  .  -h  g-0*-f-  Aov  =  A-0, 

a,4r  +  6iy+C|3  ■+-  ••.  -4-#i*-T-  hxv= 
V  +  ^y+c^-f- . . .  -4- +  = 
ata:  -\- b ty -\- c %x -\-  .  .  .  -f-#,ti  -f-  h%v=  / 

u.  s.  w. 

an-\x  -f- b»-\y  -+-  cH-iX  -f-  .    .  -f-  gn-iv  ~h  hn-\v  =  1; 

■ 

wo 

I 
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&0>  bnt  ^o»  •  •  •  Ajfo»   ^O»  i 
0,,  b{,  f .  .  .  X:, 

^a»  ra>  •  •  •  ,f  n  ^2»  i 
">>  ^i»  ri>  •  •  •  g»t  ^«  i 

U.  S.  W. 

taountlich  bekannte  Grössen  bezeichnen,  gegeben  seien,  und  duss 
aas  diesen  Gleichungen  die  in  Rede  stehenden  n  unbekannten 
Grössen  bestimmt:  werden  sollen,  wobei  R  zuerst  vorzüglich  auf 
deo  Beweis  des  folgenden  Lehrsatzes  ankommt. 

♦.3. 

Lehrsatx.  Wenn  0,  b,  c,  tl> . . . h  beliebige  ungleiche 
Grössen,  deren  Anzahl  n  sein  mag,  bezeichnen,  und 

Pn=  — 

X(c  —  a)  (c  —  b) 
X{d—a)  (d—b)  (rf  —  c) 


X(h-a)  (h  —  b)  (/i-c)  (/<  —  d)...(h  —  g) 

gesetzt  wird;  so  ändert  das  Produet  Pn  jederzeit  sein 
Vorzeichen  ohne  seinen  absoluten  Wertli  zu  ändern, 
wenn  mau  zwei  beliebige  der  Grössen  0,  6,  c,  g>  h 

gegen  einander  vertauscht. 

Beweis.  Dass  dieser  Satz  für  *  =  2  gilt,  erhellet  auf  der 
Stelle  aus  einer  blossen  Ansicht  der  Gleichung 

J\  =  b  —  a.  * 

Eben  so  leicht  erhellet,  dass  derselbe  für  #*  =  3  gilt,  wenn  mm 
nit  dem  Producte 

P,  =  (6-a)(c-a)(c-6) 

in  Producte 

(a  —  b)  (c  —  b)  (<?  — 0), 
(b  —  c)  (a  —  c)  (a  —  b), 
(i>-<*)  (b-c)y 

welche  aus  jenem  durch  Vertouschung  von  a  uud  b,  a  und  c,  b 
u»d  c  gegen  einander  hervorgehen,  vergleicht.  Kann  mau  nun  be- 
weisen, dass  der  Satz  für 

X(c  —  a)  (c  —  b) 
X(<*-0)  {d—b)  (d—c) 


X(//  —  a)  (/i-b)  (A-c)  (//-//)...  (/i  —  g) 
X(f-a)  (i-b)  (t-c)  (•-*/)...(*-#)  (•-//) 
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gilt,  wenn  er  für 


X(A  — o)  (Ä  — ^  —  </).  . 

gilt,  so  wird  seine  allgemeine  Gültigkeit  ausser  Zweifel  gesetzt 
sein.    Dies  kann  aber  auf  folgende  Art  bewiesen  werden. 

Vertauscht  man  inifrVi-i  zwei  Elemente  gegen  einander^  so 
können  dies  zuerst  zwei  in  der  Reihe 

<t,  b,  c,  d,. . .  g,  h 

vorkommende  Elemente  sein.  Weil 

P^  =  Pn(i-a)  (i-b)  (i-c)  (i-d)...(i-g)  (i  —  h) 

ist,  Pn  nach  der  Voraussetzung  in  diesem  Falle  sein  Zeichen  ändert 
ohne  seinen  absoluten  Werth  zu  ändern,  und  das  Product 

(<_4)  (fW)...  (i-g)  (i-h) 

in  diesem  Falle  offenbar  völlig  ungeändert  bleibt,  so  ändert  A-*-i 
sein  Zeichen  ohne  seinen  Werth  zu  ändern.  Die  vertauschten 
Elemente  können  aber  auch  irgend  eins  der  Elemente 

a9  b,  c,  d, . .  .  g,  h 

und  das  Element  i  sein.  Nehmen  wir  nun  z.  B.  an,  dass  man  die 
Elemente  d  und  4  gegen  einander  vertauscht  habe,  wobei  der  All- 
gemeinheit des  Beweises  durchaus  kein  Eintrag  geschieht,  da  man 
sogleich  ubersehen  wird,  dass  sich  derselbe  in  jedem  andern  Falle 
eben  so  fuhren  lässt;  so  wird  aus  P„+i  das  Product 

X(c-a)  (c-b) 

X(i-a)  (i-b)  {i-c) 

X(e  —  a)  (e  —  b)  (e  —  c)  (e  —  i) 

X(/-«)  (/-*)  (f-c)  (f-4)  (f-e) 


Y\h  —  a)  (/i-b)  (h-c)  {h-i)  (h-e)..,(h-g) 
X{d—a)  (d—b)  (d—c)  (d—i)  (d—e)  . .  J(d—g)  (d—  h) 
erhalten.   Da  die  Anzahl  der  Factoren  des  Products 

(e-i)  (/-*)...  (/*-») 
X(d-i)  (d-e)  (d-f)  . . .  (d—A) 
offenbar  ungerade,  und  folglich 

(e-i)  (f-i)...(fi-i) 
X(d—  i)  (d-  e)  (d-f) . . .  (d-  /i) 
=  — (i  —  e)  (i  —f)  ...(»  —  A) 

X(i-d)  (e-d)  (f-d)...(h  —  d\ 
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ist;  so  ist  nach  dem  Obigen 

Q  =  -(b-a) 

X(c  —  a)  (c  —  b) 

X<*  — «)  (i-b)  (i-c) 

X(e-a)  (e-b)  (e-c)  (i  -  e) 

X(/-«)  (/-*)  (f-c)  (i-f)  {f-e) 


X(A  —  a)  (A —  b)  (A  —  c)  (i-A)  (A  —  c).  ..(/*  —  g) 
X(d-a)  (d-b)  (d-c)  (i-d)  (e-d)...(g-d)  (A-d) 

X(c —  a)  (c —  b) 

X(d—a)  (d—b)  {d-c) 

X(e  —  a)  (e  —  b)  (e  —  c)  (e  —  d) 

X(/-«)  (/■—  b)  (f-c)  (f-d)  (f-e) 


X(A  —  a)  (A —  b)  (A  —  c)  (A  —  d)  (A  —  e)...(A  —  g) 
X{i-a)  (i-b)  (i-c)  {i-d)  (i-e)...(i-g)  (i-A), 

d.  i.  Qzzz  —  woraus  sich  ergiebt,  dass  auch  in  diesem  Falle 

Pn+i  sein  Zeichen  ändert  ohne  seinen  absoluten  Werth  zu  ändern. 

Hierdurch  ist  nun  vollständig  bewiesen ,  dass  der  Satz  für 
Ph+±  gilt.,  wenn  er  für  PH  gilt ,  und  daher  jetzt  seine  allgemeine 
Gültigkeit  dargethan. 

Anmerkung.   Wenn  unter  den  Grössen  «,  b,  c,  d,  .  . .  g,  A 

gleiche  vorkommen,  verschwindet  das  Product  Pn,  und  verschwin- 
et  auch  jederzeit  dann  noch,  wenn  man  zwei  beliebige  der  in  Rede 
stehenden  Grössen  gegen  einander  vertauscht.  Man  kann  daher 
auch  in  dem  Falle,  wenn  unter  den  Grössen  a,  b,  cf  d,  .  .  .  gf  A 
gleiche  vorkommen,  den  vorigen  Satz  als  gültig  betrachten,  weil 
Ö  =  — 0  ist.. 

*  .4 

Der  Kürze  wegen  wollen  wir  von  jetzt  an  bloss 
P=(b  —  a) 

X(c  —  a)  (c  —  b) 
X(d-a)  (d-b)  (d-c) 


X(A  —  a)  (A  —  b)  (A  —  c)  (A  —  d)...(A  —  g) 

setzen.  Die  Glieder,  aus  denen  dies  Product  besteht,  wenn  man  es 
vollständig  entwickelt,  haben  sämmtlich  die  Form 

Ma«bßcY  . . .  glAf*, 

wo  M  eine  gewisse  coustante,  d.  h.  von  a,  b,  c,  .  .  .  g,  A  gauz 
unahhärnriire  Grösse  bezeichnet,  und  offenbar 


> 
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u-\-ß-\-y+  .  .. -4-A-h/u  =  l-4-2-f- 3 -h  («*  —  1), 

d.  i. 

«  -4-  /?  4- 1  +      +  *  +    =  W  *  - 1 ) 

ist,  zugleich  aber  auch  bemerkt  werden  muss,  dass  keioer  der  Ex- 
ponenten a,  ß,  y,  .  .  .  Xj  fi  grösser  als  u  —  1  ist,  weil  in  dem  Pro- 
dukte P  jede  der  Grössen  «r,  b,  c.  d,  .  . .  g>  h  offenbar  nur  (n  —  1) 
mal  vorkommt.  Da  das  Product  P  nach  3.  sein  Zeichen  ändert 
ohne  seinen  absoluten  Werth  zu  ändern ,  wenn  man  zwei  beliebige 
der  Grössen  ay  b,  c,  d, .  . .  g,  /t,  z.  B.  a  und  b,  gegen  einander 
vertauscht;  so  muss  dem  Gliede 

MefbßcY  .  .  .  gkhi1 

in  der  Bntwickelung  von  P  nothwendig  ein  anderes  Glied  von  der 
Form 

—  MaßfrcY  ...  glAP 

entsprechen,  und  P  wird  sich  also  als  ein  aus  lauter  Gliedern  von 
der  Form 

M(a«bß  —  aßb«)cYdd .  .  .  gkhi1 

bestehendes  Polyoom  darstellen  lassen. 

Bezeichnet  nun  77  die  Function,  welche  aus  P  hervorgeht, 
wenn  man  in  jedem  Gliede  von  P  die  Potenzexponenten  in  blosse 
unten  auf  der  rechten  Seite  der  Elemente  denselben  beigescbriebene 
Indices  verwandelt,  wodurch  das  Glied 

Ma«bficY  .  .  .  gW 

in 

Maabßcy  . . .  gxAp 

übergeht,  so  wird  die  Function  II  aus  lauter  Gliedern  von  der 
Form 

M{aabß  ~  aßbC()cydj  .  .  .  g^ 

besteben,  und  daher  ebenfalls  ihr  Zeichen  ändern  ohne  ihren  abso- 
luten Werth  zu  ändern ,  wenn  man  zwei  beliebige  der  Elemente 
«,  b,  c,  </,...#-,£  gegen  einander  vertauscht.  Setzt  man  aber  in 
dem  vorstehenden  Gliede  von  J7,  ohne  a  und  b  gegen  einander  zu 
vertauschen,  bloss  b  für  a,  so  wird  dasselbe 

M(babß  —  babß)Cyd^ .  .  .  gx/ffi, 

und  verschwindet  also,  woraus  sich  ergiebt,  dass  die  Function  12 
jederzeit  verschwindet,  wenn  man  für  ein  beliebiges  Element  irgend 
ein  anderes  Element  setzt,  ohne  diese  beiden  Elemeute  gegen  ein- 
ander zu  vertauschen. 

Da  nach  dem  Obigen  keiner  der  Indices  a,  ß,  y,  o*,  . .  .  X,  fi 
grösser  als  n  —  1  ist,  so  kaun  man,  indem 

^O»   -A\>  -^2>  '  *  *  -d*t—i. 

gewisse  von  a  ganz  unabhängige  Grössen  bezeichnen,  die  Fuuction 
II  offenbar  jederzeit  auf  die  Form 

IIz=A0a0  -h  Alal  +  A2a2  +  A,a3  -h  .  .  .  -h  An- \an-\ 
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bringen,  und  oacb  dem  Vorhergehenden  hat  man  nun  die  folgenden  * 
Gleichungen : 

0=zAo6o  -t-^i^,  -f-^,£a  -\-Alht  -+- . .  .  4n-\bn-\, 

■ 

0  —  Aoco  -\-Axcx  H-^,c3  -f-^.c,  -f-  .  .  .  -f-  yf„_i<?,,— i, 
0  =  ^0</0  "\-  dxdt  -h  A^d2  •+■  Axd%  -h  .  .  .  ~h  yln—i/^—i, 

u.  8.  w. 

Multiplicirt  man  jetzt  die  gegebenen  Gleichungen 

«r0;r-T- A0y-WQa-r-  .  .  .  ^o*  = 

-fr-  .  .  .  -\-gtu  -h //,«»  =  /:,, 
«r2^r  -f-  Ä,y-f-      -H  .  . .  -f-  gzu  =  . 

«r  ,.r  -f-  -f-  .  .  .  -Hg-,» = 

U.  8  W. 

«n-\X  -h  f»n-\y-\-  Cn-l*  ~h  •     •  ~t~  #7.-1«  -f-  ?*n-\V  = 

nach  der  Reihe  mit  Aoy  A„  A2,  .  .  .  An—i  und  addirt  sie  dann  zu 
einander,  so  erhält  man  nach  dem  Obigen  die  Gleichung 

(A0a0  +         -f-  A2a2  -\-  Ata,  -f-  . .  .  -h  An—\an-\)a: 

=  A0A0  -\-Alkl  -f-  ^3£,  -f-  «^,Ä*f  -+-  ...  -h  An-\kn-\, 

aus  der  sich 

 ^o*o  -K^i^i  -h  ^»£2  -4-  ^a£»  H  H-  ^n— lfct-1 

^      A0a0-\-Axax  +  A2a2-\-Atai-\-  ^An—\anr-\ 

oder 

 A0k0  -f-  Atkx  -f-  /Ms  -f- ^a*»  H  h  An-lkn—l 

X—  II 

ergicbt,  wodurch  also  .v  gefunden  ist.  Bei  der  wirklichen  Ent- 
wickelung  des  ar  hat  man  sich,  wie  hieraus  hervorgeht,  auf  fol- 
gende Art  zu  verhalten : 

Man  entwickele  das  Produkt 

X(c  —  a)  {c  —  b) 
X(d-a)  {d-b)  (d-c) 


X(/i-<*)  (h  —  b)  (/i  —  c)  (/*-,/)...(//  —  g) 

und  verwandle  in  allen  Gliedern,  welche  jedoch  durch  Einführung 
des  Exponenten  Null  jederzeit  sämmtlich  so  dargestellt  werden 
müssen,  dass  jede  der  Grössen  a,  c,  </,...  g,  h  ip  ihnen  als 
Factor  vorkommt,  die  Exponenten  in  blosse  unten  zur  Rechten  der 
entsprechenden  Grössen  stehende  Indices;  so  ist  der  Ausdruck, 
welchen  man  auf  diese  Weise  erhält,  der  Nenner  des  Bruchs, 
durch  welchen  die  unbekannte  Grösse  x  dargestellt  wird,  aus  dem 
man  dann  ferner  den  entsprechenden  Zähler  erhält,  wenn  man  für 
a  überall  das  Symbol  fc  setzt. 

Theil  II.  6 
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Cebrigens  kann  man,  wie  sieh  aus  dem  Obigen  uu  mittel  bar  er- 
gicbt,  auch 

(A-k)X(c-k)  (c~-A)x...X(A-k)  (k-e)..(A—g) 
V  —  (l>-a}X(c-o)  (c-A)x...X(A-«)  (A-/v)  (A-c)  . .  (A-g) 

setzen,  wenn  mau  sieb  nur  erinnert,  dass  sowohl  im  Nenner,  als 
auch  im  Zähler  dieses  Bruchs  alle  Potenzexpooenten  wie  obeu  in 
blosse  Indices  verwandelt  werden  müssen ,  wobei  man  aber  auch 
nicht  unbeachtet  lassen  darf,  dass  man,  bevor  dies»  Verwandlung 
der  Potenzexponenten  in  Indices  wirklich  vorgenommen  wird,  alle 
Glieder  des  Nenners  und  des  Zählers  so  darstellen  muss,  dass  in 
denselben  respective  die  sämmtlicben  Grössen  a,      c,  g9  h 

und  /•,  by  c,  d,  .  .  .  gy  h  als  Factoren  vorkommen,  wozu  man  durch 
Einführung  des  Exponenten  Null  leicht  gelangt. 

Leicht  erhellet  nun  aber  auch,  dass  man  die  Werthe  der 
sämmtlicben  unbekannten  Grössen  jCy  y,  s, .  .  .  »,  v  nach  der  fol* 
genden  ganz  allgemeinen  Regel  finden  kann: 

Man  entwickele  das  Product 

P=  (b  —  a) 

5<(c  —  a)  (c  —  b) 
X  (</-«)  (d-b)  (d-c) 
/  ........ 

X(//-«)  {h-b)  (Ä-c)  (h-d).. 

stelle  mittelst  Einführung  des  Exponenten  Null  die 
Glieder  dieses  Products  so  dar,  dass  ein  jedes  Glied  die 
sämmtlichen  Grössen  a,  b,  c,  d> .  . .  g,  h  als  Factoren  ent- 
hält, und  verwandle  in  jedem  Glicde  alle  Potenzexpo- 
nenten in  Indices  auf  die  oben  näher  angegebene  Weise; 
so  ist  der  Ausdruck,  welchen  man  erhält,  der  gemein- 
schuft I ic h e  Nenner  der  Grössen  a:,  y,  »,  . .  .  «,  v,  aus  dem 
man  dann  ferner  die  entsprechenden  Zähler  erhält, 
wenn  man  das  Symbol  k  respective  für  die  Symbole 
ay  by  r,  gy  h  setzt. 

Von  der  Richtigkeit  dieser  Regel  kann  man  sich  ohne  Schwie- 
rigkeit auf  folgende  Art  überzeugen.    Setzen  wir 

■ 

h,  c,  A,  .  .  .  g,  A) 
</(«,  b,  c,  d,  .  .  .  g,  h)> 

wo  nämlich 

n=tp{a,  b,  c,  d,...g,  //) 
gesetzt  worden  ist,  so  ist  offenbar 

__        a,  c,  d>  .  .  .  g,  A) 
y(^>  ai  c,  dy  .  .  .  g,  AY 

^  <f  {ky  A,  a,  d,  .  .  .  g,  h) 

<t(c,  A,  a,  d,  ...  g,  Ay 

u.  s.  w. 

v  —  7 '(*»  Ay  c>  d,  .  .  .  g*  a) 
tf{A,  t>,  c,  d,  .  .  .  gy  a)' 
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Nach  der  aus  dem  Obigen  bekannten  Grundeigenschaft  der 
Function 

77  =  9(0,  b,  c,  dt .  .  .  g,  h) 
oder  vielmehr  der  Function  P  ist  aber 

y>(b9  a}  c,  </,...      //)==  — y(«r,  b9  c,  df  .  .  .  g,  //), 
«,  4  .  . .  g,  h)  =  —  yfo  b>  ct  d,.  .  .  g,  h), 
u.  s.  w. 

0,  c,  d,...g,  a)  =  —  yfo  b,  c,  d,  .  .  .  g,  //), 
und  natürlich  ebenso 

a,  c,  d,...  g,  //)  =  —  sp(«r,      c,  rf,  .  .  .  g,  //), 
<p(k,  b,  a,  d, . .  .  g,  h)  =  —         bj  &>  d,     .  g,  //), 

u.  s.  w. 

qp(Z-,  b,  cy  dt  . . .      «)  =  —        6,  c,  </,  .  .  . 

also  ^ 

 fr  c,  d,  .  .  .  g,  A) 

^->(«,  b)c,di...g)  Ay 
a(a.  k.  c.  d.  .  .  .  r.  AI 

V. 


?{eh  b,  c,  d,  .  , 

•  .  tf, 

<f{a}  b,  k>  dy  . 

•  •  g,  ^) 

y     A,  c}  d,  .  , 

u.  s.  w. 

f/fa,  ä,  c,  flf,  .  . 

•  •  g\  *) 

6,  c,  d,  .  .  .  g,  Ay 

woraus  die  Richtigkeit  der  obigen  Regel  uuniittelbar  erhellet. 

Um  diese  Regel  durch  ein  Paar  Beispiele  zu  erläutern ,  habe 
man  zuerst  die  zwei  Gleichungen 

a0a:  -\-  bQy=.  k0y 

axx  +  bxyz=zkx  s 

mit  den  zwei  uubekannten  Grössen  .r,  y.    In  diesem  Falle  ist 

Pz=zb  —  a 

oder  vielmehr 

P=a°b>  —alb°. 
Also  ist  der  gemeinschaftliche  Nenner  von  x  und  y 

a0bt  — «,^0> 
und  die  entsprechenden  Zähler  sind 

k0bl^kib0  und  a0kt  — 

Also  ist 

ajtx  —  «,V  9      a0bl  —  a, b0' 

Auch  kann  man 

:  «• 
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♦ 

b  —  k  k  —  a 

setzen,  wenn  man  nur  auf  gewöhnliche  Weise  alle  Potenzexponen- 
ten in  ludices  verwandelt.  Man  muss  nämlich  die  heiden  vorher- 
gehenden Gleichungen  zuerst  auf  folgende  Art  schreiben: 

und  erhält  dann  durch  Verwandlung  der  Potenzexponenten  in  lu- 
dices auf  der  Stelle 

^  __  kQbx  —  ktb0      _kxa0  —  k0ax 

ganz  wie  vorher. 

Ks  seien  ferner  die  drei  Gleichungen 

a0x  -+-  b0y  c0x  =  Xr„, 
axx-\-  bxy-\-  cxx  =  kx , 
flf2.r  -f-  £»y  •+-  c2%  =  k2 

mit  den  drei  unbekannten  Grössen  x,  y,  *  gegeben.  In  diesem 
Falle  ist 

P={b-a)  (c-a)  (c-J), 
und  folglich,  wenn  man  dieses  Product  entwickelt, 

P=bc*  —  b*c  -+-  «£a  —       -+-  «*c  —  a*b 

oder 

/>=       »c2  —  a°b*c*  -f-  «'^V°  —  a*b°c%  -h  a*b°cx  —  «Vy'  c». 
Also  ist  der  gemeinschaftliche  Nenner  von  .r,  y,  as 

a0bxc2  —  a0b2cx  -h  axb2c0  —  axb0c2-\-  a2b0cx  —  a2bxc0. 
Die  Zähler  von       y,  *  sind  aber  respective: 

j  ■ 

&obiC2  — kQb2cx  -4- kxb2C0  —  kxb0C2  H-  k2b0Cx  —  Xr^Ä.Co, 
a0kxc2  —  aQk2cx  -\-axk2c0  —  axkQc2  -+-  a2k0cx  —  <r2kxcoy 
a0bYk2  —  a0b2kx  -+-  axb2k0  —  axb0k2-\-  a2b9kx  — a2bxk9  ; 
und  es  ist  folglich 


x 


y= 


aQbxc2 
k0a2cx 

—  £0«  i  c2  -f-  X*, « 0c, 

—  axb0c2  -t~a2b0cx  - 

—  k\a2c0^-k2axc0 

-a2bxc0y 
—  k\aQcl 

aQbxc2 
kaaxb2 

—  aBb2cx  -i-atb2c0 

—  kQa2hx  +  kxa2b0 

—  axb0c2-+-a2b0cx 

—  kxa0b2-{-k2a0b% 

—  a2bxc0' 

—  k2axh0 

a0bxc2 

—  <*oVi-f-«iVo 

—  axbQc2  -*-atb0ct 

Uebrigens  kann  man  die  Grössen  x,  y,  *  auch  unter  der  Form 

{h  —  k)  (c—  k)  (c  —  b) 


x 


(b  —  a)  (r  —  a)  {c  —  b)* 


Digitized  by  GooqI« 


85 

 —  a)  [c  —  a)  (c  —  k) 

y      (b  —  a)  (c  —  a)  (c  —  b)y 

 (b  —  a)  (k  —  a)  (k  —  b) 

*      (b  —  a)  (c  —  a)  (c  —  b) 

darstellen,  wenn  man  nur  nach  der  Entwicklung  der  Zahler  und 
des  gemeinschuft liehen  Nenners  «He  Potenzexpouentcu  mit'  bekannte 
Weise  in  Indices  verwandelt. 
Sind  die  vier  Gleichungen 

aQx      h0y  -f-  C0%  -f-  t/Qft  =  /•„, 

<ar3.t?  -f-  b2y^-c2%  -+-        =  Xr,, 

zwischen  den  vier  unbekannten  Grössen  xt  y,  x,  u  gegeben,  so 
ist  auf  ganz  äbuliche  Art 

_(b-k)  (c-k)  (c  —  b)  (d-l)  (d-b)  (d  —  c) 
*  —  (l,-a)  (c  —  a)  (c-b)  (d-a)  (d-b)  {d-c? 

_  (k  -  a)  (e  -  a)  (c  -  k)  (d-  a)  (d-k)  (d-  c) 
IJ     (b  —  a)  (c  —  a)  {c  —  b)  (d  —  a)  (d  —  b)  (d—c)' 

(b  —  a)  (k  —  a)  (k—b)  (d  —  a)  (d  —  b)  (d  —  k) 
3 — (b  —  a)  (c  —  a)  (c  —  b)  (d  —  a){d  —  b)  (d—c)' 

 (b  —  a)  (c  —  a)  (c  —  b)  (k-a)  (k  —  b)  (k  —  c) 

U      (b  —  a)  (c  —  a)  (c  —  b)  (d  —  a)  (d—b)  (d  —  c)' 

wenn  man  nur  auch  jetzt  wieder  alle  Zähler  und  den  gemeinschaft- 
lichen Neuner  gehörig  entwickelt,  und  in  den  einzelnen  Gliedern 
alle  Potenzexnonenteu  auf  gewöhnliche-  Weise  in  Indices  ver- 
wandelt. 

Wie  man  sich  in  andern  Fällen  zu  verhalten  hat  und  die 
Werthe  der  unbekannten  Grössen  immer  leicht  nach  der  obigen 
Regel  *)  finden  kann,  erhellet  hieraus  deutlich  genug. 

f  5. 

Bevor  wir  nnn  ferner  zur  Elimination  der  unbekannten  Grössen 
aus  Gleichungen  höherer  Grade  selbst  übergehen,  wollen  wir  zu- 
vörderst den  folgendeu  für  die  gunze  Theorie  der  Elimination  der 
unbekannten  Grössen  aus  Gleichungen  höherer  Grude  höchst  wich-  - 
tigen  Lehrsatz  beweisen. 

Lehr  tat*.  Wenn  zwischen  zwei  unbekannten  Grössen 
zwei  Gleichungen  des  wten  und  s»ten  Grades  gegeben 
sind:  so  kann  die  Gleichung,  welche  durch  Elimination 
der  einen  der  beiden  unbekannten  Grössen  aus  deu  bei- 
den gegebenen  Gleichungen  erhalten  wird,  den  Grad  mn 
niemals  übersteigen. 

Beweis.    Zwischen  deu  beiden  uuhekaiiuteu  Grössen  x  und  y 
seien  die  beiden  nach  x  geordneten  Gleichungen 


*)  Dass  Bczout  und  C  ramer  zwei  andere  bemerkenswert  he  Regeln  zur 
Bestimmung  der  Unbekannten  aus  Gleichungen  des  ersten  Grades  ge- 
geben haben,  setzen  wir  hier  als  bekannt  voraus. 


r 
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3=0. 

Ajt-  -f-  Bjc*~*      €Tx*-*  +  .  .  .      A  -r-f-Z,  =0, 

wo  die  Coefficienten  4er  Potenzen  von  jc  sämatitch  canze  rationale 
algebraische  Functionen  tod  y  sind,  gegeben.  Weil  diese  beiden 
Gleichunsren  nach  der  Voraussetzung"  vom  «Ken  und  mien  Grade 
sind,  and  folglich  die  »»bekannten  Grössen  in  keiner  die  äste 
Bad  nte  übersteige  ade  ■  Dimensioo  entbaiten  können,  so  sind  die 

\on  Leine«  bnbern  Grade  als  von 

Oten.  lsten,  Äen.  Sten  lösten. 

die  Functionen 

jfy  B*j     ,     5  •  •  •  K.' '  i 

tod  keinem  hohem  Grade  als  Tora 

Oten,  Uten.  2tea;  3tea,  ...(*  —  l)sien, 

Dies  vorausgesetzt,  wollen  wir  nnn  zu  beweisen  versuchen,  dass 
der  Grad  der  Gleichen?,  welche  man  dnreb  Elimination  Ton  ar  aus 
den  beiden  obigen  Gleichungen  erhält,  das  Prodoct  mm  nicht  uber- 
kann.  ~Weil  A  nnd  A  Functionen  des  Oten  Grades  ron  y. 


und  folglich  constaete  Grössen  sind;  so  kann  man  die  beiden  obi- 
gen Gleichungen  auch  nnter  der  Form 

.r"  H-  -f-  -F-  -  -  -  -F-  Px-h  IP  =  0, 

wo  P.  Q  T  und  P\  Q  T,  IT  lauter  ganze  rationale 

algebraische  FnnctioLen  Ton  y  sind,  darstellen.  Man  denke  sieb 
nnn  beide  Gleichungen  nach  .r  aufgelöst .  nnd  bezeiebne  die  Wut- 
zeln  der  ersten,  weiche  sämntf  lieh  Functionen  tob  y  und  ao  der 
Zahl  tn  sind,  durch  p%  .  .  .  r,  #.  /.  die  Wurzeln  der  zweiten, 
welche  ebenfalls  säMliich  Functionen  Ton  y  nnd  an  der  Zahl  * 
sind,  durch  p\  g\  .  .      r  .  tr\    Setzt  man  jetzt 

i  =  {p — p')  (p  —  9)  —  ip  —  *'l  0*  —  «0  {p — *t) 
X  {q  -  P)  i7  -  7 ) . . .  (*  -     (f  -  f)  (7-  V) 


X(r  —  //)  (r  —  ^)...(r  — »)  (r  — r/)  (r— nK) 

x  . 

so  ist  klar,  dass,  wenn  die  beiden  gegebenen  Gleichungen,  wie  er- 
fordert wird,  sollen  zusammen  existiren  können,  C=0  sein  muss, 
weil,  wenn  dies  nicht  der  Fall  wäre,  keine  der  Wurzeln  p,  g,  . .  • 
rz  s,  t  einer  der  Wurzeln  p\  q\  .  .  .  m\  r\  gleich  sein  könnte, 
welches  doch  notbwendig  erfordert  wird,  wenn  die  beiden  gege- 
benen Gleichungen  zugleich  Statt  finden  sollen.  Die  G4eicbuns 
A=  0  ist  also  die  ttedintrungsjrleicbung,  welche  .Statt  finden  muss 
n  enn  die  beiden  gegebenen  Gleichungen  zusammen  existiren  sollen 
d.  h.  eben  die  Gleichung .  welcbe  durch  die  Elimination  vj>n  jc  aus 


den  beiden  ge^ebeueu  Gleichungen  entspringt,  und  es  kommt  nuu 
lediglich  darauf  an,  den  Grad  zu  bestimmen,  bis  zu  welchem  diese 
Gleichung  höchstens  steigen  kann. 

Vor  allen  Dingen  miisseu  wir  zeigen ,  dasa  die  Fuuctiou  lr 
jederzeit  eine  ganze  rationale  algebraische  Fuuctiou  von  y  ist. 
Weil  nach  der  Voraussetzung  p\  .  .  .  w7,  v',  w'  die  Wurzeln  der 
Gleichung 

sind,  so  ist  nach  der  allgemeinen  Theorie  der  Gleichungen  für 
jedes  a: 

-f.  P'a^-i -f-  Qx»-*-\-  •  •  .  -h  P^H-  W 
=  {.v  —  p')  (sc  —  /)...  (&  —  u')  (o:  —  v1)  (a:  — 
und  folglich 

=  (p-rt  0*-^). ..(?-*')  (p-t/)  (/>-«✓), 

=  [q  -  p  )  (q  -      .  .  .  (?  -  «')     - (7  - 

u.  s.  w. 

^  +  ^-1  +  ^-2+ . .  -f-  rv-h  IT 

=z(r-p')  (r-^)...(r-f/)  (r-t/)  (*•-*✓), 
*»  -f-         *  H-  Q'*«-2      . .  .  4-  yrs  -f-  W 

—  (*-/»')  (*-^)... (*-*0  ('-«O, 

==(<-/0  (*-✓)...(*-«')  (<-*/), 
Also  ist 

r=         -f-  />»-!  H-  -h  .  .  .  -4-  V'p-h  W) 

x(f+/vr,  +  ä'f-5+ ...'■+•  W) 

X  (r»  H-  /V—i  -+-  0V«-*  -f-  .  . .  -h  FV  -+-  II ') 
X  (*»  •+-  -+-  . . .  +  F'#  +  W) 

X  Qt»-i+.  .  .      pv-f-  W). 

Da  seiuen  Werth  nicht  ändert,  wenn  mau  zwei  beliebige 
der  Grössen  p,  q, . .  .  r,  *,  t  gegen  einander  vertauscht,  und  offen- 
bar eine  ganze  rationale  Function  dieser  Grössen  ist,  so  ist  V  eine 
ganze  rationale  symmetrische  Function  von  p,  q, .  .  .  r,  *,  t.  Aus 
der  allgemeinen  Theorie  der  Gleichungen  kann  aber  hier  füglich 
als  bekannt  vorausgesetzt  werden,  dass  sich  jede  ganze  rationale 
symmetrische  Function  der  Wurzeln  einer  Gleichung  als  eine  ganze 
rationale  Function  der  Coefficienten  dieser  Gleichung  darstellen 
lasst.    Weil  nun  p,  q,  .  .  .  r,  #,  t  die  Wurzeln  der  Gleichung 

xm  _4_  Px»<  \  -4-  &r»»-2      •  .   -4-  Sx  -|-  7'=  0 
sind,  su  ist  /T  eine  ganze  rationale  Function  von  /*,       .  .  .  S,  T. 
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Alle  diese  Grossen  sind  aber,  so  wie  auch  die  Grössen 
V,  Wy  nach  der  Voraussetzung  ganze  rationale  algebraische  Func- 
tionen von  y.    Also  ist  nach  dem  Obigen  offenbar  aueb  U  eine 

Sanze  rationale  algebraische  Function  von  yy  wie  behauptet  wurde, 
er  Grad,  bis  zu  welchem  diese  Function  höchstens  steigen  kann, 
lässt  sich  nun  aber  auf  folgende  Art  bestimmen. 

Nach  dem  Obigen  sind  die  von  der  Grösse  y  abhängenden 
ganzen  rationalen  algebraischen  Functionen  P,  Q, . . .  S,  T  und 
/*',  V,  W  von  keinem  höhern  als  vom  lsten,  2ten,  .  .  . 

{m — l)sten,  «wten  und  lsten,  2ten,  .  .  .  (» —  l)sten,  «ten  <^rade. 
Daher  bleiben  die  Grössen 

y  »   y»»  *  '  '  ym— V   ym  » 

P  Q 

y>    y2>  '  '  'yn-V  y» 

endlich  für  unendlich  grosse  Wertbe  voti  y.  welches  also  offenbar 
auch  von  den  Werthen  von  %  gilt,  die  den  Gleichungen 

p  fj  ST 

y  y*  ym—l  ym  » 

P  &  V  \v 

r  1 

genügen.    Da  sich  aber  diese  Gleichungen  auf  die  Form 

(*yY»  -f-  /W)*—1  -+-  Q(xy)^  -+-...  H-  S(xy)  -f-  T=  0, 

(*y)n  -+-  P'(xy)»-1  -+-  Q(xy)n-2  -f- . . .  4-  V'(»y)  +  W  =  0 

bringen  lassen;  so  erhellet,  wenn  mau  diese  Gleichungen  mit  den 
Gleichungen 

-h  Pv*—*      Qac**—'1      . .  .  -\-Sx-\-  T=0, 
^  H-  i^^-i  -f-  -f-  .  .  .  + :  F'ar  ^-      =  0 


vergleicht,  auf  der  Stelle,  dass  die  Wertbe  von  *,  welche  den  bei- 
den obigen  Gleichungen  genügen, 

IL    !L        JL    s  _L 

und 


y'  y'"'  y'  y'  v 


p     //         u_    v  w_ 

7'  7' "7'  7'  y 


sind,  woraus  sich  ergiebt,  dass  auch  diese  Brüche  für  unendlich 
grosse  y  nicht  unendlich  werden. 
Daher  wird  auch  das  Product 

ly      yMy      y]"Ky      yMy      yMy  y' 
x '  y  ~  y^  *7  ~  ■£)•••  (7  —  7 '  ^7  ~~  7)  *7  ~~  7* 
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- 

welches  offenbar  ist,  für  unendlich  grosse  y  nicht  unendlich. 

woraus  man  nun  auf  der  Stelle  schliesst,  das*  der  Grad  vou  V 
oder  der  Gleichung,  welche  mau  erhält,  wenn  man  die  Grösse  x 
aus  den  beiden  gegebenen  Gleichungen  eliminirt,  das  Product  m/t 
nicht  übersteigen  kann,  wie  bewiesen  werden  sollte  e). 

Wir  wollen  jetzt  annehmeu,  duss  die  beiden  Gleichungen 

A0x»  -+-  Axx»-i  ~\~  A^x"-*  -f-  .  . .  -f-  An-Xx -f-     =  0, 

H0x»  -+-  /?,  ^r«-i  -h  Bz.rn~*      .  .  .      B„-iX  -+-ßn  =  0, 

welche  in  Bezug  auf  die  unbekannte  Grösse  x  beide  vom  Aten 
Grade,  und  deren  Coefficienten 

■  * 

A0i  Ax,  •  •  •  An — it  AH\ 

& \i  Bn—\i  B„ 

constantc  Grössen  oder  beliebige  ganze  rationale  algebraische 
Functionen  anderer  unbekannter  Grössen,  nur  nicht  von  x,  sind, 
gegeben  seien,  und  wollen  zeigen,  wie  sieb  aus  denselbeu  die  un- 
bekannte Grösse  x  jederzeit  durch  ein  auf  sehr  einfachen  Princi- 
pieu  berubendes  Verfahre»  eliminiren  lasst. 

Multiplicirt  man  nämlich  die  erste  der  beiden  gegebenen  Glei- 
chungen mit  —  B0i  die  zweite  mit  AQ,  und  addirt  die  Gleichungen 
dann  zu  einander;  so  erhält  man,  wenn  der  Kürze  wegen 

A0By — Ax  B0z=C0, 

A0B2 —  A%  B0=:Cli 

AQB3 — At  BQz^C%i 

u.  s.  w. 

A0ßn-\  —  An-\  B0  = 

A0Bn  —  An  ß0=z  C„—i 

gesetzt  wird,  die  Gleichung 

C0x"~*  -h  Ct  xn~~  H-  C2x»s  -f-  .  .  .  -h  Cn-2x  -f-  Ci-i  =  0. 

Multiplicirt  man  ferner  die  erste  der  beiden  gegebeneu  Gleichuugeu 
mit  ß„,  die  zweite  mit  — A„,  und  addirt  die  Gleichungen  dann 
wieder  zu  einander;  so  erhält  man,  wenn  der  Kürze  wegen 

A0BH  —  An  B0~  DQ1 

AxBn  —  An  BX=D„ 


°)  Diesen  Beweis  des  obigen  wichtigen  Satzes  findet  man  dem  Wesent- 
lichen nach  in  den  Exercices  de  Matheuiatiques  par  Caucliy.  T.  IV. 
p.  124.  Andere  Beweise  desselben,  namentlich  der  von  Poisson, 
sind  allgemein  genug  bekannt. 
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A%BH-AnB2=D„ 
u.  s.  w. 

An—iBn  —  An  Bn—2  =  Bn—It 

j 

A„-\B„  —  An  B„~i  =  Dn-h 

*  I 

wobei  mau  bemerken  kann,  dass  D0  =  C„_i  ist,  gesetzt  wird,  die 
Gleichung 

D0xn  -fr-  Dxxn~^  -fr-  B2a^  -fr-  . .  •  ■+-  Bn-%x*  -fr-  Z*«-^  =  0, 

oder,  wenn  man  diese  Gleichung  durch  &  dividirt,  die  Gleichung 

Z)0X7»-1  -fr- Z)^»-2  -fr-  D%aP-*  -+• . . .  -M-  Z*„-*r  -fr-        =  0, 

und  hat  also  jetzt  die  beiden  folgenden  Gleichungen  des  (»—  l)sten 
Grades: 

D0x"-i-\- D,*»-*  -fr-  D%x»~*  -fr-  .  . .  -fr-  A*-a^  -f-  Dn-\  s=  0. 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  leitet  mau  auf  ganz  ähnliche  Art 
wie  vorher,  wenn  der  Kürze  wegen 

C9D,  —  CxD0=zE0, 

C9Dt—C2D0  =  ElJ 

C0DX-C%D«  =  E„ 

U.  B.  W. 
C0Dn—2 —  Cn-iD0  =  En-Z, 

und 

ClDH-l—Cn-lD1=:Fl) 
Ca  Dn — i  —     — \BZ  —  F a> 
%  u.  s.  w. 

C„—iDH-\  —  3  =  F 

Cn^D^  —  CH-\Dn-*  =  F»-2 

gesetzt  wird,  die  beiden  folgenden  Gleichungen  des  («  —  2)te» 
Grades  ab: 

E0a>»-*  -fr-  Ex  a«*-*  -fr-  E%a?*-*     ...  -fr-  -fr-  ^«-2  =  0» 

F0x;»-z  -fr-  F,  «sr«-*  -fr-  /^.r»-4  -fr- . .  .  -fr-  Fn-*a:  -fr-  F„_2  =  0 ; 

und  wird,  wenn  man  dieses  Verfahren  immer  weiter  fortsetzt,  je- 
derzeit endlich  einmal  auf  zwei  Gleichungen  des  ersten  Grades  von 
der  Form 

MQx-\-Mx  =0, 

kommen,  aus  denen  man  dann  sogleich  durch  Elimination  von  x 
die  diese  uubekannte  Grösse  gar  nicht  mehr  enthaltende  Gleichung 
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erhält,  und  also  jetzt  an  dem  Ziele,  welches  mau  zu  erreicheo  be- 
absichtigte, angelangt  ist. 

Dieses  Verfahren ,  obgleich  an  sich  sehr  einfach  und  überdies 
völlig  allgemein,  hat  den  sehr  bedeutenden  Fehler,  dass  es  die 
Endgleichung,  als  Folge  der  Einführung  fremdartiger  Factoreu, 
häutig  von  einem  zu  hohen  Grade  liefert.  Um  uns  hiervon  zu  über- 
zeugen, wollen  wir  jetzt  einmal  annehmen,  dass  die  Coeflicienten 

-^o>  ^i*  -^a»  •  •  • 
Bot   B%i  B%>  .  .  .  BH 

der  beiden  gegebenen  Gleichungen ,  die  in  Bezug  auf  ac  vom  *»teu 
Grade  sind,  in  Bezug  auf  die  in  ihnen  enthaltene  unbekannte 
Grösse  y  respective  vom 

Oten,  lsten,  2ten, .  . .  *ten; 

Oten,  lsten,  2ten,  .  .  .  »ten 

Grude  seien;  so  siud  die  Coefficienten 

C0  =  A0Bx—Axß0J  DQz=A0ßH-Anß0, 

Cx=A0B2-AtB0,  Dx  =  AxBn  —  A„ßx; 

C%  =  A0Bt  -  AtBot  D%  =  A%Bn  -  AnB% ; 

u.  s.  w.  u.  s.  w. 

Cn—\  =  AQB„  —  AnBoi  Dn—\=.An—\Bn—  AHßfi 


der  beiden  aus  den  vorigen  Gleichungen  abgeleiteten  Gleichungen, 
welche  in  Bezug  uuf  x  vom  (»—  F)sten  Grade  sind,  offenbar  in 
Bezug  auf  y  respective  vom 

lsten,  2ten,  3ten,  .  .  .  »ten; 

*ten,  (#»     l)sten,  (*»-f-2)ten,  .  .  .  (2»  —  l)steu 

tirade.   Ferner  siud  die  Coeflicienten 

EQ  =  CQDX  —  Cx 0ot  F0  =  £0Z>«_i  —  CH-iD0 ; 

Ex  =  C0D,-  C%D„  Fx  =  Cx DH-t -  Cn-XDX ; 

E%  =  C0D9  -  CtD0i  F2  =  C%DH-X  -  Cn-xD%, 

U.  8.  W.  U.  8.  W. 

EH— 2=  CQDn—\  —  C„—\Doi  Fn—2  =  Cn—lDn~-\. —  Cn—\Dn-2 

der  beideu  uus  den  vorhergehenden  abgeleiteten  Gleichungen,  die 
in  Bezug  auf  ac  vom  {n  —  2)ten  Grade  sind,  in  Bezug  auf  y  offen- 
bar respective  vom 

(n     2)ten,  (n  -f-  3)ten,  (n  -f-  4)ten,  .  .  .  2»ten ; 

2«ten.  (2/#-f-  l)steu,  (2»-r-2)ten,  .  .  .  (3«  —  2)ten 

Grade.    Auf  ähnliche  Art  sind  die  Coeflicienten 

GQ  =  E0FX  -  EXF0,  ff0  =  EQFn-2 -  F„-2Foi 

Gx=zE0Fz  —  F3F0i  Jfl^=zElFn—2 — Fn^2Fx^ 

G3  =  EQF3  -  EZFQ,  //,  =  E^Fn-2  -  E^F*; 

U.  8.  W.  U.  S.  W. 

(,\      =  A\F^2  ~  En-2FB}  Hn-l  =  En-%Fn-2  —  EH^Fn-% 
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der  beiden  aus  den  vorhergehenden  Gleichungen  abgeleiteten  Glei- 
chungen welche  in  Bezug  auf  a:  vom  j>  —  3)ten  Grade  sind,  in 
Bezug  auf  y  olfenbar  respective  vom 

(3/*  -+-  3)ten,  (3«  -f-  4)ten,  (3/i  -f-  5)teu,  .  .  .  4/tten ; 

4/<ten,  (4/»-f- l)sten,  (4/*-f- 2)teu,  .  .  .  (5*  —  3)teu 

Grade.    Die  Cocfficienteo 

J0z=.G0Hx  —  Gx Hoi  KQ  =  GQ Hn—%  —  Gn—%II<> ; 

J t  =  G0//2  —  G%lfoi  Kx  =  Gt Hn—%  —  Gn—$H x ; 

./3  :=  GQH3  —  G %ff0.  Ä"2  =:  —  Gn—jffj  ; 

-  U.  S.  W.  U.  8.  W. 

Jn-A  =  G0ff„->  -  GH-ZH0,  Kn-i  =  Gn-kHn-i  —  G„-3ffn-4 

der  beiden  aus  den  vorhergehenden  abgeleiteten  Gleichungen,  welche 
in  Bezug  auf  ac  vom  (n  —  4)ten  Grade  sind,  sind  offenbar  in  Be- 
zug auf  y  jederzeit  respective  vom 

(7»-r-4)ten,  (7»-|-5)ten,  (7*-h6)ten,  . .  .  8*ten; 

8*ten,  (8»-r-l)steo,  (8»  +  2)tcn,  .  . .  (9»  — 4)ten 

Grade.  Wie  man  auf  diese  Art  immer  weiter  gehen  kann,  erhellet 
hieraus  schon  mit  hinreichender  Deutlichkeit,  und  überzeugen  wird 
man  sich  nun  auch  sehr  leicht,  dass  die  Coefiicienten 

JHoi  Mt  und  iV0,  Nx 

der  beiden  Gleichungen 

M0x-+-Mx  =  0, 
A^  +  N,  =  0 

des  ersten  oder  \n  —  (/*  —  l)|ten  Grades,  zu  denen  mau  durch 
fortgesetzte  Anwendung  des  obigen  Verfahrens  immer  endlich  ge-' 
langt,  in  Bezug  auf  y  jederzeit  respective  vom 

(2«-2  .  n—  l)ten,  (2«-2  .  »)ten  und  (2"~2  #  „)leDj  .  l.)teu 

Grade  sind,  woraus  sich  dann  ferner  unmittelbar  ergiebt,  dass  die 
x  gar  nicht  mehr  enthaltende  Bndgleichung 

in  Bezug  auf  y  jederzeit  vom  (2*— 1  .  //)ten  Grade  ist.  Nach  dem  - 
in  §.  5.  bewiesenen  Satze  kann  aber  unter  den  gemachten  Voraus- 
setzungen die  Endgleichung  in  Bezug  auf  y  den  Grad  nn  —  n- 
niemals  übersteigen,  und  wenn  man  also  untersuchen  will,  ob  die 
obige  Kliminationsmethode  die  Budgleichung  von  einem  zu  hohen 
Grade  liefert,  so  kommt  es  darauf  an,  die  Fälle  zu  ermitteln,  in 
denen 

2«-i  .  //  —  n2  >  0 

oder 

2*-l  —  n  >0  oder  2"-i  >  n 

ist.  Für  it  =  i  und  /*==2  ist,  wie  man  leicht  findet,  2/,_l  =  //. 
Für  n  =  3,  /*  =  4,  ##  =  5,  n  =  0  ist  dagegen,  wie  mau  ebenfalls 
leicht  findet,  immer  2»-i>-»)  woraus  mau  schliesst,  dass  für 


Digitized  by  Google 


jederzeit  2*— i^>n  ist.  Um  die  allgemeine  Gültigkeit  dieses  Sat- 
zes zu  beweisen,  wollen  wir  annehmen,  tiass  derselbe  für  /*>2 
gilt,  so  dass  2*— 1  Z>  **  ist,  und  wollen  daraus  abzuleiten  suchen, 
dass  er  dann  jederzeit  auch  für  »-f-1  gelten  muss,  wodurch  seine 
allgemeine  Richtigkeit  bewiesen  sein  wird.  Weil  nun  aber  nach 
d<  r  Voraussetzung  2"-l>»  ist.  so  ist,  wenn  man  auf  beiden  »Sei- 
ten mit  2  mnltiplicirt,  auch  2M^>2/>  oder  2"  ;>>  j» -4- »,  und  folg- 
lich ,  weil  n  >  2  ist,  offenbar  2»  >> *  -+-  1  oder  2(»+*)-i  »  -f-  1 , 
so  dass  also  der  Satz  in  der  That  auch  für  »-4-1  gilt,  und  daher 
allgemein  ist.  Aus  dem  Vorhergehenden  sieht  man,  dass  die  obige 
Kliminationsmethode  die  Endgleichung,  wenn  »>2  ist,  immer  von 
einem  zu  hohen  Grade  liefert,  und  der  Grad  des  eingeführten 
fremdartigen  Factors  ist  im  Allgemeinen 

2»-i  .  n  —  /*»  =  *(2»-i  —  n\ 

Für  7/  =  3,  nz=.  -4,  n  =  5,  j»  =  6,  n  =  7,  n  =  8,  «  =  9,  *i=10 
ist  also  dieser,  fremdartige  Factor  respective  vom  3ten,  löten, 
55sten,  15östen,  399sten,  960sten,  2223sten,  5020sten  Grade,  und 
steigt  demnach  sehr  bald  zu  einem  sehr  hohen  Grade,  woraus  die 
Unzweckmässigkeit  ,der  obigen  Kliminotionsinethode  deutlich  genug 
erhellen  wird  ^. 

Im  Vorhergehenden  ist  angenommen  worden,  dass  die  beiden 
gegebenen  Gleichungen  in  Bezug  auf  x  von  demselben  Grade  sind. 
Ist  dies  aber  nicht  der  Fnll,  so  kann  man  immer  die  beiden  Glei- 
chungen leicht  auf  denselben  Grad  bringen,  wenn  man  der  Gleichung 
von  dem  niedrigem  Grade  am  Anfangt*  so  viele  Glieder  mit  dem 
Coefiicienten  Null  beifugt,  als  erforderlich  sind,  um  diese  Gleichung 
auf  denselben  Grad  wie  die  höhere  Gleichung  zu  bringen.  Hier- 
nach kann  man  dann  auf  die  beiden  Gleichungen  die  obige  Klimi- 
nationsmethode  offenbar  wieder  gabz  auf  dieselbe  Weise,  wie  im 
Vorhergehenden  gelehrt  worden  ist,  anwenden. 

Sehr  leicht  kann  nun  aber  auch  gezeigt  werden,  dass  durch 
die  im  Vorhergehenden  behandelte  Aufgabe  das  Eliminationsprohlcm 
für  Gleichungen  höherer  Grade  überhaupt  im  Allgemeinen  gelöst  ist. 
Hat'  man  nämlich  m  Gleichungen  mit  den  m  unbekannten  Grössen 
.r,  y,  s, .  .  .  «r,  v\  so  ordne  man  diese  sämmtlich  nach  der  einen 
dieser  unbekannten  Grössen,  etwa  nach  der  Grösse  und  elimi- 
nire  dann  nach  der  im  Obigen  gelehrten  Methode  a:  aus  der  lsten 
und  2tcn,  2ten  und  3tcn,  oten  und  4ten,  u.  s.  w.  (m — l)sten  und 
«Ifen  Gleichung,  so  erhält  man  m — 1  offenbar  die  Grösse  jc  gar 
nicht  mehr  enthaltende  Gleichungen,  welche  man  nun  sämmtlich 
nach  y  ordnet,  und  dann  ganz  auf  dieselbe  Weise  wie  vorher  y 
eliminirt,  wodurch  man  m  —  2  die  Grössen        y  gar  nicht  mehr 


°)  Will  man  sich  noch  deutlicher  überzeugen,  dass  bei  der  Anwendung  der 
obigen  Eliminationsntethode  fremdartige  Factoren  eingeführt  werden, 
so  s.  m.  Sammlung  von  Aufgaben  aus  der  Theorie  der  alge- 
braischen Gleichungen  von  M.  Hirsch.  Erster  Theil.  Ber- 
lin 1809.  S.  109  ff.,  wo  die  vier  ersten  Grade  besonders  betrachtet 
sind.  Auch  kann  man  den  Artikel  Elimination  in  dem  zweiten 
Theile  meiner  Supplemente  zum  Klügel'schen  Wörterbuche 
und  eine  Abhandlung  von  Gergonne  in  den  Annales  de  Mathema- 
tiques.  T.  XXI.  p.  41.,  wo  auch  zugleich  Mittel  angegeben  sind,  durch 
die  man  sich  von  den  fremdartigen  Factoren  möglichst  frei  halten  kann. 
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enthaltende  Gleichungen  bekommt,  auf  die  man  nun  wieder  ein 
ganz  ähnliches  Verfahren  anwenden  kann.  Endlich  wird  man  auf 
diese  Weise  zu  m  —  («•—  1)  die  m  —  1  unbekannten  Grössen  x9 
y,  *,...«  gar  nicht  mehr,  d.  h.  zu  einer  bloss  noch  die  eine 
unbekannte  Grösse  v*  enthaltenden  Gleichung  gelangen,  und  also 
den  Zweck  des  Verfahrens,  welches  man  im  Allgemeinen  mit  dem 
Namen  der  Elimination  der  unbekannten  Grössen  zu  belegen  pflegt, 
vollständig  erreicht  haben. 

Die  im  Obigen  entwickelte  Eliminationsmethode  ist  von  Euler 
in  dem  zweiten  Theile  der  Introductio  in  Analysin  Infini- 
torum.  Cap.  XIX.  p.  255  gegeben  worden.  In  den  Mlmoires 
de  l'Acad£mic  des  sciences  de  Berlin.  1764  scheint  aber 
Kuler  selbst  die  erste  ErGndung  dieser  Methode  Newton  beizu- 
legen. In  ihren  Principien  im  höchsten  Grade  einfach ,  führt  die- 
selbe jedoch,  wie  oben  ausfuhrlich  aus  einander  gesetzt  worden 
ist,  häufig  zu  Gleichungen  sehr  hoher  Grade,  die  von  denen  in 
ihnen  enthaltenen  fremdartigen  Factoren  gewöhnlich  nur  mit  nicht 
leicht  zu  überwindenden  Schwierigkeiten  befrei't  werden  können. 

»7. 

Eine  zweite  merkwürdige  Eliminationsmetbode  wollen  wir  jetzt, 
um  nicht  zu  weitläufig  zu  werden,  zwar  nur  an  einem  besondern 
Falle,  aber  doch  so  erläutern,  dass  die  allgemeine  Gültigkeit  der 
Regeln,  welche  wir  aus  unserer  Entwicklung  ableiten  werden,  auf 
der  Stelle  und  ganz  von  selbst  in  die  Augen  fallen  wird. 

Wir  wollen  nämlich  annehmen,  dass  aus  den  beiden  Gleichungen 

fix)  =  ax 1  -|-  bxA  -+-  cx*  -\-dx*  -f-  ex  -f- /=  0 

und 

F\x)  =  Ax  •  -h  Bx *     Cx  •+■  D = 0, 

welche  in  Bezug  auf  x  respective  vom  fünften  und  vom  dritten 
Grade  sind,  die  Grösse  x  eliminirt  werden  soll.  Zu  dem  Ende  sei 
w  ein  diesen  beiden  Gleichungen  genügender  Werth  von  x,  so  ist 
nach  der  allgemeinen  Theorie  der  Gleichungen  für  jedes  x 

fix)  =  (x  —  w)fx  (x),  F{x)  =  {x  —  w)Fx  ix)y 

wo  fxi&)  und  Fiix)  ganze  rationale  algebraische  Functionen  des 
vierten  und  zweiten  Grades  von  x  bezeichnen.   Also  ist  für  jedes  x 

fix)  Fxix)  =  ix^w)fxi*)Fx(x\ 

Fix)  /,  ix)  =  ix  —  w)fAx)Fx  ix) ; 

und  folglich  tür  jedes  x 

fix)Fxix)  =  Fix)fxix)  t 

oder 

/t4^,(*)-/W.(*)  =  «- 
Setzen  wir  also 

fxix)  =  —  px*  —  gx*  —  rx*  —  sx  —  t, 

Fx{x)  =s  Px*  -+-  Qx  +  Ä; 

so  ist  für  jedes  x 
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0  =  (axl  -f- bx*  -+-  exx  rix*  -\-ex-ir  f)  (Px2  -f-  Qx -+-  R) 
-f-  (Ax*  -+-  ßxz  -\-Cx-{-ß)  {px4  -\-qxx  -\-  rxx  -+-sx-\- 1), 

also  nach  gehöriger  Entwickelung  für  jede»  x 

{\=aPx1-\-a  Q  x  *  -\~aR  x  8 


-höR  x* 

-\-cQ  -\-cRx 

■ 

• 

• 

■ 

+dP  -{rdQ 
-heP 

-\-dRx 

-+*Q 

-hfP 

-\-eRx 
-K-fU  +fR 

-{~Ap  -\~Aq 

\  Af 

-{-As  -\~At 

+Bp 

-\-ßr  -\-Bs 

-\-Bt 

■ 

-hCp 

+Cq  -{-Cr 

~\-Cs 

• 

-{-Br 

-{-Bs  -{-ßt 

und  folglich 

«/> 

-hAp 

=  0, 

-f- 

Bp  ■+-  Aq 

=  0, 

Cp  ~\-  ßq-\-  Ar 

=  0, 

dP  +  cQ 

Dp  -{-Cq  -{-  Br 

-\-A* 

=  0, 

eP  +  dQ 

-4-  c/l 

-\-Dq-\~Cr 

fP  -heQ 

-\-dR 

-\-  Dr  -+-C9  -f-Ä/  =  0, 

-4-/Ö  -\-eR  +Ds-\-Ct  =  ^ 

-h/R  -\-Dt=Q. 

Dies  sind  acht  Gleichungen  zwischen  den  acht  Grössen  /* 
B;  p9      r,  #,  t.    Hat  man  nun  aber  zwischen  den  n  Grössen 
x,  y,  x, .  . .  vi  v  überhaupt  n  Gleichungen  des  ersten  Grades  oder 
n  sogenannte  lineare  Gleichungen  von  der  Form 

a0x     b0y  -f-  c0%  -f-  . . .  -4-  go"  H-  hQv  =  0, 

«»arH-^jy-f-CjX-h  .  .  .  -\-  g xu -\-  h xv  =  % 

a^x  -f-  b^y  -+-  c2ä  +...-+-  ^3t>  =  0, 

«3^  +  ^,y-f-r3^ -h  .  .  .      gtu-\-  hxv  —  ^S^ 

u.  s.  w. 

a„^\X  -+-  b„—xy  -f-  Cn-l*  -4-  ...  -f-  -+-  ^n-l«'  =  0 ; 

so  folgt  aus  denselben,  wie  aus  f.  4.  erhellet,  wenn  man  die  dort 

gebrauchten  Bezeichnungen  auch  jetzt  beibehält,  da  die  in  dem  in 
ede  stehenden  Paragraphen  durch 

y(*>  b,  c,  d,..  .  g,  h)y 
9P(«r,  k,  cy  d,  .  .  .  £), 

y(<jf,  £,£,</,...  g,  h), 
u.  s.  w. 
b,  c,  d,...  g,  k) 
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bezeichneten  Functionen  jetzt  offenbar  sämmtlich  verschwinden,  je- 
derzeit 

x<p(a>  d,...g,  //)  =  0f 

by  er,  rf,.         //)  =  0, 
*5P(«,  6,  r,  //)  =  0, 

U.  8.  W. 

v(p(a,  6,  c,  */,...  g>  /)  =  0. 

v <jp(/ar,  6,  c,  </,  .  .  .  g,  /t)  =  0. 

Weiss  man  also  aus  andern  Gründen,  dass  die  Grössen  .tr,  y,  as, . . . 
1/,  #  nicht  sämmtlich  verschwinden,  dass  folglich  wenigstens  eine 
derselben  nicht  verschwindet,  so  ist  man  inrnier  berechtigt  zu  schlies- 
sen,  dass 

<p(a,  6,  c,  fly  ...  g,  //)  =  0 

ist  Kehren  wir  jetzt  wieder  zu  unsörn  obigen  acht  Gleichungen 
zwischen  den  acht  Grössen  P,  Q,  Ii,  p,  r,  «,  /  zurück,  so  ist 
man  offenbar  immer  zu  der  Annahme  berechtigt,  dass  diese  acht 
Grössen  nicht  sämmtlich  verschwinden,  weil,  wenn  dies  der  Fall 
wäre,  wegen  der  aus  dem  Obigen  bekannten  Gleichungen 

fW  =  (*  —  •*)/, Gr),  F{x)  =  (.r- w)F, (or), 

d. 

f(x)  =  —  (ac  —  w)  (/at*  ■+•  fjac*  -4-  rar*      ix  -+-  /), 
F{x)  =z(x-  w)  (Rt*  -4-  Qx-h  R). 

für  jedes  a: 

/[*)  =  o,/r*)=of 

d.  i.  für  jedes  a? 

axh  -f-  hoc*  -\-cx%  -\-  dx"1  4-  6>.r -r- /=  0, 

und  folglich 

J=ß=C=/Jz=0 

sein  würde,  welches  offenbar  ungereimt  ist.  Da  also  die  Grössen 
P,  Q,  R,  p3  r,  t  nicht  sämmtlich  verschwinden,  so  ist  man 
das  vorher  überhaupt  von  n  linearen  Gleichungen  zwischen  den  n 
Grössen  a:,  y,  *,  . .  .  «r,  v  bewiesene  Verfahren  auf  unsere  obi- 
gen acht  Gleichungen  des  ersten  Grades  zwischen  den  acht  Grö- 
ssen P,  Qy  R,  p,  q>  rf  s9  t  anzuwenden  berechtigt,  und  zwar  auf 
folgende  Art. 

Die  in  Rede  stehenden  acht  Gleichungen  können  auf  folgende 
Art  geschrieben  werden: 
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a/>-fr-  OQ  -fr- OB -fr-  Ap  -fr-  Oy  -fr-  Or  -fr-  Ot  +  0;  =0, 
&PH-«#-fr-OÄ-fr-  ßp-h  Aq~\-  Or  -fr-  0*  -fr-  0/  =0, 
c/* -4- -4-  t>  +Ä^  +  ir+  Oi  -fr-  0/  =0, 
dP-\-cQ-+-bR-t-Dp-\-  Cq -fr-  Br  -fr-  As  -fr-  0/  =0, 
eP-+-dQ-+-cR~\-  Op  -fr-Tty-fr-  Cr  + ßs-t- Je=0, 
/R-\-eQ-\-dR-+~  Op  -fr-  Oy  -fr-ZJr-fr-  Ci  +  ÄzsO, 
0/»-fr- /ö-fr-  */*-fr-  Op  -f-  Oy  -fr-  Or  -fr- Zfr-fr-  Ct  =  0, 
OP-fr-Otf -fr-//l-fr-  Op  -fr-  Oy  -fr-  Or  -fr-  0#  -fr-Zfc=:0; 

und  die  Coefficienten  dieser  acht  Gleichungen  sind  also 

«,0,0,^,0,  0,  0,   0  % 
by  «,  0,  0,  0,  0 

c,  ö,  «,  C,  B ,  ^,  0,  0 
</,  c,      Z>,  <7,  ^,  ^,  0  . 
e,  d,  c,  0,  ZJ,  Cy  By  A 

fy     Cy    dy       Oy       Oy     Dy     Cy  B 

Oy     fy       €y         Oy         Oy         Oy       Dy  ^ 

0,  0,  /,  0,  0,  0,  0,  D 

Bildet  man  nun  aus  diesen  Coefficienten  die  in  §.  4.  durch  y  be- 
zeichnete Function  ganz  auf  die  dort  gelehrte  Weise,  und  setzt 
dieselbe,  wie  dies  nach  dem  Vorhergehenden  verstattet  ist,  der  Null 
gleich,  so  erhält  man  eine  die  Grösse  x  gar  nicht  mehr  enthaltende 
Gleichung,  welche  also  das*  gesuchte  Resultat  der  Elimination  die- 
ser Grössen  aus  den  beiden  gegebenen  Gleichungen 

ax%  -fr-  bx*  -fr-  cxx  -fr-  dx9  -fr-  ex  -\-f=  0, 

Aas*  -fr-  Bx'  -fr-  Cx  -fr-  D  =  0 

ist,  und  die  Elimination  lässt  sich  daher  nach  dieser  Metbode  im- 
mer ohne  grosse  Schwierigkeit  und  ohne  weitläufige  Rechnungen 
ausfuhren.  Nöthig  ist  nur  noch,  dass  wir  zeigen,  wie  das  obige 
Schema  der  Coefficienten  immer  leicht  entworfen  werden  kaun. 
Die  einfachste  Art  scheint  uns  folgende  zu  sein.  Man  bilde  zuerst 
aus  den  Coefficienten 

Qy     by     Cy     dy     €y  f 

und 

Ay     By      Cy  D 

der  beiden  gegebenen  Gleichungen  nach  einer  sich  leicht  von  selbst 
ergebenden  höchst  einfachen  Regel  das  folgende  Schema: 


Tbeii  II. 
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by  €t)  By  A, 

c9  b,  tty  C9  B,  A, 

dy  c,  b,  D,  C9  B,  A,        \-  '    .  •-  * . 
e,  d,  r,         D,  Cy  B,  Ä 
fye,ä,  D,C,B 

/,  e,  \-      B9  C  i  . 

und  fülle  hierauf  nlle  fehlenden  Stellen  durch  Nullen  aus,  so  er- 
hält man  unmittelbar  das  gesuchte  Schema 

*,  0,  0,  A,  0,  0,  0,  0 

by  *,  0,  ß,  A9  0,   0,  0 

c,  b,  a>  Cy  B,  A,   0,  0 

d,  c,  b,  B,  C,  B9  A,  0 

e,  d9  <?,  0,  B,  C9  By  A 

/,     By    dy       0,      0,    Üy     C,  B 
0,    /,    Cy       0,      0,      0,    By  C 

0,  0,  /,   0,  0,  0,  0,  D 

der  Coefficienten,  aus  denen  die  der  Null  gleich  zu  setzende  Function 
(p  nach  den  in  f.  4.  gegebenen  Regeln  gebildet  werden  muas. 

Man  kann  noch  auf  eine  andere  sehr  einfache  Weise  zp  der 
durch  Elimination  von  X  aus  den  beiden  gegebenen  Gleichungen 

— 

ax 6      bx*  -+-  cx*  -f-  dx2  -f-  ex  ~\rf=  0 

••  - 

und 

entspringenden  Gleichung  gelangen.  Aus  diesen  beiden  Gleichun- 
gen ergeben  sich  nämlich  unmittelbar  die  acht  folgenden  Glei- 
chungen : 

ax7  -f-  bx*  -f-  cx*  -f-  da*  -f-  ex*  fx%  -f-  Qx*  -f-  0ar°  =0, 
Ox7  -+-  ax*  -f-  Aar*  -h  cx*  -+-  rfar»  -f-/^1  -4-  0^r°  =0, 

Ox7  -f-  0^r6  -f-  «r.r6  -f-  <fo;4  -f-  ro?*  -f-  dx9  tf^r1  -f- /Sr0  =0, 
^r7-f-ÄreH-f^rs  -+-Zte4-+-  0^cs  0x2  Ojt1  0^r°  =0, 
Ox7  -\-  Ax*  -\-Bx*  -\-  Cx*  -{-Dx3-\-  Ox*  -f-  0xl  -+-  0x°  =0, 
Ox7  -h  0^r«  -f-^rR'-f-  ^r4-f-  Gtr»  -h/>jr2H-  Oa?1  H-  Qx°  =0, 
0.r7  H-  0^rÄ  -f-  (Kr5  -f-  ^r4  -\-Bxl  Cx*-i-Bxl  0^r°  =0, 
Ox7      0o7*  -+-  O^r6  -f-  0.r4      ^.r » 4- ßx* -h  Gr1  -f-Zfcro=0; 

deren  Coefficienten 
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er,  //,    c9    dy    e,  f\  0,  0 

0,  ff,    by    ct    <f,    e,  fy  0 

0,  0,   ff,   by  c,  d>  e9  f 

Ay  B,  C,  Dy  0,  0,  0,  0 

0,  Ay  B>  Ct  D9  0,  0,  0 

0,  0,  A,  B,  r,  D,  0,  0 

0,  0,  0,  A,  B,  Cy  Dy  0 

0,      0,       0,       0,    Ay     By      Cy  D 

sind,  aus  denen  man  nach  den  in  §.  4.  gegebenen  Regeln  die 
Function  tp  bilden,  dieselbe  der  Null  gleich  setzen,  und  dadurch 
eine  die  Grösse  x  gar  nicht  mehr  enthaltende  Gleichung,  d.  h.  das 
gesuchte  Resultat  der  Elimination  der  Grösse  a:  aus  den  beiden  ge- 
gebenen Gleichungen  erhalten  kann.  Das  obige  Schema  der  Coef- 
ficienten  bildet  man  am  leichtesten  auf  folgende  Art.  Man  schreibt 
zuerst 

ff,         by       Cy        dy       €y  f 

a,  by  Cy  dy    e,  f 

Oy  by  Cy  dy         Cy  f 

Ay     By      Cy  D 

Ay     By  Cy  D 

Ay  By      Cy  D 

A,  B,  c\  n 

Ay     By      Cy  D 

und  füllt  hierauf  alle  fehlende  Stellen  durch  Nullen  aus,  wodurch 
sich  ergiebt 

ff,  by  Cy  dy  €,  fy  Oy  0 
0,  ff,  by  Cy  dy  €y  fy  0 
0,  0,  ff,  by  C,  ^  Cy  f 
A,  By  Cy  By  Oy  0,  0,  0 
0,  Ay  By  Cy  By  Oy  Oy  0 
0,        0,       Ay     By      Cy       Dy  Oy  0 

0,  0,  0,  Ay  By  Cy  Dy  0 
0,       0,       0,       0,    Ay      By        Cy  D 

ganz  wie  oben. 

Um  nur  ein  ganz  einfaches  Beispiel  zu  den  beiden  vorher- 
gehenden Regeln  zu  geben,  so  habe  man  die  beiden  Gleichungen 

aj?2     ba:  -f-  c  =  0,  Aa:  -+■  B  =  0. 

Bei  der  Anwendung  der  ersten  Regel  bildet  man  das  Schema 

ff,    Ay  0 

by  By  A 
C,       Oy  B 
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Bei  der  Anwendung  der  zweiten  Regel  muss  man  das  Schema 

a,  6)  e 
A,  ß,  0 
0,  Ay  B 

bilden.    Betrachtet  man  nun  überhaupt  die  drei  Gleichungen 

a0x  -\-  b0y     cQx  =  0, 

a2a:  -f-  b*y  +  c2%  =  0 ; 

so  ist  uach  §.  4. 

P=  (b  —  a)  (c  —  ä)  (c  —  £), 
und  folglich,  wenn  man  dieses  Product  gehörig  entwickelt, 

P—  bc*  —  b*C  +        —  «c2  H-  «*c  — 
oder  vielmehr  , 
/>=  —  a°b2cl  -4-      V»  —  axb°c*  -+-  —  ä»*1*0, 

und  folglich  durch  Verwandlung  der  Potenzexponenten  in  Indices 
die  Function  (p  in  diesem  Falle 

a0bxc2  —  ajpzcx  -f- ajt%c0  —  axb0cz  -+- «2£0ci  —  «»*i^o- 
Wendet  man  nun  die  erste  der  beiden  obigen  Regeln  an,  so  mnss 
man 

«0  =  «,  £0  =  co=0 
a,  =i,  blr=ß,cl=A 
a%  =     Äa  =  0,   cz  =  B 

setzen,  und  erhält  hierdurch  die  gesuchte,  nicht  mehr  enthaltende 
Gleichung 

aß*  —  bAß-+-cA*  =  0. 

Wendet  man  die  zweite  der  beiden  obigen  Regeln  an,  so  muss 
man 

«o  =  «?  b0  =  &>  c0  =  c 

ax  =A,  bx=B,  cx  =  0 

«ra  =0,  b%  =  Ay  c%  =  B 

setzen«  und  erhält  hierdurch  wieder  die  gesuchte,  x  nicht  mehr 
enthaltende  Gleichung 

aß*  +  cA*  —  bAß  =  0 

oder 

aß2  —         -f-  £?^»  =  0, 

ganz  übereinstimmend  mit  dem  vorher  gefundenen  Resultate. 

Dieselbe  Gleichung  erhält  man  auch  durch  das  gewöhnliche 
EliminationBverfahreu  in  einem  solchen  Falle  wie  der  vorliegende 
auf  folgende  Art.  Bestimmt  man  ac  aus  der  zweiten  der  beiden 
gegebenen  Gleichungeo,  so  erhält  man 
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uLii  dieser  Werth  von  a:,  in  die  erste  Gleichung  gesetzt,  giebt 
oder 

aB%  —  6^49  -f-  cA%  =  0, 

guz  wie  vorher. 

Zur  Berechnung  weitläufigerer  Beispiele  feb'll  hier  der  Raum, 
da*  vorhergehende  wird  ober  aucb  zur  Erläuterung  der  Anwendung 
der  beiden  im  Obigen  entwickelten  Regeln  schon  hinreichend  sein. 

Um  uns  einigeruiassen  ein  Urtheil  über  die  Anwendbarkeit  der 
vorhergehenden  Methode  bei  der  wirklichen  Ausfuhrung  von  Eli. 
uinationen  zu  bilden,  wollen  wir  in  der  Kürze  untersuchen,  wie 
gross  im  Allgemeinen  die  Anzahl  der  Glieder  ist,  aus  denen  die 
x  nickt  mehr  enthaltende  Gleichung  besteht,  zu  welcher  die  obige 
Methode  fuhrt.  Wenn  zwischen  n  unbekannten  Grössen  »  lineare 
Gleichungen  gegeben  sind,  so  ist  im  Allgemeinen  die  Anzahl  der 
Glieder  der  Zähler  und  Nenner  der  Werthe  der  unbekannten 
Grössen  die  Permutntiouszahl  für  n  verschiedene  Elemente,  näm- 
lich 1.2.3...«,  welches  ganz  unmittelbar  und  von  selbst  aus 
Bezout's  und  Cramer's  Regeln  für  die  Eliminatiou  der  unbe- 
kannten Grössen  aus  Gleichungen  des  ersten  Grades,  die  wir  hier, 
wie  schon  oben  erinnert  worden  ist,  als  bekannt  voraussetzen,  er- 
hellet.  Sind  nun  die  beiden  gegebenen  Gleichungen,  aus  denen  a: 
eliminirt  werden  soll,  in  Bezug  auf  diese  Grösse  überhaupt  vom 
wteo  und  vom  «ten  Grade,  so  hat  man  hei  der  Anwendung  der 
obigen  Eliminationsmethode,  wie  sogleich  in  die  Augen  fallen  wird, 
eigentlich  m  -fr-  n  Gleichungen  des  ersten  Grades  zwischen  eben  so 
vielen  unbekannten  Grössen  aufzulösen,  und  der  gemeinschaftliche 
Nenner  der  Werthe  dieser  unbekannten  Grössen  ist  die  Function 
der  je  nicht  mehr  enthaltenden  Gleichung,  zu  welcher  die  obige 
Eliminationsmethode  führt,  so  dass  also  die  Anzahl  der  Glieder 
dieser  Gleichung  nach  dem  Vorhergehenden  im  Allgemeinen 
1  .  2  .  3  .  .  .  (m-\-  n)  ist,  weun  auch  allerdings  wegen  der  vorkom- 
menden verschwindenden  Coefficienten  mehrere  dieser  Glieder  weg- 
fallen, und  die  Anzahl  der  Glieder  im  Ganzen  sich  daher 
etwas  verringert.  Weil  aber  z.  B.  für  m  -fr-  n  =  10  schon 
1.2.3...  (m  -fr-  »)  =  3628800  ist,  so  sieht  man,  dass  die  Auzahl 
der  Glieder  der  as  nicht  mehr  enthaltenden  Gleichung  doch  sehr 
bald  uogeheuer  gross  werden,  und  die  Elimination  von  a;  nach 
der  obigen  Metbode  iu  der  Praxis  dann  so  gut  wie  unausführbar 
sein  wird. 

Auch  diese  zweite  Eliminationsuiethode  lehrt  dem  Wesentlichen 
nach  Euler  in  der  introduetio  in  Aualysiu  lufinitorum  . 
Cap.  Xl^i.  p.  265.  In  neuester  Zeit  ist  dieselbe  von  Sylvester 
in  «lern  Philosophical  Magazine.  February.  1840  und  vou 
Richelot  in  Crelle*s  Journal  mit  mehreren  guten,  in  das 
Obige  dem  Wesentlichen  nach  mit  aufgenommenen  Bemerkungen 
bereichert  worden. 


$.  8. 

In  den  Memoires  de  PAcademie  des  sciences  de  Paris.  1764b 
hat  Bezout  eioe  Eliminationsmethode  angegeben,  die  im  Allgemei- 
nen auf  Folgendes  hinaus  kommt.  Die  beiden  gegebenen  Gleichun- 
gen seien  jetzt 

a0&»     axa^-x  -h  ö,^"2  H-  .  .  .  -f-  ««-l-r  -f-  =0, 

bQxn  +  b^-i  -f- b2a:»-Z  £„-i:r  -+-  b*  =  0, 

wobei  wir  bemerken,  dass  in  den  Fällen,  wo  die  beiden  Gleichun- 
gen nicht  von  demselben  Grade  sind,  die  Coefficienten  einiger  An- 
fangsglieder in  der  einen  dieser  beiden  Gleichungen  ajji verschwin- 
dend zu  befrachten  sind.  Diese  beiden  Gleichungen  wollen  wir 
auf  die  Form 

a0xn-±-avxn-i  -4-  . .  .  -f-  ata^-4 

=  —  (ai+i&*— /_1  -f-  ai-vicc"—1-"1  -f-  .  .  -f  -  an—\ao  -f-  a„), 

bQ&» -f-  6x£Cn—1  -f-  •  . .  bix*—1 

=  —  (bl+ia*1-*-1  -f-  bi+fiac*-1-*  -f-  .  .  -f-  bn-\X  H-  b„) 

bringen,  wo  /  jede  der  positiven  ganzen  Zahlen 

0,  1,  2,  3,  4, . .  .  »—1 

sein  kann.  Aus  den  beiden  auf  diese  Weise  dargestellten  Gleichun- 
gen folgt  durch  Division 

a0x* axxl—l  -f-  a% xl-*     . .  -h  g/— iar  g/ 
-f-  ä4  J7^-I  -f-  bzx*^*  H  |-         -|-  £/ 

 c/-4-i^r»-^-l  -4-  ai+vc»-?-2  -f  h  g^-i  jr  -f-  g» 

Äm«"-7"1  -I-  bl+2Xn-1—2  -f-  . .  -f-  An— tr 

und  folglich,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  mit  dem  Producte  der 
beiden  Nenner  mulriplicirt, 

{a0xl  -f-  a^*- 1  -+-..-+-  ai—\x  •+- 

X  -f-  bi+*v"-<-i  -f-  .  .  -f-  b^-xx  -f-  ) 

—  (b0a:1  -f- a^— 1  -f-  .  .  -f-  •+-  £/) 

X(ai+i&"-1—1  -h  «/-H^n-;_2  -f-  . .  4-  «*— 1.2?  -+-  «n)  =  0. 

Denkt  man  sich  jetzt  die  Grösse  auf  der  linken  Seite  des  Gleich- 
heitszeichens nach  Potenzen  von  a:  entwickelt,  so  wird  dieselbe 
offenbar  die  folgende  Form  annehmen: 

A^ia:*—*-     Aija?*-~     A%jxn—*  +  . . .  -f-  An-^  iüc  -f-  An-\y  i  =  0, 

und  mittelst  einer  sehr  einfachen  Betrachtung  überzeugt  man  sich 
leicht  von  der  Richtigkeit  der  folgenden  Ausdrücke: 

Ao,i  =  a0b/+x  —  b0ai+ 1, 

Aiti  =  ax  h+i  -—  b  t  ai+t 

A%i  =  ttzbt+i  —  b^ai+i 
« ,  bi+i  —  b , 
-f-  ffo*/+a  —  ÄoW-m- 
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o.  s.  w. 


-fr-  a/-2^/+»  —  bi-iai+t 


-fr-  ör/-i^H*  — 
■4-  a/-2^/-H6  ~ 


U.  8.  W. 


^n~2,/  =  «f*«— 1  —  btan—\ 


Bei  4er  Anwendung-  dieser  Ausdrucke  zur  Entwicklung  der 
Grossen 


A%ti\  A%i\  Jt<ü  .  ..JL»-\,i 

bat  man  sieb  nur  zu  merken,  dass  man  sowohl  in  der  Reihe  der 
durch  a  mit  den  gehörigen  indices,  als  auch  in  der  Reihe  der 
durch  b  mit  den  gehörigen  Indices  bezeichneten  Coeflicienten  von 
jedem  Gliede  an  aufsteigend  und  absteigend  immer  nur  so  weit 
fortschreiten  muss,  als  diese  Coeföcienten  uicht  verschwinden.  Um 
dies  durch  ein  Beispiel  zu  erläutern,  sei  /=4,  »=*i  su  ist 
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> 

* 

jr 

-»1,4  =  «.»1 

■  # 

w 

m 

-^5,4  =  «A 

44  =  ^7 

Sehr  leicht  erbellet  nun  aber  auch  aus  dem  Vorhergehenden  die 
Richtigkeit  der  nachstehenden  für  das  Folgende  wichtigen  Re- 
lationen : 

4i+\ti  =  ^tjM% 

Ai+^  i  =  Ai,  1+3, 
u.  s.  w. 

4n—%  l z=z  Alt  n — i> 

Aus  der  Gleichung 
Jo,  /^r«-1  -f-  Au  ;^r»-2  -f-      z^1"3  -4- . . .  -f-  An^ix  -4-  ^*_i,/=0, 
oder  vielmehr  aus  der  Gleichung 

A^iaF-i -\-Ahia7"-z -f- A2j&"-$  -f-  ...  -r-^«-!,/^1  -r-<<*«-i,w?0  = 

erhält  man,  wenn,  was  verstattet  ist,  für  /  nach  und  nach  die  po- 
sitiven ganzen  Zahlen  0,  1,  2,  3,  4, 1  gesetzt  werden, 
die  folgenden  n  Gleichungen: 

Ao&v-i -f- Ai&c*-* -+-  Ayotf*-* -4- . . .  ^rAm^Kx  +An-\j&°=Q> 
^0>l^,-1^^l,l^»-2-f-^2,l^W-2-f-  -T-^«_i,i^o=0. 

^/o^  *-*  -f-  ^l^^r»-2-*-  ^2^rM""3-f-  •  - .  -f-  An-2*x  1  -4-  ^„-i^o:0z=  0, 

U.  8.  W. 

^o,*-i#,*~~1  -+-  ^ljA-i^r«- 2  -+-  A%n— -4-  . .  . 

-f- ^„-2,11-1^ 1  -r-^*_t,»-*iaro  =  0; 
und  wird  also,  wie  sich  aus  dem  Obigen  sogleich  ergiebt,  <tu  der 
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^suchten,  die  Grösse  x  nicht  mehr  enthaltenden  Gleichung  ge- 
faog-eo,  weuo  iuuii  aus  den  Grossen 

<d<M\  Ai$  \  •  •  •  An-*$\  An—lfi 

A\A \  A%\\  .  .  •  An-j^w  An-\* 
^Ü,3i  A\#\  A^t  \  .  .  .  An~%l\  Am—1# 
U.  8.  W. 

A^n— 9*  Ai^^;  A%j*~*\  .  .  .  An^n-K  An-^l^-l 
^0^—1»  -^l^-lj  Aipr-.\  \  .  .  .  A*-fy*-\\  An— l^n-l 

uif  bekannte  Weise  die  im  Obigen  durch  m  bezeichnete  Fuuction 
Met,  und  dieselbe  der  Null  gleich  setzt.  Aus  den  im  Vorher, 
gehenden  bewiesenen  Relationen  ergiebt  sich  aber  auf  der  Stelle, 
ins  man  auch  statt  des  obigen  Schema's  das  Schema 

-^o;  -^0,1?  Aoß\ . . .  A(^n—i\  Aq^i 

-4h;  . . .  -^l^-a;  A\j>-\ 

^oa;  Ai&  Ai#\ . . .  A%^^\  A^-x 

x  u.  s.  w. 

^0»»~9;  A\^j^\  A^n-Z'y  .  .  .  An—fyt-K  An-^n-l 

Ao^H  A\^.\\  A%ft-\\ . . .  -^«-2,«— i i 

setzen,  aus  den  in  diesem  Schema  enthaltenen  Grössen  die  im  Obi- 
gen durch  m  bezeichnete  Function  bilden,  und  dieselbe  der  Null 
gleich  setzen  kann. 

Am  Schluss  dieser  Abhandlung  bemerken  wir  noch,  dass  bei 
derselben  überhaupt  das  Memoire  sur  l'llimination  d'une 
variable  entre  deux  e*quations  alg^briques  in  den  E  x  e  r  - 
cices  d'Analyse  et  de  Physique  mathlmatique  par  Caucby. 
T.I.Paris.  1840  #)  p.  385  vielfach  benutzt  worden  ist.  In  einer 
zweiten  Abhandlung  werden  wir  späterhin  auf  diesen  Gegenstand 
«rück  kommen. 



')  Wovon  aber  die  12te  Lieferung,  in  welcher  sich  das  in  Rede  stehende 
Memoire  befindet,  nur  erst  ganz  vor  Kurzem  erschienen  ist. 
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VIII. 

...  »  ' . 

Ueber  die  Summen  der  Winkel  in  ebenen  ge- 
radlinigen Vielecken. 

t  ,  tu 

Von  dem  4  .  , 

Herrn  Director  J.  H.  T.  Möller 

am  Realgymnasium  zu  Gotha. 


1.  Bekanntlich  wird  die  Summe  der  uacb  einerlei  Richtung  ge- 
nommenen Aussen  winket  eines  ebenen  einfachen  Vielecks  dadurch 
ermittelt,  dass  man  aus  irgend  einem  Punkte  mit  den  auf  einander 
folgenden  Polygooseiten  die  gleichstimmig  parallelen  Linien 
zieht  und  die  in  einerlei  Dreh un rieh  tu  ng  genommenen  Winkel 
der  den  successiven  •  Seiten  entsprechenden  Parallelen  summirt, 
woraus  hervorgeht,  dass  diese  Summe  immer  ein  Vielfaches  von 
4/J  betragen  tnuss. 

2.  Auf  ganz  dieselbe  Weise  lässt  sich  auch,  was  man  bisher 
übersehen  zu  haben  scheint,  die  Summe  der  innern  Winkel  eines 
solchen  Vielecks  rinden,  wenn  aus  einem  beliebigen  Punkte  mit  der 
Isten,  3ten,  öten, . .  Seite  die  >gleichstunmig,  mit  der  2ten, 
4ten,  6ten,  ..  Seite  aber  die  u  ogleiehstim  mig  parallelen  Linien 
gezogen  und  dann  bei  einerlei  Drebungsrichtung  die  Winkel  4er 
Parallelen  nach  folgendem  Gesetze  summirt  werden. 

Bezeichnen  1;  3;  5;..  die  gleichstimmigen  und  2;  4;  6;.. 
die  ufigleichstimmigen  Parallelen,  so  ist  die  Summe  aller  innern 
Winkel  (  , 

1)  im  (fc»)eck  , 

=  (1,2)  +  (2,3)  -f-  (3,4)  -+- . .  -h  (2n  — 1,2«)  +  (2»,1) 

2)  im  (2»-Hl)eck 

=  (1,2)  +  (2,3)  -+-  (3,4)  ■+-..+  (2»,2»  4-  1)  +  (2»  -+-  1,1') 

wenn  im  letztern  Falle  1'  die  Rückverlängerung  der  Parallelen  1 
bezeichnet.  —  Im  ersten  Falle  ist  .dem u ach  jene  Winkelsumme  im- 
mer ein  gerades,  im  zweiten  ein  ungerades  Vielfaches  von  2  rech« 
ten  Winkeln. 

3.  Diese  Herleitungsweise  der  Summe  der  innern  Vieleckswiu- 
kel  hat,  abgesehen  von  der  UebereinstimrauDg  mit  der  für  die 
äussern  Winkel,  vor  der  gewöhnlichen  den  erheblichen  Vorzug,  dass 
sie  sich  ganz  gleichmässig  auf  alle  Vielecke  mit  beliebig  vielen 
convexen  Winkeln  anwenden  und  dass  sie  die  eigentliche  Bedeu- 
tung der  Polygon winkel  deutlicher  erkennen  lässt. 

Es  sei  mir  erlaubt,  aus  dem  Obigen  noch  eioige  Folgerungen 
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zu  zieheu,  welche  eine  Ergänzung  dessen  bilden,  was  ich  in  der 
Abhandlung  über  die  symmetrischen  Kreisvielecke  von  ungerader 
Seitenzahl,  Gotha  1840.  über  die  verschiedenen  Wiukelsummen  der 
Vielecke  angedeutet  hatte. 

4.  Bei  unveränderter  Dreh u Hinrichtung  ist  in  einem  einfachen 
ebenen  Vielecke  die  Summe  der  Winkel  je  zweier  aufeinander  fol- 
gender Seiten 

für  (2»+l)  Scheitel;  für  (2»)  Scheitel 
entweder       1  .  2Ä,  2 .  2A, 

oder  S.2Ä,  4 . 2/1, 

oder  5 .  2Ä,  6 . 2/1, 


oder  (4«-H).2Ä  (4*— 2). 2Ä 

Da  über  bei  jedem  «»eck  die  eine  oder  die  andere  Drehungs- 
richtung  gewählt  werden  kann,  so  giebt  es  im  Allgemeinen  Für 
dasselbe  zwei  Summen  der  Winkel  je  zweier  anstossender  Seiten, 
welche  einander  zu  m  .  4/J  ergänzen.  Beschränkt  man  sich  daher, 
wenn  beide  Summen  ungleich  sind,  auf  die  jedesmalige  kleinere, 
so  erhält  man  bloss  nachstehende  mögliche  Werthe: 

für  das  (2*-f-l)eck;  für  das  (2»)eck 
1  .  2/1;  2  .  2Ä, 

3.2/1,  4  .  2Ä, 


(2*H-1).2/I,  2/».2/l, 

wo  die  höchsten  Werthe  Vielecken  angehören,  deren  Winkelsuinme 
bei  beiden  Drehungsrichtungen  gleicb  gross  ist. 

5.  Aus  der  in  (2)  angegebenen  Construction  ergiebt  sich  so- 
gleich, wie  umgekehrt  auch  Vielecke  von  gegebener  Seitenzabi 
und  Seitenrichtung  construirt  werden  können,  welche  eine  vorge- 
schriebene Winkelsumme,  wie  die  in  (4)  angegebenen,  haben. 

Zieht  man  nämlich  von  irgend  einem  Punkte  aus  in  einer 
Ebene  m  Strahlen  in  beliebigen  Richtungen,  und  schreibt  an  jeden 
derselben  eine  der  m  ersten  natürlichen  Zahlen,  so  hängt  bei  ge- 
radzahligen Vieleckeu  die  Summe  der  Winkel  von  der  Zahl  der 
Nichtfolgen  ab,  welche  sich  ergeben,  wenn  man  in  der  gewähl- 
ten Dreliungsrichtnng  vom  Strahle  1  an  fortgehend  sämmtliche 
Strahlen  so  abliest,  wie  sie,  ohne  Rücksicht  auf  die  Bezeichnung, 
der  Reihe  nach  auf  einander  folgen.  Enthalten  alsdann  die  zuge- 
hörigen Zahlen  a  Nichtfolgen,  so  ist  die  Summe  der  Winkel  jedes 
(2n)eeks,  dessen  lste,  3te,  5te, . .  und  2te,  4te,  6te, . .  Seite  den 
Strahlen  1,  3,  5,  .  .  gleich  stimmig  und  den  Strahlen  2,  4,  6, .  .  un- 
gleichstimmig parallel  ist,  ={l-f-a)  .  4/?,  indem  dann  a  Umläufe 
gemacht  werden  müssen,  bis  man  wieder  zu  dem  ersten  Strahle 
gelangt,  vou  dem  man  ausgegangen  war.   So  enthält  jedes  zu  den 
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aufeinauderfolgenden  Strahlen  1352470  gehörige  Sechseck,  wegen 
der  beiden  Nichtfolgen  52  und  767(1+2) .  4/2. 

Bei  den  ungeradzahligen  Vielecken  ist  zu  unterscheiden, 
ob  alle  Strahlen  auf  einer  oder  auf  beiden  Seiten  des  Strahls  1 
sammt  dessen  Riickverläugerung  V  liegen.  Im  ersten  Falle  ist  hei 
a  Nichtfolgen  die  Winkelsumme  =  (1  -f-  2a) .  2/2,  im  zweiten  aber 
=  (3 -f- 2a).  2/2. 

Die  sogenannten  Drudenfüsse  gehören  zu  den  ungeradzabligen 
Vielecken,  deren  Winkelsumme  =2/1  ist. 

Uebrigens  ist  die  Lage  des  die  Richtung  der  letzten  Vielecks- 
seite bestimmenden  Strahles,  wie  man  leicht  sieht,  innerhalb  ge- 
wisser Grenzen  eingeschlossen,  weil  die  letzte  Seile  der  ersten 
selbst,  nicht  aber  ihrer  Verlängerung  über  den  Scheitel  (1,2)  hin- 
aus begegnen  muss.  Hieraus  erklärt  es  sich  auch,  warum  beim 
Dreiecke  die  Summe  der  Winkel  nur  2/2  oder  10/2,  nicht  aher  6/2 
betragen  kann,  indem  für  keine  Lage  dreier  Strahlen  eine  ge- 
schlossene einfache  Figur  entstehen  kann,  deren  Winkelsumme 
den  zwischen  2  und  10  fallenden  Werth  von  6  rechten  Win- 
keln gäbe. 

O.  Die  Anwendung  der  Strahlen  führt  ausserdem  auf  eine  sehr 
einfache  Methode,  die  Winkelsummen  der  m — 1.**— 2.a»— 3... 4. 3 
verschiedenen  einfachen  ebenen  /»ecke  zu  finden,  welche  zu  den- 
selben m  gegebenen  Scheiteln  gehören. 

Seien  (Taf.  I.  Fig.  1.  a  und  o)  1,  2,  3,  4,  5  fünf  solche  in  einer 
Ebene  liegende  Scheitel,  so  sind  zwischen  diesen  die  zehn  Verbin- 
dungslinien 12,  13,  14,  15,  23,  24,  25,  34,  35,  45  und  wenn  man, 
wie  hier  nnthig,  auch  die  Richtung  berücksichtigt,  die  zehn  an- 
dern Verbindungslinien  21,  31,  41,  51,  32,  42,  52,  43,  53,  54  mög- 
lich. Zieht  man  nun  aus  dem  Mittelpunkte  eines  Kreises  mit  die- 
sen 20  Verbindungslinien  die  gleichstimmig  parallelen  Radien  und 
schreibt  an  den  Endpunkt  jedes  derselben  die  beiden  Zahlen,  wel- 
che der  ihm  entsprechenden  Verbindungslinie  angehören:  so  erhält 
man  ein  Strahlensjstem ,  vermittelst  dessen  sich  aus  der  blossen 
Aufeinanderfolge  der  gegebenen  Scheitel  die  Summe  der  Winkel 
des  dadurch  bestimmten  einfachen  Fünfecks  sofort  finden  lässt. 
Ist  nämlich  z.  B.  13254  das  zu  untersuchende  Fünfeck,  so  sind  nach 
(2.)  13 j  23,  25,  45,  41,  31  die  Endpunkte  der  ihm  zugehörigen 
Strahlen,  die  sich  ohne  die  Figur  selbst  ergeben,  wenn  man 

1325413  statt  13254  schreibt  und  abwechselnd  vor-  und  rückwärts 
liest.  So  viel  halbe  Umläufe  nun  gemacht  werden  müssen,  um  in 
einerlei  Richtung  die  Punkte  des  Kreisumfangs  13,  23,  .  . .,  31  zu 
durchlaufen:  so  viel  gestreckte  Winkel  kommen  auf  das  Fünfeck 
13254. 

Man  sieht  leicht,  wie  durch  Einführung  neuer  Symbole  die 
Auflösung  unserer  Aufgabe  auch  auf  die  Zählung  der  Nichtfolgen 
(5.)  reducirt  werden  kann. 

7.  Die  Darstellung  aller  einfachen  wecke,  welche  dieselben 
Scheitel:  1,  2,  3, .  .,  m  haben,  wird  am  leichtesten  dadurch  bewirkt 
duss  man  alle  Combinationen  zweiter  Klasse  aus  den  Elementen 
2,  3,  . m  bildet,  zwischen  jede  solche  Comhination  die  noch  übri- 
gen (m  —  3)  Elemente  in  allen  möglichen  Anordnungen  stellt  und 
jeder  so  gebildeten  Form  das  Element  1  voranstellt.  Für  1,  2,  3, 
4,  5  erhält  man  demnach 
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1  2  45  3;  1  3  25  4; 

1  2  54  3;  1  3  52  4; 

1  2  35  4;  1  3  24  5; 

1  2  53  4;  1  3  42  5; 

1  2  34  5;  1  4  23  5; 

1  2  43  5;  1  4  32  5, 

welches  die  12  verschiedenen  Fünfecke  sind,  die  zu  jenen  Scheiteln 

gehören. 

8.  Die  auf  solche  Weise  gebildeten  Anordnungen  der  Elemente 
2,  3,  ..,*«,  wo rin  keine  zwei  vorkommen,  von  denen  die 
eine  die  Umkehrung  der  andern  ist,  verdienen  wegen  des 
häufigen  Gebrauchs,  der  sich  in  der  Geometrie  davon  machen  lässt, 
besondere  Beachtung. 

9.  Aus  (7.)  ergiebt  sich  in  Verbindung  mit  dem  Vorher- 

fehenden,  doss  die  verschiedenen  zu  denselben  Scheiteln  gehörigen 
ielecke  sich  nach  den  kleinsten  Summen  ihrer  Winkel 
klassif icire n  lassen,  was  man  bisherunterlassen  zu  haben  scheint. 

10.  Bei  der  Richtung,  welche  die  Geometrie  in  der  neuern  Zeit 
genommen,  dürfte  die  Aufnahme  des  in  (2.)  gegebenen  Beweises 
in  die  Elemente  nicht  unzweckraässig  sein,  indem  der  Anfänger 
dann  frühzeitig  mit  den  Vielecken  in  ihrer  allgemeinern  Bedeutung 
bekannt  gemacht  werden  kann. 


IX. 

üebungsaufgaben  für  Schüler. 


(Fortsetzung.) 

4.    Cubatur  des  Ellipsoids,  Hyperboloids  mit  2  gleichen 

Axen. 

Die  Gleichung  des  um  die  grosse  Axe  rotirenden  Kegelschnitts 
sei  y*  =  pas  -f-  qar% ,  die  Abscisse  a?  werde  in  n  gleiche  Theile 
getheilt  und  durch  die  Endpunkte  der  Ordinaten  werden  Parallelen 
zur  grossen  Axe  gezogen,  dann  entstehen  durch  Umdrehung  des 
Kegelschnitts  Cjlinder,  deren  Gesammt-Cubikinbalt  durch  die  Sum- 
mation  der  Quadratzahlen  und  der  natürlichen  Zahlen  gefunden 
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I 

lodern  man  das  Ellipsoid  mit  3  ungleichen  Axen  durch  Ebenen, 
die  zu  zwei  Axen  parallel  gezogen  werden,  in  gleich  weit  von 
einander  abstehende  elliptische  Clünder  zerfallt,  kann  man  durch 
dasselbe  Hülfsmittel  ohne  die  geringste  Schwierigkeit  den  Gesammt- 
Cubikinhalt  der  elliptischen  Cylinder  erhalten.  Sind  die  Axen  b 
und  c9  zu  welchen  die  Ebenen  parallel  gelegt  werden,  und  wird 
die  auf  a  genommene  Abscisse  a:  vom  Mittelpunkte  gezählt  in  n 
gleiche  Theile  getheilt,^  so  ist  der  Cubikinhalt  der  elliptischen  Cy- 
linder =  amfcl^l  —  ^  (y  -f-  ^  -f-  ^)J,  woraus  der  Cubikin- 
halt des  halben  Ellipsoids  \abc  .  n  folgt. 


Der  bekannte  Ausdruck  für  den  Radius  des  Krümmungs- 
kreises  der  Kegelschnitte  durch  die  Normale  stand  mir  zu  isolirt, 
ich  suchte  deshalb  einen  Ausdruck  für  den  Radius  des  durch  3 
Punkte  eines  Kegelschnitts  gelegten  Kreises,  und  fand,  dass  jener 
Radius  gleich  ist  dem  Produkte  dreier  Normalen  auf  die  3  Sehnen 
des  Kegelschnitts,  dividirt  durch  das  Quadrat  des  halben  Parame- 
ters. Jede  dieser  Normalen  wird  auf  folgende  Art  bestimmt!  Aus 
dem  Mittelpunkte  wird  ein  Radius  Vektor  durch  den  Mittelpunkt 
der  Kegelschnittssehne  gelegt,  und  die  oben  bezeichnete  Normale 
auf  diese  Sehne  gebt  von  dem  Endpunkte  des  Radius  Vektor  auf 
der  Curvc  bis  zum  Durchschnitte  mit  der  grossen  Axe.  Fallen  die 
3  Punkte  des  Kegelschnitts  zusammen,  so  verwandeln  sich  die  ur- 
sprünglich ungleichen  Normalen  in  3  gleiche  Linien. 

6. 

Wenn  ein  Punkt  sich  auf  der  Peripherie  einer  Ellipse  be- 
wegt, wälirend  der  anziehende  Punkt  in  einem  Brennpunkte  der- 
selben steht,  so  ist  die  anziehende  Kraft  dem  Quadrate  der  umge- 
kehrten Entfernung  des  anziehenden  von  dem  angezogenen  Punkte 
proportional. 

Dieser  bekannte  Satz  läset  sich  ohne  Hülfe  der  höbern  Rech- 
nungen beweisen.   Die  Kraft,  mit  welcher  der  Punkt  vom  Centrum 

der  Anziehung  sich  zu  entfernen  strebt,  ist  wenn  v  die  Ge- 

schwindigkeit und  H  den  Krümmungshalbmesser  für  den  Ort  des 
bewegten  Punkte  bezeichnet.  Ist  F  die  Kraft,  mit  welcher  dieser 
Punkt  in  der  Richtung  des  Radius  Vektor  r  angezogen  wird,  so  ist 
die  in  die  Richtung  der  Normale  n  fallende  Kraft  F  cos  (f,  r),  wenn 
t  die  Senkrechte  vom  Brennpunkte  auf  die  Tangente  bezeichnet. 
Da  nun  die  genannte  Kraft  gerade  so  gross  sein  muss,  als  die  Cen- 

trifugalkraft  t^,  so  ist  F=  -g  .  y.  Ist  die  Geschwindigkeit  im 
nächsten  Scheitelpunkte  \,  die  Excentrizität  e9  so  ist  «(1— e)z=vt, 

folglich  JF=?    ^jü* — ~*    ^a  aDer>  w'e  le,cnt  211  beweisen, 

7  ==  ^  und  R=  so  ist  Fz=    k%^%  . 

Bewegt  sich  der  Punkt  auf  der  Peripherie  der  Ellipse,  während 
der  anziehende  Punkt  im  Mittelpunkte  derselben  steht,  so  ist  F  der 
Entfernung  direkt  proportional.  <- 
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Denn  sei  der  Radius  Vektor  r,  so  ist  E~Ji  •  -7»  wenn  /  die 

Senkrechte  vom  Mittelpunkte  auf  die  Tangente  bedeutet.    Ist  die 

0  ah 

Geschwindigkeit  im  Scheitel  1,  so  hat  man  v  =  y,  t  =  — , 
/fc*  =  —j^r-  =  y  >  folglich  ^=^3  •  *• 

Ein  weites  und  interessantes  Gebiet  zur  Untersuchung  der 
Eigenschaften  der  Ellipse  bietet  die  Betrachtung  dieser  Curve  als 
der  orthographischen  Projektion  des  Kreises  dar,  wenn  beide  Rhe- 
nen in  der  Richtung  der  grossen  Axe  einander  schneidend  ange- 
nommen werden.  Durch  die  einfachsten  Hülfsmittcl ,  als  dn  sind, 
die  Projektionen  paralleler  Linien  im  Räume  auf  dieselbe  Ebene 
sind  parallel,  der  Cosinus  des  Neigungswinkels  einer  begrenzten  Fi- 
gur in  der  Kreisebene  mit  der  Projektion  ist  =  —  u.  s.  w„  gelangt 

man  ohne  die  geringste  Mühe  zu  den  Eigenschaften  der  Tangen- 
ten, der  konjugirten  Durchmesser,  der  umschriebenen  Parallelo- 
gramme u.  s.  w. 


8. 


Die  Auflösung  der  6  Hauptfälle  der  sphärischen  Trigonome- 
trie durch  geometrische  Coostruction  in  der  Ebene  lässt  sich  auf 
sehr  einfache  Weise  erhalten,  indem  man  in  der  körperlichen  drei- 
seitigen Ecke,  deren  Kanten  SA,  SB,  SC  in  derselben  Folge  die 
Winkel  c,  b  und  a  einschliessen ,  BC  und  AC  rechtwinklig  auf 
8C  nimmt.  Das  Dreieck  ABC,  in  welchem  3  Seiten  bekannt  sind, 
wenn  a,  b  und  c  gegeben  werden,  giebt  den  Neigungswinkel^/ CB 
oder  den  sphärischen  Winkel  zwischen  a  und  o.  Durch  dasselbe 
Dreieck  findet  man  die  dritte  sphärische  Seite  aus  den  beiden  an- 
dern Seiten  und  dem  von  diesen  eingeschlossenen  Winkel.  Ist  ge- 
geben c,  a  und  der  c  gegenüber  liegende  Winkel,  so  fällt  man 
von  A  eine  Senkrechte  Au  auf  BC  und  eine  Senkrechte  von  AE 
auf  SB,  so  liegen  die  Punkte  S,  E,  B,  C  auf  der  Peripherie 
eines  Kreises,  so  dass  die  Lage  des  Punktes  E  durch  den  Durch- 
schnitt dieses  Kreises  und  des  mit  dem  Radius  SE  beschriebenen 
Kreises  gefunden  werden  kann  u.  s,  w. 


Die  graphische  Darstellung  der  Punktionen  scheint  mir  ein 
zweckmässiges  Hülfsmittel  für  den  Unterricht,  um  eine  recht  he- 
wusste  Auflassung  der  Eigenschaften  derselben  möglich  zu  machen. 
Zu  dem  Ende  hübe  ich  mir  eine  ansehnliche  Menge  solcher  Dar- 
stellungen gezeichnet,  wie  die  Linien  der  Sinus,  der  Cosinus,  der 
Tangenten,  der  natürlichen  und  Briggischen  Logarithmen,  der  Lo- 
garithmen der  Kreisfunktionen  u.  s.  w.  Selbst  einfache  Funktio- 
nen, wie  y  —  zc,  y=  y  =  y  =  .r4  bieten,  wenn  sie  für 
dieselbe  Veränderliche  auf  dasselbe  Blatt  gezeichnet  werden,  munche 
Eigenschaften  dar,  deren  sich  wenigstens  der  Schüler  in  dem 
Augenblicke,  da  ihm  diese  Funktionen  genannt  werden,  nicht  he- 
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wusst  wird,  z.  B.  dass  sich  alle  diese  Curven  in  2  Punkten  begeg- 

y  —  i 

nen,  dass  Bie  je  nach  dem  hohem  Grade  bis  zum  PuDkte  , 

y  =  1 

immer  näher  an  die  Ahscissenaxe  und  au  die  Ordinate  1  treten 
u.  s.  w. 

10.    Veranschaulichende  Darstellung  der  Primzahlen. 

Bin  grosses  gleichseitiges  Dreieck  wird  in  10000  kongruente 
gleichseitige  Dreiecke  zertheilt  und  in  jedes  Dreiecksfeld  eine  der 
natürlichen  Zahlen  so  geschrieben  ,  dass  die  Zahl  1  in  die  Spitze, 
2  an  den  Anfang  der  zweiten  Horizontalreihe,  4  an  das  Ende  der- 
selben, 5  an  den  Anfang  der  dritten  Horizontalreihe,  9  an  das 
Ende  derselben  kommt,  wie  denn  überhaupt  der  ganze  rechte  Saum 
des  Dreiecks  von  den  Quadraten  der  natürlichen  Zahlen  eingenom- 
men, in  jeder  Horizontalreihe  aber  von  der  linken  nach  der  rech- 
ten Hand  gezählt  wird.  Giebt  man  nun  den  Feldern  der  Primzah- 
len eine  andere  Farbe,  so  gewahrt  man  bei  geringer  Aufmerksam- 
keit, dass  im  Allgemeinen  die  Primzahlen  in  gewissen  parallelen 
fast  gleichweit  von  einander  entfernten  Richtungen  dichter  beisam- 
men liegen,  als  in  andern  Richtungen.  Die  Zahlen  von  der  Form 
4lH-»(«  —  1)  stellen  einen  Stab  mit  geschlossenem  sechseckigem 
Sterne  dar,  dem  einzigen ,  der  unter  den  10000  Dreiecken  vor- 
kommt. 

11. 

Einfache  Bestimmung  des  Brechungs Verhältnisses  in  einem  drei- 
seitigen Prisma  durch  den  Neigungswinkel  tft  zweier  Seiten-Ebenen 
des  Prismas  und  durch  die  Winkel,  welche  der  einfallende  und  der 
austretende  Strahl  an  jeder  Stelle  mit  dem  Einfallslothe  bilden. 

Der  Strahl  treffe  in  A  das  Prisma,  und  bilde  mit  dem  Einfalls- 
lothe den  Winkel  a,  der  gebrochene  Strahl  trete  in  B  aus  dem 
Prisma  und  bilde  mit  dem  Einfallslothe  daselbst  den  Winkel  £,  die 
beiden  Lothe,  welche  die  Winkel  a  und  ß  im  Innern  des  Prismas 
mit  dem  Strahle  AB  einschliessen ,  schneiden  sich  in  C,  so  hat 
man  in  dem  Dreiecke  ABC 

AB*  =:  A&  +  CB*  +  2AC .  CB  .  cos  tp 

=AB%YäB*  -*-(ÄE>  +AB    AB  co*  *  J 

folglich  l  =  sin  /?*-r-sin  a»-r-2sin  a  sin  ß  cos  fp 

  sin  bz  sin  a*         2sin  a .  sin  h , cos  y> 

n2  sin  tf>*       n2  sin  ip*  n*  sin  ya 

und  n  sin  fft  =  V^sin  a*  -fr-  sin  b*  -f-2sin  a  .  sin  ö  cos  if*  •). 


*)  Siebe  Seebeck's:  Observationes  de  corporum  lucem  simpliciter  refrin- 
gentium  angulis  polarisationis.   Berolini  1830. 

(Der  Schiusa  folgt  im  nächsten  Hefte.) 
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Lehrsatz,  die  Ecken  der  Pyramiden  betreffend. 

i 

Von  dem 

Herrn  Director  J.  H.  T.  Müller 

am  Realgymnasium  zu  Gotha. 


Da  die  Eigenschaften  der  Poljederecken  bisher  noch  wenig 
untersucht  worden  sind,,  so  wird  vielleicht  einzelnen  Mathematikern 
die  Mittheiluug  eines,  wie  ich  glaube,  neuen  und  an  Folgerungen 
ziemlich  reichen  Lehrsatzes,  die  Ecken  der  Pyramiden  betreffend, 
nicht  unangenehm  sein.  Sollte  ich  mich  hierin  nicht  täuschen,  so 
würde  ich  später  noch  eine  Reihe  damit  verwandter  Sätze  für  an- 
dere Polyeder  mittheilen. 

1.  Ich  lege,  der  grössern  Deutlichkeit  wegen,  statt  einer  • 
»seitigen  Pyramide  die  beliebige  fünfseitige  OÄBCDE  (M.  s. 
Fig.  2  a  und  h  auf  der  schon  dem  ersten  Hefte  beigegebenen 
Tuf.  I.)  bei  meiner  Betrachtung  zu  Grunde  und  nehme  auch  fürs 
Erste  an,  dass  die  fünfkantige  Basis  ABCDE  lauter  coneave 
Winkel  enthält.  Jene  Beschränkung  ist  ohne  Einfluss  auf  die  All- 
gemeingültigkeit des  Lehrsatzes  und  diese  wird  später  aufgeho- 
ben werden. 

2.  Cm  die  Ecken  unserer  Pyramide  zu  vereinigen,  verfahre 
ich  wie  bei  der  Summirung  der  Winkel  eines  ebenen  geradlinigen 
Vielecks  in  dem  Aufsatze  Nr.  VIII.  und  ziehe  aus  dem  Mittelpunkte 
M  irgend  einer  Kugel 

1)  mit  den  Seitenkanten  OA,  OB,  OC,  OD,  OE  die  ungleich- 
stimmig parallelen  Radien,  welche  der  Kugelfläche  bezüglich 
in  den  Punkten  «',  ß*,  /,  6',  t'  begegnen  und  dort  die  Spitzen 
eines  sphärischen  Fünfecks  a'/jydV  bilden ,  welche  das  Maass 
der  Scheitelecke  von  0,  mithin  auch  der  ursprünglichen  Ecke 
O  in  der  gegebenen  Pyramide  ist; 

2)  aus  demselben  Punkte  M  mit  den  Grundkanten  BA,  CB, 
DC,  ED,  AE  die  gleichstimmig  parallelen  Radien,  die  die 
Kugelfläche  bezüglich  in  den  Punkten  «,  b,  c,  d,  e  und  rück- 
wärts verlängert  in  l/,  d,  d',  e?  treffen,  und  säinmtlich  in 
dem  mit  der  Basis  der  Pyramide  parallelen  Bauptkreise  der 
Kugel  liegen. 

Thea  U.  8 
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ß 

3.  Da  Ma'y  Me.  Mal  mit  Ali,  AE,  AO  gleichstimmig  parallel 
sind,  so  ist  das  sphärische  Dreieck 

a'a'e  das  Maass  der  Grundecke  A  der  gegebenen  Pyramide, 

und  ebenso  b'ß'a    -  B  - 

dy'b    -  -        C  - 

ff&c    ...  D  - 

e's'd    -  £7  -  -  ... 

Ausserdem  entstehen  noch  die  sphärischen  Vierecke 

vteVp  -  * 

ß'ae'/  "  " 

Y'ötPd' 
S'ce't' 

« 

bei  denen,  was  ihren  Inhalt  betrifft,  zu  unterscheiden  ist,  ob  die 
zwischen  einem  griechischen  und  lateinischen  Buchstaben  liegenden 
Seiten  einander  verlängert  oder  unvcrlängcrt  schneiden,  welches 
statt  ßndet,  je  nachdem  in  der  Drehungsrichtung  a,  b,  Cj  <L  e  die 
untern  Grundlinien  derselben,  nämlich  eb\  ac*,  dt/*,  cd^  da' .  Folgen 
oder  Nichtfolgcn  bilden.  Im  letztern  Falle  nämlich  giebt  der  Ün- 
terschied  zwischen  dem  obern  und  untern  der  beiden  entstande- 
nen Dreiecke  den  Inhalt  des  jedesmaligen  sphärischen  Vierecks. 

4.  Mit  Rücksicht  hierauf  ist 

tt'/SyJy  +  «Vtf-f.a'tf£'/9'  =  der  Halbkugelfläche, 
+  b'  ß'a  -f-  ß'a  c'/ 
cy  o-t-y  oao 
-f*  (Pd'c  -+-  ö'ce's' 

die  das  Muass  von  4  rechten  Ecken  ist,  welche  ich  mit  4/2'  be- 
zeichne. 

5.  Weil  ferner  z.  B.  0At  OB  und  AB  in  einer  Ebene  lie- 
gen, so  liegen  auch  die  Endpunkte  «',  ß\  a  und  a'  der  damit  pa- 
rallelen Radien  in  einer  und  derselben  Ebenej  und  es  ist  das  sphä- 
rische Zweieck  a'alß'adlea'  das  Maass  des  Grundkeils  AB.  Be- 
zeichnen wir  nun  die  die  Grundkeile  der  Pyramide,  nämlich  AB, 
BC,  CD,  DE,  EA  messenden  Zweiecke  mit  (*),  (b),  (c),  (</),  (*), 
so  erhalten  wir  die  neuen  Gleichungen 

{a)  =  a'a'  e  -h  u'e  Vff  -f-  6' ß'a ; 

(b)  =  b'ß'a  +  ß'acY-h  S/t; 

(c)  =cYb  +  /b<l'd> + 

(d)  =  rfS'c  -f.  PcJe'  e't'd; 

(e)  =z  e>t'd+  i'da'a'  +  a'a'e. 

6.  Addirt  man  die  in  (5)  erhaltenen  Gleichuugen  und  sub- 
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trabirt  von  der  dadurch  hervorgebrachten  die  in  (4)  erhaltene 
Gleichung,  so  ist  für  K  als  Halbkugelfläche: 

(Ä)  +  (b)+  (C)  -+-  (</)  +  (e)  -  K=  Ju'e  -+-  Ufa  -+-  c?/6 

+       4.       —  a'ß'/ffit'. 

Aus  dieser  Gleichung  aber  ergiebt  sich,  wenn  man  von  der 
Kugelfläche  wieder  zu  den  Ecken  zurückkehrt  und  zugleich  er- 
wägt,  dass  (a)  —  tt'a'e  das  Maass  derjenigen  Ecke,  welche  AO, 
AE  und  die  Verlängerung  von  BA  über  A  hinaus  zu  Kanten  hat, 
also  die  Aussenecke  von  A  ist,  die  ich  mit  A'  bezeichne,  dass 

A'-\-ß'-\-  €  0  =  \R. 

7.  Da  die  ganze  Herleitungsweise  zeigt,  dass  die  Beziehun- 
gen für  jede  mehrseitige  Pyramide  sich  nicht  ändern,  so  ist  allge- 
mein für  jede  Pyramide  mit  hohlwinkliger  Grundfläche 

A'+.ß>+C'+  ...  +  0  =  4JV,  d.  i. 

„In  jeder  gewöhnlichen  Pyramide  ist  die  Summe 
„aller  nach  einerlei  Richtung  genommenen  Aus- 
„senecken  über  der  Grundfläche,  vermehrt  um  die 
„Ecke  an  der  Spitze,  so  gross  als  vier  rechte 
„Ecken;" 

oder  was  dasselbe  ist, 

„die  Summe  aller  Aussenecken  gleich  der  Neben, 
„ecke  der  Ecke  an  der  Spitze.44 

8.  Diess  ist  vielleicht  der  erste  Lehrsatz,  der  bei  Polyedern 
mit  nicht  parallelen  Flächen,  einen  constanten  Werth  für  eine 
Summe  von  Ecken  nachweist,  welche  von  der  Zahl  nnd  Luge  der 
Seiten  völlig  unabhängig  ist. 

Auch  ist  die  Analogie  dieses  Satzes  mit  dem  bekannten  plani- 
metrischen  zu  beachten,  dem  zufolge 

in  jedem  hohlwinkligen  ebenen  Vielecke  die  Summe  aller 
Aussenwinkel  vier  rechte  Winkel  beträgt. 

9.  Bewegt  sich  die  Spitze  O  der  Pyramide  nach  der  Grund- 
fläche hin,  so  behält  der  öatz  auch  dann  noch  seine  Gültigkeit, 
wenn  O  in  die  Ebene  der  Grundfläche  selbst  fällt,  indem 
dann  die  Aussenkeile  sämmtlich  zu  Null  werden,  während  die  Ecke 
0  in  eine  flache  Ecke  übergeht,  die  4Ä'  gleich  ist. 

Setzt  die  Spitze  0  ihre  Bewegung  noch  weiter  fort,  d.  h. 
tritt  aie  unter  die  Grundfläche,  so  wird,  wie  man  sich  sogleich 
überzeugt,  die  Kcke  an  der  Spitze  convex,  also  grösser  als  4/?'; 
dagegen  werden  dann  die  Aussenecken  an  der  Grundfläche, 
Alles  auf  die  ursprüngliche  Figur  bezogen,  negativ.  Auch  dann 
ist  noch 

die  algebraische  Summe  der  Aussenecken  und  der  Ecke 
an  der  Spitze  so  gross  als  vier  rechte  Ecken. 

Der  letztere  Fall  kommt  bei  der  Betrachtung  der  allgemeinen 
Polyeder  in  Anwendung. 

Wird  der  Abstand  der  Spitze  0  von  der  Grundfläche  unend- 
lich gross,  werden  also  die  Seitenkanten  der  Pyramide  einan- 
der parallel,  und  gebt  die  Ecke  0  in  Null  über,  so  ist  auch  noch 
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in  dem  halb  begrenzten  prismatischen  Räume  die  Summe  alier 
einseitswendigen  Ausseuecken  gleich  der  Summe  von  vier 
rechten  Ecken. 

10.  Aus  dem  Beweise  von  (7)  folgt  ferner  unmittelbar,  dass 
in  jeder  Pyramide 

die  Summe  der  nach  einer  Richtung  hin  genommenen  Aussen- 
ecken  an  der  Grundfläche  gleich  ist  der  Summe  der  nach 
der  entgegengesetzten  hin  genommenen. 

11.  Auch  ergiebt  sich  sofort, 

dass  wenn  in  zwei  Pyramiden  von  gleicher  oder  ungleicher 
Seitenzahl  die  Summen  der  einseitswendigen  Aussenecken 
an  der  Grundfläche  einander  gleich  sind,  auch  die  beiden 
Ecken  an  der  Spitze  einander  gleich  sein  werden. 

Der  obige  Lehrsatz  bietet  demnach  auch  ein  Hiilfsmittel  dar,  die 
Gleichheit  zweier  der  Gestalt  nach  durchaus  verschiedenen  Ecken 
zu  erweisen. 

12.  Umgekehrt  ist,  wenn  man  durch  eine  Ecke  beliebig  viele 
Ebenen  legt,  welche  keiner  Kante  parallel  sind  und  nicht  durch 
den  Scheitel  gehen, 

an  jeder  solchen  Ebene  die  Summe  aller  einseitswendigen 
nach  der  Spitze  zu  liegenden  Aussenecken  constant  und  der 
Ergänzung  der  gegebenen  Ecke  zu  vier  rechten  Ecken  gleich. 

Auch  lässt  sich  dieser  Satz  auf  gleichgrosse  Ecken  ausdehnen. 

13.  Enthält  endlich  die  Grundfläche  der  Pyramide  convexc 
Winkel,  so  lässt  sich  eben  so  leicht  darthun, 

dass  die  Summe  aller  einseitswendigen  Aussenecken  ver- 
mehrt um  die  Ecke  an  der  Spitze  sovielmal  vier  rechte 
Ecken  beträgt,  als  in  der  Summe  der  Aussenwinkel  der 
Grundfläche  vier  rechte  Winkel  enthalten  sind. 

Erst  in  dieser  Gestalt  hat  der  Lehrsatz  die  erforderliche  Allge- 
meinheit, in  welcher  er  sich  auf  Polyeder  mit  convexen  Ecken  an- 
wenden lässt. 

14.  Mit  Üebergehung  aller  weitern  Folgen,  welche  sich  aus 
dem  oben  erwiesenen  Lehrsatze  ziehen  lassen,  erlaube  ich  mir  noch 
schliesslich  einige  ganz  leichte  Sätze,  die  Ecken  und  Keile  der 
Prismen  betreffend  mitzutheilen,  die,  wenn  es  nicht  bereits  geschehen 
ist,  in  die  Elemente  der  Stereometrie  könnten  aufgenommen  werden. 

15.  Im  iiseitigcn  Prisma  ist 

1)  die  Summe  aller  Seitenkeile  das  (»-2)fache  des  gestreckten  Keils. 

2)  Die  Summe  aller  Grundkeile  das  »fache  des  gestreckten  Keils. 
Hieraus  folgt,  dass 

3)  im  Parallelenipedon  die  Summe  aller  Keile  das  3fache  von  vier 
rechten  Keilen  ist. 

16.  Eben  so  ist  im  »seitigen  Prisma  die 

Summe  aller  Ecken  gleich  der  Summe  aller  Seitenkeile  oder 
(» —  2) mal  so  gross  als  die  flache  Ecke. 

Demnach  haben  alle  Parallelepipeda  eine  gleichgrosse  Eckensumme, 
welche  HH'  oder  eine  volle  Ecke  beträft. 


■  » 
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XI. 

Combinatorische  Losung  der  Euler -Pfaff  sehen 
Aufgabe  in  Nr.  XXVII.  des  ersten  Theils. 

r 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  Tellkanipf 

in  Hannover. 


Die  nach  dem  Vorgänge  von  Euler,  welcher  seine  Forderung 
auf  die  Zerlegung  in  Dreiecke  beschränkt  hatte,  von  J.  F.  Pt'alt* 
gestellte  allgemeinere  Aufgabe  lautet  a.  a.  0.  folgendcrgestalt:  . 

Die  Anzahl  der  verschiedeneu  Arten  zu  bestimmen, 
auf  welche  sich  ein  »eck  durch  Diagonalen  in  lauter 
wecke  zerlegen  lässt. 

Da  der  Gegenstand  der  Betrachtung  offenbar  einen  combiunto- 
rischen  Charakter  bat,  indem  es  sich  um  alle  denkbaren  Umstellun- 
gen der  Diagonaleu  handelt,  durch  welche  die  Gesammtligur  in  die 
verlangten  l*artialfiguren  zerlegt  werden  könne,  so  erscheint  es  au- 
gemessen,  die  Eckpunkte  des  gegebenen,  zwecks  durch  die  fortlau- 
tende Zahlenreihe  J,  2,  3  . ...»  zu  bezeichnen  und  die  von  diesen 
Punkten  auslaufenden  Diagonalen  (als  die  eigentlichen  Elemeute 
der  Zusammenstellungen)  ebenfalls  beziehungsweise  mit  den  Zah- 
len 1,2,  3..../»  anzudeuten ,  wobei  indessen  Wiederholbarkeit 
derselben  bedungen  werden  muss,  um  z.  B.  durch  die  Combinations- 
form  l.l.l.i  vier  verschiedene  aber  sämmtlich  vom  Eckpunkte 
1  ausgehende  Diagonalen  auszudrücken.  Unter  dieser  Vorausset- 
zung braucht  m;in,  um  irgend  eine  t'ombinatinnsforin  von  ^  Ele- 
menten aus  deu  Zahlen  1,  2,  3  .  .  .  »  als  Diagonalenstellung  in  der 
gegebenen  Figur  nachzuweisen,  nur  von  jedem  der  bezeichneten 
Eckpunkte  zu  dem  um  (m  —  1)  weiter  gezählten  eine  Diagonale 
zu  ziehen,  indem  man  zunächst  (um  dem  Schneiden  der  Diagona- 
len zu  begegnen)  mit  denjenigen  Punkten  beginnt,  auf  welche 
mindestens  (m  —  2)  nicht  in  der  Complexion  angedeutete  folgen, 
und  dann  mit  dem  übrig  bleibenden  Theile  der  Figur  dieses  Ver- 
fahren fortsetzt.  Zu  noch  bestimmterer  Bezeichnung  der  Diago- 
nalenstellung deutet  man  am  zweck  massigsten  ihre  Reihenfolge 
durch  die  der  Elemente  an,  so  dass  das  erste,  zweite,  dritte  u.  s.  f. 
zugleich  die  erste,  zweite,  dritte  ....  Diagonale  bezeichnet,  was 
freilich  nicht  selten  eine  Umstellung  der  Elemente  einer  gegebenen 
Combioationsform  nötbig  machen  wird,  wobei  dann  natürlich  auch 
niedrigere  Elemente  aut  höhere  folgen  dürfen. 
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Wählen  wir  .  zu  völliger  Verdeutlichung  dieser  Darstellungs 
weise  irgend  eine   bestimmte  Figur,  etwa  wie  nachstehend  ein 
Zwölfeck. 


Um  dasselbe  auf  alle  mögliche  Arten  in  Vierecke  zu  zerlegen, 
welches  durch  4  Diagonalen  geschieht,  so  wird  man  diese  zunächst 
von  dem  Eckpunkte  1  nach  den  Punkten'  4,  6,  8,  10  ziehen  uud 
durch  die  Combinationsform  1.1.1.1  darstellen  können.  Wollte 
man  die  Endpunkte  dieser  vier  Linien  ebenfalls  bemerklich  machen, 
so  dürfte  man  nur  jedem  Elemente  1  die  Zahl  der  Ecke  anhängen, 
welche  den  Endpunkt  bilden  soll;  folglich  wäre  näher  bestimmt  die 
Combinationsform  1  .  1  .  1  .  1  =  14  .  f.  .  1,  .  1 ,  ft,  und  es  lässt  sich 
nach  dem  oben  Gesagten  aus  der  unmittelbaren  Betrachtung  der 
Figur  leicht  entnehmen,  wie  man  jeder  andern  Complexion  aus  vier 
der  gegebenen  Elemente  1,  2,  3  ....  12  in  gleicher  Weise  ihre  be- 
stimmte Deutung  zu  geben  im  Stande  ist.  So  findet  man  z.  B. 
leicht  die  Diagonalenstellungen  für  die  Formen: 

1)  1.1.1.  1  =  1*  .  1.  .  1.  .110 

2)  1.1.1.  2^s2g  .  lg  .  la  .  1|0 

3)  1.1.1.  3  =  30  .  le  .  1,  .  1,0, 

indem  die  erste  Diagonale  zu  den  Punkten  2  und  3,  und  also  in 
zwei  andere  Lagen  übergeht,  während  die  drei  übrigen  unverän- 
dert bleiben.    Dagegen  fordern  die  Formen: 

4)  1. 1.1. 4  =  1.. 4,. 1,  .llo 

5)  1.1.1.  5  =  1.  .  5.  .1,  .110 

6)  1  .  1  .  1  .6  =  14  .  1.  .6,   .  1,„ 

7)  1.1.1.7  =  l4.lf.7If'.lla  t 

ciue  Vcrtnuschung  der  zweiten  oder  dritten  aus  dem  Punkte  l 
gezogenen  Diagonale  gegen  eine  andere,  die  von  einem  der  Punkte 
4,5  oder  6,7  ausgeht.  Beispielsweise  mögen  endlich  noch  die  Cow 
plexionen 

8)  1.4.7.  10=  14  .4,   .  7Io.10, 
0)  1.2.3.  4  =  ll0.2,   .3,  47 
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10)2.4.6.  8  =  2, ,  .  4, ,  .6,,  .8,, 

mit  der  Figur  verglichen  werden,  um  die  Bestimmtheit  zu  erken- 
nen ,  welche  in  der  hier  gewählten  arithmetischen  Andeutung  der 
verschiedenen  Diagonalenstellungen  liegt. 

So  unzweifelhaft  aber  auch  die  geometrische  Deutung  ist,  die 
man  nach  dem  Vorhergehenden  einer  jeden  Complexion  zu  gfeben 
vermag,  sind  die  verschiedenen  Complezionen  doch  weit  entfernt, 
eben  so  viele  verschiedene  Diagonalenstelinngen  auszu- 
drücken. Schon  das  letzte  der  obigen  Beispiele  zeigt  augeufällig, 
dass  für  ein  in  Vierecke  zu  zerlegendes  Zwölfeck  die  Form 
2  .  4  .  6  .  8  =  2j ,  .  4, .  .  6, ,  .  8, ,  gleichbedeutend  mit  der  Com- 
plexion 11.11.11.11  =  11,  .U4.  11,.  11,  ist.  Noch  bestimm, 
ter  wird  man  die  Mannigfaltigkeit  von  Combinationsformen  durch- 
aus gleicher  Bedeutung  ans  folgenden  Beispielen  abnehmen  können  : 

1.1.1.     1     '  ■  1 ,  •  1 ,  »1$  *l|o 

1.1.1.10=14.1,   1.  .10,  , 

1.  /l.l.  8.10  =  14. 1..  8,  .10, 
|1.6.8.10  =  14.6,  .8,  .10, 
4.6.  8.10  =  4,  .6,  .Sx  .  10, 

1.2.3.  4  =  110  .29  .  3,  .  4, 

I.  2.3.  7  =  llo.2„.3,  .74 

2.  /I  .  2  .  7  .  8  —  1 1 o  •  ^9  •  • 

II.  7.8.  0  — —  1 , 0  •  03  •  8,  .  74  % 
7.8.0.10=10l  .9,  .8,  .74 

1.  3.  5.  5  =  110  .  3,0  .  5,„  .  5, 

I.  3.  5.  8=  1,0  .  310  .  5lrt  .  85 
3.  fl.  3.  8.  10=l,o.3lo.106  .86 

II.  8.10.10=1,0.10,  .10,  .8, 
8. 10.  10.  10  =  10,  .  10,  .  10,  .8, 

1.  2.  11.  11=2,.  16.  11..  11, 
1.2.  8.11=2,  .1,  .11,. 8„ 
4.  /I  .2.   6.  8  =  2,  .  1,  .6,,  .8,, 
|2.6.  6.  8  =  2,  .6,  .6,,  .8,, 
5.6.  6.  8  =  5,  .  6,  .  6, ,  .  8, , 

Bei  näherer  Betrachtung  der  vorstehenden  vier  Diogonalenstel- 
lungen  nimmt  man  ohne  Mühe  wahr,  dass  die  Umgestaltung  ihrer 
Ausdrücke  allmählig  fortschreitet  und  zwar  von  der  letzten  Dia- 
gonale ausgeht.  Denn  zunächst  darf  man  sich  diese  umgewendet 
(oder  von  ihrem  Endpunkte  aus  gezogen)  und  demgemäss  anders 
bezeichnet  vorstellen ,  ohne  dass  dadurch  die  Bedeutung  der  Com- 
plexion im  Mindesten  geändert  wird.  Das  Nämliche  gilt  dann  aber 
auch  von  der  vorletzten  Diagonale  u.  s.  f.  bis  zur  ersten  hin, 
so  dass  hier  jede  beliebige  Complexion  vier  Umformungen  gestat- 
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tet,  die  mit  ihr  durchaus  dasselbe  bezeichnen.  —  Sei  nun  die  all- 
gemeine  Andeutung  einer  beliebigen  Combinationsform 

a  .  h  .  .  .  .  c  .  d  =:  aa  .  iß  • .  .  .  cy  .  dj, 

worin  a,  ß,  y,  S  die  respectiveu  Endpunkte  der  aus  den  Ecken 
a,  c,  d  gezogenen  Diagonalen  andeuten,  so  bleibt  die  Bedeu- 
tung jener  Complexion  die  nämliche  in  den  Förrien 

=  «a  .     . .  •  Tc  •  An 

denn  es  wird  zunächst  die  letzte  Diagonale  eben  so  bestimmt 
durch  d  als  durch  d  bezeichnet,  da  bei  unveränderter  Andeutung 
der  vorhergehenden  über  die  Lage  der  äussersten  Theilungslioie 
in  beiden  Fällen  kein  Zweifel  bleiben  kann;  —  und  da  das  Näm- 
liche aus  gleichen  Gründen  von  der  vorletzten  Diagonale  be- 
hauptet werden  darf,  sofern  man  nur  in  den  Andeutungen  aller  übri- 
gen nichts  ändert,  so  lässt  sich  die  Umsetzung  der  Elemente  all- 
mäh  Ii  g  bis  zum  ersten  ausdehnen.  Die  gegebene  Complexion 
a  c .  d  wird  also,  wenn  sie  überhaupt  q  demente  enthält, 

auch  q  Umformungen  zulassen,  ohne  ihre  Bedeutung  zu  ändern; 
oder  mit  andern  Worten:  es  werden  outer  sämmtlichen  Com- 
plexionen  (q~\-X)  von  dieser  übereinstimmenden  geome- 
trischen Bedeutung  enthalten  sein. 

Die  Anzahl  der  verschiedenen  Arten,  auf  welche  ein  gegebenes 
«eck  sich  durch  q  Diagonalen  in  lauter  «ecke  zerlegen  lässt,  ist 
nunmehr  ohne  alle  Schwierigkeit  bestimmbar,  da  man  weiss,  dass 
die  überhaupt  mögliche  Menge  von  Combinationsform en  zu  q  aus  n 
wiederholbaren  Elementen  durch 

«(»+■!)  (w  +  2)  (n-|-3)  (n  +  q  —  1) 

1.2.3.4..*.«.a....^ 

ausgedrückt  wird,  worin  nach  dem  Vorhergehenden  die  arithmeti- 
sche Darstellung  jeder  Diagonalenstellung  (^-f-ljmal  enthalten 
ist,  so  dass  man,  um  die  wirklich  verschiedenen  Diagonalenstellun- 
gen zu  erhalten,  noch  mit  (^+1)  dividiren  muss.  Bezeichnen  wir 
daher  die  gesuchte  Anzahl  für  ein  «eck  mit  q  Diagonalen  durch 
A*^  so  erhalten  wir  den  allgemeinen  Ausdruck 

*      y-t-l"  1.2.3  q  ' 

und  vermöge  dieser  independenten  Formel  lässt  sich  eine  Tafel, 
wie  die  von  Nie  Fuss  gegebene  (s.  Pag.  198  a.  a.  0.)  leicht  bis 
zu  beliebiger  Weite  aufstellen,  indem  man  nur  aus  derjenigen  der 
Figorirten  Zahlen  die  entsprechenden  Werthe  zu  nehmen  und 
beziehungsweise  durch  die  ganzen  Zahlen  1,  %  3  . . . .  =^-f-  1  zu 
dividiren  braucht. 

Auf  den  ersten  Blick  mag  es  auffallend  erscheinen,  in  vor- 
stehendem allgemeinen  Ausdrucke  unter  den  bestimmenden  Grössen 
die  Zahl  m  zu  vermissen,  welche  in  den  a.  a.  O.  nutgetbeilten  re- 
currirenden  Formeln,  so  wie  auch  in  der  daraus  durch  Induction 
geschlossenen  indenendenten  auftritt  Man  erkennt  aber  leicht, 
dass  bei  der  Abhängigkeit,  in  welcher  die  Grossen  »,  m  und  q  zu 
einander  steho,  ausgedrückt  durch  die  Gleichung 
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*»  =  (f-t-l)  m  —  fy, 

■or  eine  der  beiden  Zahlen  »,  überhaupt  in  die  Formel  einzu- 
gehen braucht;  wie  sich  denn  auch,  wenn  man  diesen  Werth  von 
*  und  zugleich  *  —  1  statt  q  in  den  obigen  Ausdruck  substituirt, 
die  Umgestaltung  desselben  in  die  von  dem  Herrn  Herausgeber 
(S.  199)  hypothetisch  aufgestellte  allgemeine  Form 

4  _{m  —  \)  (im—i  —  l)  {im—i—2)  (im—i—3)  (ijw— (2a  — 2)) 

'  1  .2.3.4...(«— 1) 

augenblicklich  ergiebt. 

Wieviel  zweckmässiger  es  aber  ist,  bei  der  Behandlung  des 
hier  besprochenen  Problems  die  Anzahl  n  statt  m  in  die  Betrach- 
tung zu  ziehen,  giebt  sich  am  augenfälligsten  zu  erkennen,  wenn 
man  die  Aufgabe  zu  folgender  noch  allgemeineren  erweitert: 

Die  Anzahl  der  verschiedenen  Arten  zu  bestimmen, 
auf  welche  sich  ein  neck  durch  q  Diagonalen  in 
Figuren  zerlegen  lässt,  unter  denen  a  Dreiecke,  b  Vier- 
ecke, c  Fünfecke  u.  8.  f.  enthalten  sein  mögen.  (Bedingung- 
gleichungen  also:  $r-f-l  =  «-T-£-t-c-+-....,  wo  a,  b,  c....  ir- 
gend einen  Werth  der  Zahlenreihe  0,  1,  2,  3 .  . . .  haben  können; 
and  u  =  Za     Ab  -H  5c  . . . .  —  2q). 

Man  überzeugt  sich  nämlich  leicht  durch  nähere  Betrachtung 
irgend  eines  beliebigen  Polygons,  dass  die  oben  für  den  Special- 
tal 1  gleichartiger  Theiliiguren  geführte  Untersuchung  hier  auf 
fölliff  gleiche  Weise  ihre  Anwendung  findet,  nur  dass  durch  jede 
beliebige  Complexioo  mehr  als  eine  Diagonalenstellung  be- 
zeichnet wird.  Wäre  z.  B.  ein  Zwölfeck  durch  4  Diagonalen  in  2 
Dreiecke,  2  Vierecke  und  1  Sechseck  zu  zerlegen,  so  würde  die 
Form  1.1.1.1  hier  die  ganz  verschiedenen  Diagonalenstellungen 

I3.l4.l4.lg;   lj.l4.lg.ljQ,*   lg*l«»li«lioi  ^i#l**li*^»5  u.  s.  w. 

andeuten,  deren  Menge  sich  dadurch,  dass  man  hier  fünf  auf  ein- 
ander folgende  Figuren,  unter  deuen  zwei  Paare  gleichartiger 
sind,  auf  alle  mögliche  Weise  unter  einander  versetzt  denkt,  so- 

1   2  3   4  5 

gleich  als  die  Permutatiooszahl     *    *    j    '  -  =  30  zu  erkennen 

giebt.  Sind  der  Tlieilfiguren  allgemein  q-\-\,  und  darunter  a  der 
einen,  b  der  zweiten,  c  der  dritten  Art  u.  s.  f.,  so  erhält  man  aus 
den  nämlichen  Gründen  statt  der  einen  Diagonalenstellunfr,  welche 
irgend  eine  beliebige  Complexion  bei  der  Zerlegung  in  lauter 
gleichartige  Figuren    repräsentirte,   ihrer  vielmehr  eine  Anzahl 

=      *  *   *v*//  o  *  ^  /  ^  i4"  V — v    Durch  diese  Zahl  wird  demnach 
(l .  2  . .  a)  (1  .  2  • .  b)  (1 .  2  . .  c) 

der  obige  Ausdruck  von  A*q  noch  zu  multipliciren  sein,  sofern  er 

auf  die  hier  verallgemeinerte  Aufgabe  Anwendung  finden  soll,  so 

dass  die  verlangte  Anzahl  aller  möglichen  Zerlegungen  eines  isecks 

durch  q  Diagonalen  in  a  Dreiecke,  b  Vierecke,  u.  s.  w.  dargestellt 

wird  durch  die  allgemeine  Formel: 

1  .2.3.  ...y.(y-<-l)  1)  (»+2)  (n-j-t) ....  {n+q — 1) 


(1 . 2  . .  a)  (1 .  2  . .  b)  (1  .  2  . .  c)  '  1.2.3  

 «(»+  1)  (/t-f-2)  (w-f-3)  (n-f-y— 1) 

—    (I  .  2  .  3  . .  ä)  (1  . 2  .  3  . .  b)  (I  .  2  .  3  . .  c)  9 


Digitized  by  GooqI« 


122 


ein  Ansdrnek.   der  sofort  wieder  rv  deo  'tbi<ren  Werth  von 
abergeht,  sobald  man  zu  der  speziellen  Annahme  «iarcfiau^  xietch- 
xrtiger  f  isnire»  schreite!,  io  welca^m  Falle  die  Zahlen  a,6±em  . 
sieh  olf*nt>at  aaf  eine  einzige,  und  zwar  auf  (^-f- l)  reduciren-. 


11 


Von  der  numerischen  Auflösung  der  Gleichung 
A  =  (l  +  xy*  (1  +  bx),  wenn  x  ein  kleiner 

Brach  ist 


Van 

Herrn  Doctor  Rädell 

zu  Berlin. 


Bezeichnet  x  die  jährliche  Zi'hsc  eines  Thalers,  so  wird  aus 
dem  verzinnten  Kapitale  JST  am  Ende  des  ersten  Jahres  A(l  -J-  ^r*), 
um  Knde  des  zweiten  Jahres  Ä(l-f-;r)*,  am  Knde  des  dritten 
Jahres  K{\  *\- x)%  n.  s.  w..,  im  Allgemeinen  am  Ende  des  mten 
Jahres  K(\  -f-  wenn  man  nämlich   voraussetzt,   dass  die 

Zinsen  eines  jeden  Jahres  am  Ende  desselben  znm  Kapitale  ge- 
schlagen und  in  den  folgenden  Jahren  mit  dem  Kapitale  verzinst 
werden. 

Nennt  man  also  den  auf  diese  Weise  in  m  Jahren  aus  dem 

X 

Kapitale  K  hervorgegangenen  Werth  desselben  Km,  so  erhält  mau 
die  Gleichung 

(1)  Km=zA\\^-(cy. 

t 

X 

so  dass  Km  mit  m  und  x  zugleich  wächst 

Die  eben  geschriebene  Gleichung  gilt  aber  nur  so  lange,  als 

m  eine  ganze  Zahl  ist.   In  der  Tbat,  wird  nt  =  iw-f-  ^  statt  m 

gesetzt,  wo      ejD  achter  Bruch  ist,  so  erhält  man  für  den  durch 

Zins  und  Zinseszins  angewachsenen  Werth  des  Kapitals  am  Ende 
der  ersten  t»  Jahre  wiederum  K(\  ~\-x)m.    Soll  dieses  Kapital  nun 

noch      Jahre  verzinst  werden,  so  betragen  die  Zinsen  während 
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dieser  Zeit  Ä'(l  -4-  &)»  .  «2-  &r  also  Kapital  und  Zinsen  für  die- 
Fall 


s 

wahrend  man  nach  der  Gleichung  (1)  hierfür 


erhalten  hätte. 

Uro  den  letztern  Augdruck  mit  dem  richtigen  iu  vergleichen, 

2L 

hat  man  dafür  K(\-+-as)m  .  zu  setzen  und  den  letztern 

Faktor  nach  dem  binomischen  Lehrsatze' zu  entwickeln.  Hierdurch 
ergiebt  sich 

oder,  da  AM(1+ =  i^.  ist, 

—  A"w>  —  y)  p{q  —  p)  (fy  —  P),.., 

JT*       "     V  .  Oy' 

Da  nun  or  seiner  Bedeutung  nach  ein  kleiner  Bruch  ist,  so  wird, 
bei  der  Beschaffenheit  der  Coefficienten  der  einzelnen  Glieder,  das 
Vorzeichen  der  ganzen  Reihe  mit  dem  des  ersten  Gliedes  überein- 
stimmen, und  folglich,  wegen  ff>P)  positiv  sein;  so  dass  die 
Gleichung  (1),  auf  den  Fall  angewandt,  wo  m  eine  gebrochene  Zahl 
ist,  einen  Werth  liefern  würde,  der  zwar  zu  klein  wäre,  aber  ver- 
hältnissmässig  doch  wenig  von  der  Wahrheit  abweichen  würde, 
weil  diese  Abweichung  kleiner  ist  als 

Wird  nun  die  Aufgabe  gestellt,  dass  man  aus  dem  gegebenen 
Werthe  eines  Kapitals  K,  aus  dem  künftigen  Werthe  desselben 

x  P 

K„t  und  aus  der  Dauer  der  Verzinsung  m'  =  0*-+-     die  jährlichen 

Zinsen  eines  Thalers  finden  soll,  so  hat  man  die  Gleichung  (2), 

X 

oder  wenn  man  durch  K  dividirt  un<f  -jg-  —  A  und  ^=6  setzt, 
die  Gleichung 

(3)     J  =  (l-hxy»  (H-Ä^r) 

nach  ac  aufzulösen. 

Im  vorliegenden  besondern  Falle  ist  ä  <^  1.  Bevor  aber  zur 
Auflösung  dieser  Gleichung  geschritten  wird,  soll  noch  folgende 
Aufgabe  gleichfalls  aus  der  Zinseszinsrechnung  mitgethcilt  werden, 
die  auch  von  obiger  Gleichung  resultirt,  in  welcher  aber  6  jeden 
beliebigen  Werth  erhalten  kann: 

Es  wird  sofort  das  Kapital  d  und  dann  am  Ende  jedes  Jahres 
die  Rente  c  während  m  Jahren  zum  Zinsfusse  1-H.a?  verzinslich  au- 
gelegt und  aufgespart,  und  von  der  hieraus  erwachsenden  Summe 
nun  zu  dem  nämlichen  Zinsfusse  die  immerwährende  Rente  et  be- 


.4 
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zogen,  wie  gross  ist  der  Zinsfuss?  Der  Werth  des  sofort  ange- 
legten Kapitals  d  ist  nach  m  Jahren  d(\-^ra:)M  und  die  Werthe 
der  successive  hinzukommenden  Renten  c  betragen  am  Ende  jener 
'«»  Jahre  respective  c(l-f-.r)OT~1,  c(  1  J?)m~2,  c(l-\-a:)m— '  u.  s.w., 
jenachdem  die  Reute  am  Ende  des  lsten,  2ten,  3ten  Jahres  n.  s.  w. 
hinzugekommen  ist.  Demnach  beträgt  der  künftige  Werth  sämmt- 
licher  Ersparnisse  mit  Zinsen  und  Zinseszinsen: 

*/(l-f-.r)'"     c\(\ -4-^c)««-i  -f.  ( 1  -f- .r  )"»-2 -f-  ( 1  -f- &)m~* -f- • . .  1) 

=  </(l-f-^-r-c(lH"^~1 

« 

Da  man  nun  aus  dem  Kapitale  die  jährlichen  Zinsen  erhält,  wenn 
man  dasselbe  mit  je  muitiplicirt,  und  diese  Zinsen  gleich  a  sein 
sollen,  so  ergiebt  sich  die  Gleichung 

dx{  1  -f-       4-  c  \  ( 1  +       —  1 1  =  a 

d.  b. 

(1  -f-  &)m  (c  •+-  dar)  =  a  -f-  c 

oder  wenn  man  durch  c  dividirt  und  wiederum   =z-A  und 

c 

^-  =  b  setzt, 

c  ' 

(l         [\-\-bx)  =  A 

wie  vorher. 

Was  nun  die  Auflosung  dieser  Gleichung  nach  a:  betrifft,  so 
sieht  man  sogleich,  dass  diese  letztere  vom  («w-f-VJsten  Grade  ist,  und 
also  im  Allgemeinen  auf  algebraischem  Wege  nicht  aufgelöst  wer- 
den kann.  Man  hat  sich  also  damit  zu  begnügen,  für  den  Fall, 
dass  A  und  b  in  bestimmten  Zahlen  gegeben  sind,  lsteus  einen 
ersten  Näherungswerth  und  2tens  aus  demselben  einen  solchen 
Werth  für  zu  finden,  der  für  jeden  praktischen  Bedarf  als  hin- 
reichend genau  gelten  kann,  wobei  jedoch  nicht  zu  vergessen  ist, 
dass  a:  selbst  nur  wenige  Hundertel  beträgt,  also  die  Annäheruug 
noch  viel  weiter  gehen  muss. 

Ist  nun  b<Zl,  oder  allgemein:  ist  m  gegen  b  so  gross,  dass 
m  -f-  b  als  verhältnissmässig  wenig  verschieden  von  b  angesehen 
werden  kann,  so  folgt  aus  der  vorhergehenden  Auseinandersetzung, 
dass  man  nahe  genug  (1  -f-  a:)m  (l  -f-&r)  =  (l  -\-jcYn'*mb  setzen 
kann,  so  dass  man  aus  der  Gleichung 

(H-*,)«H-*  =  ^ 

(4)  Xl=—\^-\/A 


als  einen  ersten  Näherunffswerth  für  a?  erhält,  der  um  so  genauer 
ist,  jemehr  m  das  b  an  Grösse  übertrifft. 

Findet  das  oben  angegebene  Verhältniss  zwischen  m  und  b 
nicht  statt,  so  dass  also  m  keine  grosse  Zahl  ist,  so  setze  man 
uäherungsweise 


a:v 


und  bestimme  a  und  ß  dergestalt,  dass  dieser  Gleichung  so  viel  als 
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möglich  Genüge  geleistet  werde.  Entwickelt  man  beide  Ausdrücke 
nach  steigenden  Potenzen  von  ar,  so  erhält  man 

l-f-jWÄr-r-^l=^^»H-...  =  H-(o-/?)  a:—ß(a—ß)x*  +  .,.. 

Man  wird  also  den  angenommenen  Quotienten  der  Potenz  (l-f-or)1" 
am  meisten  annähern,  wenn  man 

a  —  ß  —  m  und  — ß(a —  ß)  = — ^ — 

setzt,  weil  sich  dadurch  beide  Ausdrücke  nur  in  der  dritten  und 
den  höhern  Potenzen  der  sehr  kleinen  Quantität  x  von  einander 
unterscheiden. 

Dividirt  man  aber  die  zweite  der  so  eben  gefundenen  beiden 

tn—1 

Bediugungsgleichungen  durch  die  erste,  so  erhält  man  ß=  j-, 

also  az=zm-\-  ß  =  m'^'1  und 


(5)     (l>h^  =  2_(m_lR 

Sucht  man  daher  aus  der  quadratischen  Gleichung 
2-f(m-f- Dar,  ,    ,   ,     *  4 

den  positiven  Werth  von  .sr,,  so  wird  derselbe  gleichfalls  als  ein 
Näherungswerth  von  a:  angesehen  werden  können. 

Um  aus  dem  auf  die  eine  oder  die  andere  Art,  ie  nach  dem  ver- 
schiedenen zwischen  m  und  h  stattfindenden  Verhältnisse,  gefunde- 
nen Näherungswerthe  xx  sogleich  einen  recht  genauen  Werth  für 
cc  zu  finden,  setze  man  jc  =  acx  -+-  ^pey ,  wo  fa&x  positiv  oder  ne- 
gativ aber  nur  noch  eine  sehr  kleine  Correktion  von  ocx  ist.  Sub- 
stituirt  man  dies  in  die  Gleichung  (3),  so  bleibt  noch  die  Gleichung 

^=(1  +  ^+  ^,)"  |i  +  £(«i+A*i)l 

nach  A-^i  aufzulösen.  Werden  auf  beiden  Seiten  die  Logarithmen 
genommen,  so  erhält  man 

log  A  —  m  log  (l-f-ÄT.+A^O-Hlog.U-T-^i-r-A^i)! 

=  m  log  (l  +  ^J-f-Iog  (1  +  ^)  +  «  log  (1-T-j^) 

oder,  wenn 


(6)     m  log  (1 -T- ar,  )-Hog(l log  ^, 

setzt, 

log  A  -  log  A,  =  „  log  (1  +  ^r)  +  log  (1  +  i^r). 

Hierfür  kann  man  aber,  wie  aus  der  Analysis  oder  auch  schon  aus 
dem  blossen  Aufschlagen  der  Logarithmen  mehrzifiriger  Zahlen  in 
den  Tabellen  bekannt  ist, 

log  A  —  log  Ax  =  (md-\-  6(f) 
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setzen,  wo  d  und  //*  die  sogenannten  herrschendeu  Differenzen  re- 
sucktive  von  log  (l-4-.r,)  und  log  (l-r-&ar,)  sind,  so  dass  man 
also 

a  •   log  ^  —  log  ^, 

^    1  — nül+b£  3 

und  folglich 

erhält,  wo  sich  der  Werth  .von  a:t  entweder  ans  der  Gleichung  (4) 
oder  uus  (5)  und  der  von  tojg  Ax  aus  der  Gleichung  (6)  ergiebt. 

Wus  die  Näherung  betrifft,  die  man  vermittelst  dieser  Methode 
erreicht,  so  siebt  man,  dass  sie  bis  auf  doppelt  so  viele  Decimal- 
stellen  gehen  wird,  als  xx  genau  ist,  weil  die  Differenzen  d  uod 
d'  selbst  so  weit  genau  sind. 

Um  das  Ganze  durch  ein  Beispiel  zu  erläutern,  setze  man 

Km'  =  203.3889,  J5f =  150,  ot  =  6  und  = 
Alsdann  findet  man  &k  aus  der  Gleichung  (4): 


log  Kmr  =  2.3083272 
—  log  K  =2.1760913 
log  ^  =  0.1322359 

'  v  -? 


log  (1+^)  =  0.0201716  . , .  d=  0  .  415 
*?,=  0.0475424 


Ferner: 


log  (1 =  0.1210296 


+    log  (1  -+-  Ar,)  =  0.01131661  ^ 

53j 


s 


log  Ax  =s  0.1323515 


log        log  Ax  =  —  0.0001156 
md-\-  6d'=  2.726 


(        =  —  0.0000424 
folglich  .#=0.0475,  welches  in  diesem  Falle  der  genaue  Werth  ist. 
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XIII. 

Heber  die  Loxodromen  auf  dem  gemeinen  Cy- 

linder  und  Kegel. 


Von 

Herrn  Dr.  E.  W.  Grebc 

ordentlichem  Hauptlehrer  am  Gymnasium  zu  Cassel. 


Mit  dem  Namen  Loxodromo  belegen  wir  eine  Curve  auf  einer 
durch  Umdrehung  erzeugten  Fläche,  welche  mit  allen  Linien,  in 
denen  die  Fläche  von  einer  durch  ihre  Axe  gelegten  Ebene  durch- 
schnitten wird,  einen  Constanten  Winkel  bildet.  Die  Loxodrome 
auf  der  Rotationsfläche,  deren  Erzeugende  eine  Gerade  ist,  bietet 
sehr  interessante  Eigenschaften  dar,  wesshalb  wir  die  wichtigsten 
hier,  doch  nur  in  der  Form  von  Resultaten,  mittheilen  wollen.  Die 
Formeln,  welche  sueciell  der  Cyiinderloxodrome  angehören,  und 
die,  welche  lediglich  auf  die  Kegelloxodrome  bezogen  werden  sol- 
len, werden  wir  dadurch  kenntlich  machen,  dass  wir  -den  Nummern 
der  ersteren  den  Buchstaben  a,  und  denen  der  letzteren  den  Buch- 
staben b  beifugen.  »  .  /'» 

Die  Umdrehung  der  geraden  Linie 

1.    tf=r  —  cot  f«r  %- 

um  die  Axe  der  üc  erzeugt  die  Rotationsfläche 

2.   y*         =  (r  —  cot  € .a?)* 

f  denken  wir  uns  stets  grösser  als  0,  aber  nicht  grösser  als  |tt. 
Für  e=  Itt  haben  wir  eine  cylindrische,  sonst  eine  conische  Fläche. 
r  ist  der  Halbmesser  der  Grundebene.  Das  Coordinatensystem  ist 
rechtwinklig.  Eine  Loxodrome,  welche  mit  der  erzeugenden  Ge- 
raden stets  den  Winkel  <p  bildet,  hat  ausser  2.  noch  die  Gleichung 

■  * 

3.   arc  taug  f  =  tang  y  sec  «  log  r_lottj 

die  für  sich  betrachtet  einer  windschiefen  Fläche  zwischen  der  Loxo- 
drome und  ihrer  Axe  zukommt,  welche  wir  Wendelfläche  nennen 
wolleu.  * 
Aus  3.  ergibt  sich 


3 .«•    arc  tang     =  tang  y.  y-. 


Auch  lassen  sich  die  Gleichungen  unserer  Curve  folgen  denn  assen 
darstellen  :  . .  •  '  v" 
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4. 


yr=zv  sin  (tanj*  y  sec  (  Ii 
x  =  v  cos  (tang  f/  sec 


y—  r  sio  (taug  <p 

x  =  r  cos  (tang 


Den  Winkel  w  denken  wir  uns  stets 

Einen  Unterschied   zwischen  recht 
Loxodrome  zu  machen,  ist  nicht  crfordci 
Richtungen  der  Axen  der  y  uud  z  im 
wählen  können.    Von  Difterenzialforiueln 

• 

dy      —  cot  s.y  -fr-  tang 


*    dx  ~ 


v 


g    dx   —  tang  cosec 

dx 

-     d*y  tang  y  cosec  i 

'*    dx2 —  v  ~ 

fi     d2x    tang  (f  coseu  t 

*    ^  —  


10. 


9  ^ 
dx*  " 


-      =  sec  <p*  cose 

tang  g2  cosec  e3 


(sec  <f 


d2y    dx       d2x     dy_  tang  y  cosec  t  . 

U-    dx~2  '  d^~  dx2'  d^— 

Bezeichnet  s  den  zu  der  Abscissc  a:  gehörigen  i 
drome,  80  ist 

12.    *  =  sec  </>  cosec  s.& 

i 

12.°-    *  =  sec  (p.a: 

und  wenn  wir  auf  dem  Kegel  die  Länge  der  Loxo 
Grundebene  bis  zur  Spitze  £  nennen 


12.Ä-    £  =  r  sec  <p  sec  f 

Der  Bogen  der  Loxodrome  ist  also  stets  seiner  Proj 
die  Abscissenaxe  proportional,  welche  Eigenschaft  keiner 
ebenen  Curve  zukommt 

Für  den  Krümmungshalbmesser  H  haben  wir 

13.    R      sin  g>  {/(i  —  cos  g>2  sin  t2) 
13.°-    _ft  =  r  cosec  <jp* 

Die  Coordinaten  des  KrümmungsmittelpunkteB  sind 
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!  Spirale,  der  durch  einen  gewissen  Punkt 
i>f.  und  den  constanten  Winkel  tp,  welclieu 
:  vtrali Jen  bildet. 

.Imantel   in  eine  Ebene  ausgebreitet  wird, 
«nie  als  logarithmische  Spirale,  fiir  welche 

iip  =  <P 

t\or  Kegclloxodrome  auf  die  Grundebene  des 
"'  'nnische  Spirale,  bei  der 

J=v 

Ung  i/;  =  taug  <p  sec  £ 

•  !tt  der  Tangenten  mit  einer  durch  die  Ke- 
/outalcbene,  oder  der  Ort  der  Funkte,  deren 
flinmt  wurden,  ist  ebenfalls  eine  logarithmi~ 

isf 

,  /  =  tang  (f  sec  t.v 

fang  t^  =  tang  g>  sec  « 

abwickelbare  Fläche,  in  welcher  sämmt- 
oberhalb  oder  unterhalb  der  Knotenfurche, 
«  wird  aus  der  Knotenfurche  eine  logarithmi- 


i — > 1 1 i  t*  sin  <f4) 
>r  aec  e  \/{\  —  sec  **  cos  g>a). 

•!:ts  vSftick  oberhalb  der  Knotenfurche. 
'   ;  nt^efübrten  lojearithmischen  Spirale 
\t .  \.  genannten  Elemente  gleich- 

iriholen  sich  für  die  Kegelloxo- 
niflelpunkte  der  ursprünglichen 
bellenden  logarithmischen  Spi- 
';.  1<».  17  bestimmen. 
•!.      h.  5.  noch  einmal  fiir 
■Uten  die  Krümraungsaxen 
!<  isf  die  Knotenfurche  der 
v  Krümmungsaxen  der 
•ir  welche 

*    —  I) 

<ler  ursprüu£~ 


'«••her  die 


''5 
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y=v  sin  (tang  f  sec  f  log  ^z^—) 
»  =  »  cos  (tang  9  sec  f  log  ) 


4_a. 


y=r  sin  (tang  y.— ) 


*  =  r  cos  (tang  9.—) 


Den  Winkel  y  denken  wir  uns  stets  zwischen  den  Grenzen  0  und 
Einen  Unterschied  zwischen  rechts  und  links  gewundener 
Loxodrome  zu  machen,  ist  nicht  erforderlich,  da  wir  die  positiven 
Richtungen  der  Axen  der  y  und  *  immer  der  Windung  angemessen 
wählen  können.    Von  Diffcrenzialformeln  bemerken  wir  folgende: 

K     dy  —  cot  t.y  -f-  tang  y  cosec  tA 

^    dx      —  tang  y  cosec  tjf  —  cot 
dx  v 

-     d*y  tang  y  cosec  t  dz 

'    dx*  —  v  *  dx 

Ä     ffts  tang  y  cosec  *  </y 

9>   d^m*~dx~*  =  8ec  y   C08ec  *  1 
m    <Py*   .  &%%      tang  y*  cosec  t» 

10-   ^  +  *2F  =       \»   <8ec  9   cosec  *  -  O 

(Py    dx       d*%     dy       tang  y  cosec  <  ,  _ 
H-   dx-*'te-d^'te=  v   (sec  9'  cosec 

Bezeichnet  *  den  zu  der  Abscisse  sc  gehörigen  Bogen  der  Loxo- 
drome, so  ist 

12.   *  =  sec  y  cosec  ejc 

12.*-    #  =  sec  (p.a: 

und  wenn  wir  auf  dem  Kegel  die  Länge  der  Loxodrome  von  der 
Grundebene  bis  zur  Spitze  £  nennen 

12>    5  =  r  sec  9  sec  « 

Der  Bogen  der  Loxodrome  ist  also  stets  seiner  Projection  auf 
die  Abscissenaxe  proportional,  welche  Eigenschaft  keiner  einzigen 
ebenen  Curve  zukommt 

Für  den  Krümmungshalbmesser  R  haben  Vir 


13.   Jt  =  -r 


sin  y  1/(1  —  cos  y2  sin  «a) 
13.«-    jR  =  r  cosec  9* 

Die  Coordinaten  des  Krümmungsmittelpunktes  sind 


i 
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t      v  cot  y  sin  *  <fe 

*  ~~  y  "+"  1  —  cos  y'  sin     *  <** 

,   t;  cot  y  sin  <•  </y 

*  *       1  —  cos  y3  sin  t1  '  dx 


und  es  folgt  somit,  dass  der  Krümmungshalbmesser  in  eiuer  auf 
der  Axe  senkrechten  Ebene  liegt,  was,  wenn  auch  nicht  bei  der 
Cy  linder-,  doch  bei  der  Kegelloxodroine  auffallen  kann. 

Für  die  Entfernung  t/  des  Krümmungsniittelpunktes  von  der 
Axe  findet  sich 


15.  t^^y—^——^. 


Demnach  liegen  alle  Krümmungsmittelpunkte  in  einer  neuen  Löxo- 
drome,  und  wenn  für  diese  cp- und  «'  das  bedeutet,  was  y  und  s 
für  die  ursprünglicbe,  so  ergeben  sich  die  Beziehungen 

16.   v1  tang  «'  =  t/  tang  * 
17.    tang  y' :  tang  y  =  cos  c' :  cos  f. 

Insbesondere  liegen  die  Krümmungsmittelpunkte  einer  Cvlinderloxo- 
drome  in  einer  andern  Cylinderloxodrome,  deren  Krümm  ungsmittel- 
punkte  wieder  in  der  ersten  liegen,  und  es  ist 

Bedeutet  Q  den  Krümmungshalbmesser  einer  Loxodrome  aüf  der- 
selben Cy  linder-  oder  Kegelfläche,  deren  Ansteigungswinkel  den 
der  ursprünglichen  zu  einem  rechten  ergänzt,  so  erhält  man 

18#    ö  =  cos  y        — sin  y»  sin  $T)' 

Die  Entfernung  u/  der  Krümmungsmittelpunktc  der  letzteren  von  der 
Axe  ist  dann 


10    ■»»  —  „I  /cos  «*  +  teDg  9 

19.  *y_  fr^_r__i 


und  es  folgt 


20.   t/u/  =  vi 
21.   Ji*t=H*:  Q*. 

Seien  4?',  y*,  x'  die  veränderlichen  Coordinaten  einer  Linie 
oder  Fläche,  deren  Gleichung  angegeben  werden  soll,  so  erhält 
man  als  Gleichung  der  Krümmungsebene 

22.  (sec  SPa  cosec  **_l)_(y'_y)^- (x'-x)~=9. 

Die  Gleichung  der  Normalebeoe  ist 

*  dx^^  dx 


Für  die  Krümmungsaxe  gilt 

Theil  II.  9 
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y-y^-cot^-coty  cosec^ 

•2  t.  {  v 

I  t  cot  y  cosec  f.y  —  cot  t.z      ,  . 


für  tlic  Tangente 


25. 

für  den  Krümmungshalbmesser 

,dv,d% 

Neigt  sich  die  Krümmungsaxe  siegen  eine  auf  der  Üimlrebuugs- 
axe  senkrechte  Ebene  unter  dem  Winkel  m,  die  Tangente  unter 
dem  Winkel  u,  so  ist 

27.  sin  m  =  1/(1  —  cos  $pa  sin  «*) 

28.  sin  i»  =  cos  y  sin  e 

Oer  N ei guugs winket  der  Krümmungsebene  gegen  jene  Ebene  ist 
alsdann  \n  —  m,  und  der  Neigungswinkel  der  Normalebene  ??r — «. 

Legt  man  durch  die  Kegelspitze  eine  auf  der  Axe  senkrechte 
Ebene,  so  ist  der  Bogen  der  Loxodrome  von  irgend  einem  Punkte 
bis  zur  Kegelspitze  gleich  der  Tangente  an  diesen  Punkt  von 
dem  Berührungspunkt  an  bis  zu  jener  Ebene.  Der  Endpunkt  der 
Tangente  hat  die  Coordinaten 

!a?  =  r  tang  £ 
y  =  tang  y  sec  «.* 
*'  = —  tang  (p  sec  s.y 
und  sein  Abstand  i  von  der  Kegelspitze  ist 

30. A-    i  =  tang  y  sec  f. v. 

Verlängert  man  die  Krümmungsaxen  bis  sie  dieselbe  Ebene  treffen, 
so  sind  die  Coordinaten  eines  Durcbscbnittspunktes 

ia/=r  tang  e 

3l>  ]  y'  = —  cot  y  sec  «.* 

(  s^cot  5p  sec  «.y 

und  für  die  Entfernung  w  eines  solchen  von  der  Kegelspitze  bat 


32.*-    « =  cot  op  sec  t.v  * 

so  dasü 

33>   t«  =  sec 

Die  Kegclloxodrome  steht  in  vielfachen  Beziehungen  zur  logarith- 
mischen Spirale.  Wir  fuhren  die  wichtigsten  derselben  auf,  und 
geben  bei  jeder  logarithmischen  Spirale  deren  Elemente  an,  näm- 
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lieh  deu  Leitstrahl  /  der  Spirale,  der  durch  einen  gewissen  Punkt 
der  Loxodrome  bedingt  ist,  und  den  constanten  Winkel  ift,  welchen 
die  Spirale  mit  den  Leitstrahlen  bildet. 

1.  Wenn  der  Kegelmantel  in  eine  Ebene  ausgebreitet  wird, 
so  erscheint  die  Loxodrome  als  logarithmische  Spirale,  für  welche 

34A  )/=8ec€t' 

2.  Die  Projection  der  Kegelloxodrome  auf  die  Grundebene  des 
Kegels  ist  eine  logarithmische  Spirale,  bei  der 

35*.  \i=V 

(tang  t//  =  taug  g>  sec  « 

3.  Der  Durchschnitt  der  Tangenten  mit  einer  durch  die  Ke- 

gelspitze  gelegten  Horizontalebene,  oder  der  Ort  der  Punkte,  deren 
oordinaten  in  29/-  bestimmt  wurden,  ist  ebenfalls  eine  logarithmi- 
sche Spirale.   Für  diese  ist 

36*-  \ 1  =  taDg  9  SCC  **" 

(tang  t/;  =  tang  <p  sec  e 

4.  Breitet  man  die  abwickelbare  Fläche,  in  welcher  säinmt- 
liche  Tangenten  liegen,  oberhalb  oder  unterhalb  der  Knotenfurche, 
in  eine  Ebene  aus,  so  wird  aus  der  Knotenfurche  eine  logarithmi- 
sche  Spirale  mit 

7=  •  ' 


374.  7       V/(cos     -f-sin  *2  sin  y4) 

(tang  t/i  =  tang  y  sec  e  1/(1  —  sec  «*  cos 

5.  Wählt  nai  hierbei  das  Stück  oberhalb  der  Knotenfurche, 
so  wird  aus  der  unter  JVr.  3.  aufgeführten  lojßarith  mischen  Spirale 
eine  andere,  welcher  die  unter  Nr.  4.  genannten  Elemente  gleich- 
falls zukommen. 

Die  Nummern  -2.  3.  4.  5.  wiederholen  sich  für  die  Kegelloxo- 
drome, in  welcher  die  Krümmungsmittelpunkte  der  ursprünglichen 
liegen,  und  die  Elemente  der  so  entstehenden  logarithmischen  Spi- 
ralen lassen  sich  nach  den  Formeln  15.  16.  17  bestimmen. 

Ferner  kehren  auch  die  Nummer  2.  3.  4.  5.  noch  einmal  für 
die  Kegelloxodrome  wieder,  deren  Tangenten  die  Krümmungsaxen 
der  ursprünglichen  sind.  Allgemein  nämlich  ist  die  Knotenfurche  der 
abwickelbaren  Fläche,  in  welcher  sämmtlichc  Krümmungsaxen  der 
Loxodrome  liegen,  wieder  eine  Loxodrome,  für  welche 

38.    tang  *"=rtang  f  (sec       cosec  fl  —  1) 

39.    tang  9" :  tang  y  =:  cos  e" :  cos  £ 

Die  Coordinaten  des  Punktes,  welcher  einem  Punkte  der  ursprüg- 
lichen entspricht,  sind 

L&'zzzjc  —  cosec  ya  cot  t.v 

40.  jy=  —  y  cot  y» 

'  ä'=  —  %  cot  9 3 

Bei  dem  Clünder  fällt  diese  Loxodrome  mit  der,  in  welcher  die 

9* 
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Krüiuinungsmittelpunkte  liegen,  zusammen,  für  den  Kessel  aber  ist 
sie  von  derselben  verschieden.  . 

Zum  Bescbluss  geben  wir  noch  die  Quadratur  der  Wendel« 
fläche  W.    Ks  ist 

41.*-    W=(sin  9>i|-cot  <p  log  cot  \<p))  -p 

allgemein  aber,  wenn  man  setzt 

tang  jf  =  tang  tp  cosec  f : 
41.    W=(sin  ^-Hcot  %  l°g  cot  (iw  —        (y**^  — *  cot  f.a:2)\ 
und  mithin  für  üc  =  r  tang  f 

41/     W=  (sin  #H-cot  *  log  cot  (\n  -  \<p))  r2J™*lm 


XIV. 

Trigonometrische  Relationen  zwischen  den  Sei- 
ten und  Winkeln  zweier  beliebiger  ebener  oder 

sphärischer  Dreiecke. 

.    Von  dem 
Herrn  Prof.  C.  A.  Bretschneider 

« 

in  Gotha. 


Fast  alle  Lehr-  und  Handbücher  der  Trigonometrie  enthalten 
mehr  oder  minder  ausführlich  die  Relationen  zwischen  den  sechs 
Bestandteilen  eines  Dreiecks;  aber  kein  einziges  derselben  bat, 
so  viel  mir  bekannt  ist,  die  entsprechenden  Formeln  für  die  Seiten 
und  Winkel  zweier  Dreiecke  untersucht,  obsebon  die  kenntniss 
derselben  bei  der  Betrachtung  der  zusammengesetzteren  Gebilde 
der  Planimetrie  und  Stereometrie  von  sehr  wesentlichem  Nutzen  ist, 
und  eine  grosse  Masse  Arbeit  erspart.  Diese  Lücke  theilweise 
auszufüllen  und  überhaupt  diejenigen  allgemeinen  Theoreme  zu- 
sammenzustellen, die  bei  trigonometrischen  Untersuchungen  Vor- 
theile gewähren,  ist  der  Zweck  der  nachfolgenden  Zeilen. 

 ^  •  - 
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Bezeichnen  übe  die  drei  Seiten  und  ABC  die  ihnen  beziehungs- 
weise gegenüberliegenden  Winkel  eines  geradlinigen  Dreieckes, 
A  den  Flächeninhalt  desselben,  und  sind  axbxcx  AxBxCt  und  Ai 
die  qamlicben  Dinge  für  irgend  ein  ganz  beliebiges  zweites  ebenes 
Dreieck,  so  ist  bekanntlich: 

c  cos  B  =  a  —  b  cos  C,    cx  cos  Bx  =«,  — bx  cos  C%  ) 

b  cos  C=sa  —  c  cos  B,    bx  cos  Cx  =  «,  — cx  cos  /?,  j 

u.  s.  w.  Durch  Multiplicatioo  zweier  neben  einuuder  stehender 
Gleichungen,  z.  B.  der  beiden  obersten,  ergiebt  sich: 

ccx  cos  B  cos  Bl=utal—axb  cos  C—abx  cos  C\ cos  Ccos  C, 

oder 

2^0,^,  cos  B  cos  ZI,  =  2aa«,a — 2ax2ab  cos  67— 2a*al6l  cos  6*, 

-\-2aaxbbx  cos  C  cos  C,. 

Nun  ist  aber  2«£  cos  C=a%  -\-b%  —  c*  und  1axbx  cos  C,  =  «,3 
H-^,J  —  c,a;  werden  daher  diese  Werthe  substituirt  und  dann 
aufgehoben,  was  sich  aufheben  lässt,  so  ergiebt  sieb: 

c,al,  +  c1V-2Ä«1cc,  cos  B  cos  B x=d*bx*  -f-  ax2b2 

—  2aatbbx  cos  C  cos  Cx. 

Es  ist  aber  ferner; 

2A  =  *c  sin  B  =  ab  sin  C 
2/\,  sin  Bx=axbx  sin  C, 

folglich  auch: 

±2/*«,«?,  sin  Ä  sin  Bx=z%ab«xbx  sin  £'  siu 

und  dieses  zu  der  oben  gefundenen  Gleichung  hinzugefügt,  giebt 
endlich : 

o'c,*  -\-ax*c%  —Zaaxccx  cos  {B±BX) 

=  a*bx*  +  «ltb*  —  2a*xbbx  cos  (Cdb^,). 

Dieser  Ausdruck  ist  dadurch  bemerkenswert!!,  dass  er  die  Form  der 
Grundgleichung  für  ein  geradliniges  Dreieck  hat,  nur  mit  dem 
Unterschiede,  dass  statt  der  in  der  letzteren  vorkommenden  Drei- 
ecksseiten hier  die  Produkte  aus  zwei  Seiten  von  bei  de  n  Drei- 
ecken eintreten.  Das  Gesetz,  nach  dem  sich  die  Gleichung  bildet, 
ist  leicht  zu  übersehen,  lässt  sich  jedoch  nur  unbequem  in  Worte 
fassen.  Macht  man  nun  das  System  durch  gehörige  Vertauschung 
der  Buchstaben  vollständig,  so  bekommt  mau: 
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5  ^  Ä 

—       ■*       —  — 


+   +   +  +'+  + 


I      I      I      l     I  I 

r  r  r  i  r  i 


Oft« 

c  e         c         9  c 

us  os  ob  *  *  * 

^    ^  ^    ^    S  <5 

lf    W  i    W    H-  fr 

CS     t6  ^     w     »  2 

ii  lf  ii  i  ii  i  ii  ü  ii  i  ii  ii 

m        —         m        —  -        —        —        —        —        —  — 

+  +  +  +  +  +  +  +  +  +  +  + 

i  r  r  r  i  r  r  r  i  r  r  i 

v  §:  *  »  «  v  a  v 

n      m        m         ^      "  m         Ci      -         O      -        **  " 

sgggs^ggggss 
lf  lf  lf  lf  lf  lf  lf  lf  lf  H-  lf  lf 


Diese  sechs  Gleichungeu  enthalten  in  der  That  alles,  was  sieb  nur 
über  die  gegenseitigen  Beziehungen  irgend  zweier  Dreiecke  sagen 
lässt,  namentlich  alle  Sätze  über  die  Congruenz  und  Aehnlicbkelt 
dieser  Figuren.  Dass  die  Dreiecke  dabei  ganz  willkührlich  sind 
und  nicht  einmal  in  einerlei  Ebene  zu  liegen  braueben,  versteht 
sich  von  selbst 


gm 


Aus  den  im  vorigen  Purugraphen  gebrauchten  Grundgleichuu- 
(1)  ergiebt  sich  sofort  auch: 
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I  b  cos  C -HC  cos  B        hx  cos  L\-\-c%  cos  Hk 

a  «, 

Wird  ou ii  diese  Gleichung  eiumal  mit  c  sin  B  =  6  sin  (\  das  au 
de«  Mal  mit  cx  sio  Bl=6l  siu  C\  multiplicirt,  so  findet  man 

?4-~f  =  ^i  »in  C  cos  Ä.-f-^.cr  sin  B  cos  C, 

=  W,  sin  C  cos      -f-<tt,  sin  B  coa 

♦  ■     1  ~  •  > 

2^,.—  =  £cg  cos  C  sin  Zfrj-f-^i«?  cos  üf  siu  Ct  i  :J 

=       cos  C  sin  Cj-f-rr,  cos  Ä  sin 

^g,2^2A,g3  =  ^l  sin  <C±  sin  (Ärb^,) 

=  Mt  sin  +  (B±Bt) 

Ferner  wird 

— a —  =  «  cos  /?— £  cos  ^  und  -1  ^    —  =g,  cos/f,—  cos//,; 

»lies  auf  dieselbe  Weise  behandelt,  wie  die  vorbergebenden  Glei- 
chungen, giebt: 

i 

 *   *  =  M  sin^/rp/r,)-«^,  siuJÄ^^,)/  ^ 

sinfÄ+rtf,)  —  bbx 
wonach  fieb  die  analogen  Ausdrücke  unmittelbar  bilden  lussen. 

■ 

$.3. 

Ist  irgend  eine  Glcicbung  von  der  Form  «'-r-f1 — Vmv  cos  Y 
^w'-r-Ä'* —  %tca:  cos  Z  gegeben,  so  lässt  sie  sieb  ganz  auf 
dieselbe  Weise  uniformen,  wie  die  bekannte  Formel  der  ebenen 
Trigonometrie.  Denn  man  gebe  ihr  die  Gestalt  «'-r-/;* —  w* — .r2 
=  2wt>  cos  y — 2tt\2T  cos  £  und  addire  und  subtrabirc  suec.essivc 
*uf  beiden  Seiten  die  Grösse  2*w-r-2wvt?,  so  erhalt  mau  durch 
Multiplication  der  beiderseitigen  Resultate  sogleich: 

(H+i>+W~az)  (u+v-to+x)  (u-v+w+x)  (-u-i-D+urtrx)} 

^=zA[uv  siu  Ydbwa?  sin  ZJ*     Huvwa;  cos  ( Fdb  Z).  ) 

Wendet  man  dieses  Theorein  auf  die  Gleichungen  Nr.  2.  an,  und 
macht  aus  (3)  und  (4)  die  nötbigen  Substitutionen,  so  findet  man, 
wenn  zur  Abkürzung  acx  -+-#*,<:-*-  /'£,■+-  £,<•==  2«/?  gesetzt  wird: 

fl^rsldfa/S-Ä.c)  (a/J-Äc,)  )- c'r,  * 


-f-Siwr^c»*-,2  cos  |(/f  — 


t). 


I. 

im  _  ♦ 
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*  Mit  Hülfe  dieser  allgemeinen  Theoreme  kunn  nun  eine  ziem- 
liche Zahl  specieller  Fälle  entwickelt  werden.  Da  das  Dreieck 
<*xbxcx  ganz  beliebig  ist,  so  wollen  wir  zuvörderst  ax  —  bx  =cl 
setzen,  und  erhalten  damit  aus  Nr.  2.  sogleich: 

ar  +  fr—Wab  cos  (60°  =fc:C)  =  Mac  cos  (60° ±Ä) 

—  b*  -f.  c%  -  Mbc  cos  (60°  dz  A) 

d.  b.  construirt  man  über  den  drei  Seiten  eines  geradlinigen  Drei- 
eckes gleichseitige  Dreiecke,  so  aber,  dass  dieselben  entweder 
sämmtlich  auf  den  äusseren  oder  inneren  Seiten  liegen,  und  ver- 
bindet dann  jede  Spitze  des  Urdreieckes  mit  der  gegenüberliegen, 
dcu  Spitze  des  gleichseitigen  Dreieckes  über  ihrer  Gegenseite;  so 
sind  diese  drei  Verbindungslinien  unter  einander  gleich. 

Ist  axbxcx  ferner  ein  rechtwinklich-gfeichschenklicbes  Dreieck 
und  ax  so  wird: 

dz 2a/v  sin  C=Ma*  +  c* -Mac  1/2  cos  (45°  d= R) 

=  2b9  -+-  c*  —  Mbc  VW  cos  (45°  ±A) 

a*-t-c*±Mac  sin  B  =  2«* -f- b*  —  Mab  V\X  cos  (45« d=  C) 

—  l,*-+-2c*  —  Mbc  VM cos (45° -±iA) 

b*  +  c»  ±Mbc  sin  A  =  a*  -+-  Mb9  —  2«£  V/2  cos  (45°  db  C) 

==  «»  -h  2c»  —  2<w?  1/2  cos  (45°d=Ä) 

d.  h.  errichtet  man  über  zwei  Seiten  eineB  geradlinigen  Dreiecks 
recktwinklich-gleichschenklicbe  Dreiecke,  so  dass  beide  zugleich 
entweder  innerhalb  oder  ausserhalb  des  Dreieckes  fallen,  und  ihre 
rechten  Winkel  beide  an  dem  Durchschnittspunkte  jener  beiden 
Seiten  liegen;  —  und  man  verbindet  nun  die  beiden  anderen 
Spitzen  des  Urdreieckes  mit  den  gegenüberliegenden  Spitzen  der 
über  ihren  Gegenseiten  construirten  Dreiecke;  so  sind  diese  beiden 
Verbindungslinien  unter  einander  gleich. 

Man  setze  ferner  das  Dreieck  axbxcx  dem  Dreiecke  abc  ähn- 
lich, so  wird  AX=A,  ßx=zß  und  Cx  =C,  uud  man  findet  aus 
(2),  wenn  man  immer  nur  die  oberen  Zeichen  nimmt: 

«*-M«—  Ma*b*  cos  MC=  («»  -h     -f-  Mab  cos  C)c\ 

Nuu  ist  ,aber  bekanntlich  o*  b*  -+-  Mab  cos  C  gleich  dem  Qua- 
drate der  doppelten  aus  der  Spitze  C  auf  die  Seite  c  gezogenen 
Schwerlinie;  nennt  mau  daher  diese  Scbwerlinien  a  ß  y,  je  nachdem 
sie  zur  Seile  abc  gehören;  so  findet  man: 

+         Ma2bz  cos  2Cz=  Ac 

a*  +  c*—Ma9c2  cos  2Ä  =  4£*0» 

b*  +  c*  —  Mb*c*  cos  MA  =  4«3a». 

Auf  diese  Art  köuute  man  uun  fortfahren  und  noch  andere  Voraus- 
setzungen über  die  Natur  des  Dreieckes  albxcl  machen;  indessen 
lassen  sich  die  meisten  der  dadurch  erhaltenen  Resultate  eben  so 
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leicht  unmittelbar  ableiten,  daher  es  an  den  angeführten  Beispielen 


«•5. 

Weit  wichtiger  sind  dagegen  die  Resultate,  die  man  erhält, 
weon  man  einzelne  Stücke  beider  Dreiecke  gleich  setzt;  denn  die- 
ser Fall  ist  derjenige,  der  am  meisten  vorkommt  und  der,  wenn  die 
Dreiecke  nicht  in  einerlei  Ebene  liegen,  einer  geschmeidigen  Be- 
handlung bisher  am  meisten  widerstanden  hat.  Nimmt  man  zuvör- 
derst an,  dass  eine  Seite  beider  Dreiecke  gleich  sei,  und  setzt 
demnach  etwa  c  =  e,,  so  erhält  man  aus  Nr.  2.  sogleich: 

**  *t 

+  + 

-  «s 

I  I 

.  r  r 

—  — 
o  © 

»  * 

w  w 

mm 

II  I  II  I 

«Oft« 

t»       M       U  M 
•»       M       t»  »• 

+  +  +  + 

-       -  " 

»»*»•»»» 

I     I     I  I 

g  p  p  r 

Ä      O  A 
X       03      OB  Cß 


^  ca  Ca  k 
If  If  If  lf 

k  &Ö  ^ 
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Mit  Hülfe 
liehe  Zahl  spei 
albtcl  gauz  be 
setzen,  und  erha, 

a2  +  6*  _  2ab 


d.  h.  construirt  man 
eekes  gleichseitige  Di 
shinmtlich  auf  den  aus 
bindet  dann  jede  Spitze 
den  Spitze  des  gleichseii 
sind  diese  drei  vcrbinduni. 

Ist  a1blcl  ferner  ein  r 
und  al=bl,  so  wird: 


«2 -i- b2  dbZab  sin  C=*2a*  - 
a2-^c2z±z2ac  sin  B  =  %9*+i 
b2  +  c2  zk:2bc  sin  A  =a2  - 


d.  h.  errichtet  man  über  zwei  Seiten 
rechtwinklich  -  glcichschenkliche  Dreieck 
entweder  innerhalb  oder  ausserhalb  des  L 
rechten  Winkel  beide  an  dem  Durchseht 
Seiten  liegen;  —  und  man  verbindet  nu 
Spitzen  des  Urdreieckes  mit  den  gegenübei 
über  ihren  Gegenseiten  coustruirten  Dreiecke, 
Vcrbindungslinicu  unter  einander  gleich. 

Man  setze  ferner  das  Dreieck  albJc1  dem 
lieb,  so  wird  Ax  =  A,  BX=B  und  C\  =C,  h 
(2),  wenn  man  immer  nur  die  oberen  Zeichen  nii, 


a 


b*  —  2a2b2  cos  2C=  («»  -f-  b2  2ab 


Nuu  ist  aber  bekanntlich  a2      b2      2ab  cos  C  gk 
dratc  der  doppelten  aus  der  Spitze  C  auf  die  Seite 
Schwerlinie;  nennt  mau  daher  diese  Schwerlinien  «  ß     *\ - 
sie  zur  Seite  a  b  c  gehören;  so  lindet  man: 

a*  -f.     —  2a2b2  cos  2C=  Ac2y2 

a* +  c*  —2a*c2  cos  2B  =  \b2ß2 

b*  +  c*  —2b2c2  cos  2A  =  \a2a2. 

Auf  diese  Art  könnte  mun  nun  furtfahren  und  noch  andere  V» 
Setzungen  über  die  Natur  des  Dreieckes  albicl  machen;  indc 
lassen  sich  die  meisten  der  dadurch  erhaltenen  Resultate  eben 
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Ist  iu  den  beiden  verglicheneu  Dreiecken  ein  Winkel  gleich, 
also  z.  B.  Bd  ergiebt  sich: 


■ 
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* 

[aax  —  bbl)*  =  al*c*  +  b*cx*—2axbccl  cos  (A  —  Bt) 
^a^c^  -^bx%c%  —1abxccx  cos  (B  —  Ax) 

(abx  —  axb)*=za*cx*+ax*c*—2aaxccx  cos(if  —  Bx) 
z=b*c*  +  bx9c%  —  2bbxccx  cos(^—^,) 

=  16[A(«i *  —  ^i*)  —  A.K  - 

+  %mmxbbxc*cx%  cos  2(,ff  — 
0«y»  =  16(A»Ä»  —  A^i ")••+•  Saaxb*bx*ccx  cos  (i?  — tf.) 

=  leIA^•.•-«.Ä)-A.(••-«•)],  )i% 

■+-$aalb*bx%cc1  cos  (^4  — ^i,) 
(D^y*  =  16(At«*  —  A«i *)*-*-  $a*ax*bbxccx  cos      —  Ax) 

=  16[A(^. '  ~  cx »)  -  Ai(*a  -  «•)]• 

-f-8«*a,,^lcoI  cos  (ß  —  Bx) 

Da  in  den  beiden  Dreiecken  sowohl  Ar-AI=BX  —  B  als  auch 
A  —  BX=AX—  B  ist,  so  können  die  Winkelaggregate  beliebig 
mit  einander  vertauscht  werden,  nnd  man  erhält  somit  noch  die 
Gleichungen : 

cos      — Ä1)  =  cos  (^.  —  tfjrs-  teZJab.-aJ) 

cos  (A—Ax)  =cob  (ZT,  — /*)=  ^(^-M,) 

».  8. 

Wird  ausser  C=CX  auch  noch  die  Gegenseite  <?  =  c,,  d.  h. 
stehen  beide  Dreiecke  auf  gleich  grossen  Sehnen  congruenter  Kreise, 
so  wird:  X 

—6*,)'  =  <>»(«,•  +        2*^  cos  [A  —  Bx)) 

z=c*(a*+bx*  —  2abx  cos        —  B)) 

(abx  —  •1*)»==su«(«f*h-«1»—  2aax  cos       —  /?)) 

Ferner  ist  nach  Nr.  8. : 

yflÄ»  =  16(A-f-Ai)*-r-8«»i^i  cos  2C 
=  16(A  —  hx)*-*-$aaxbbx 

=  16[A(at^^')-HA^-^)p+8gg|Mi  C08  ^-/^  15. 

Aus  dem  Vorstehenden  folgt  auch  sogleich : 

cos  M-Ä1)  =  cos  (Ä,  -^)  =  g«*,-«,*) [ 

fl*  -4-«,*— —  A,ai 


14. 
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sin* 


17. 


*(A.-A)  =  («*.-M)  sin  (A—Bx)i  lg 

=  (««, — sin  (A  —  Ax)\ 

1 

Man  kann  nun  auf  diese  Art  weiter  gehen,  und  z.  B.  C+CX=18Q0 
oder  C-f-Cj  =90'  u.  s.  w.  setzen;  indessen  wird  es  kaum  nöting 
sein,  diese  Specialitäten  hier  weiter  zu  verfolgen,  da  die  bereits 
entwickelten  Formeln  fast  alle  Bedürfnisse  der  rechnenden  Geome- 
trie befriedigen.  Mehrere  der  hier  gefundenen  Ausdrücke  sind  be- 
reits bekannt,  jedoch  war  ihre  Gültigkeit  bisher  immer  darauf  be- 
schränkt, dass  die  verglichenen  Dreiecke  nicht  nur  in  einer  und 
derselben  Ebene  liegen,  sondern  auch  mit  ihren  gleichen  Stöcken 
auf  irgend  eine  Art  zusammenhängen  mussten,  während  diese  Be- 
dingung bei  den  vorliegenden  Formeln  gänzlich  wegfällt.  Ich  war 
daher  mit  ihrer  Hülfe  im  Stande,  den  grössten  Theil  der  zwischen 
den  Kanten  und  Kantenwinkeln  eines  Tetraeders  stattfindenden 
Relationen,  welche  ich  in  der  ersten  Abhandlung  des  ersten  Ban- 
des dieses  Archiv  es  mitgetbeilt  habe,  fast  ohne  alle  Rechnung  hin^ 
zuschreiben.  Dasselbe  hat  bei  einer  Untersuchung  des  geradlinigen 
Viereckes  stattgefunden,  welche  gleichfalls  in  dem  Archive  wird 
bekannt  gemacht  werden. 

Der  im  §.7.  erwähnte  Fall,  wenn  die  Dreiecke  einen  gleichen 
Winkel  haben,  lasst  noch  eine  andere  Behandlung  zu,  welche  in 
der  Planimetrie  sehr  häufig  Anwendung  lindet,  obschon  die  For- 
meln bei  weitem  nicht  so  allgemein  gültig  sind,  wie  die  im  f.  7. 
entwickelten.  Legt  man  nehmlich  die  beiden  Dreiecke  so  auf  ein- 
ander, dass  die,  die  gleichen  Winkel  C  einschliessenden ,  Seiten 
sich  decken:  oder,  was  dasselbe  ist:  nimmt  man  auf  dem  einen 
Schenkel  eines  ebenen  Winkels  C  zwei  beliebige  Punkte  A  und 
Ax  und  auf  dem  anderen  Schenkel  ebenfalls  zwei  beliebige  Punkte 
B  und  Bt  an  und  nennt  die  Geraden 

CB  =  a,  CA=zb,  AB  =  c>  ABx=c„ 
CBX  =«„  CA  =  bxi  AXBX  =  c„  AxB  =  ct1 

so  entstehen  vier  Dreiecke  CAB^  CAXBX,  C4ßx  und  CAXB, 
welche  sämmtlich  den  Winkel  C  gemein  haben,  und  es  ist  also 

c3=«»-M*  — 2«£  cos  C,   c^a'  +  V-H  cos  C 
cx*=ax*-{-bx*  —  2at&t  cos  C,   c,»  =at'     b*  —  2axb  cos  C 

woraus  sich  sofort  folgende  Gleichungen  ergeben: 
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I 

— 2(«-f*r,)(<H-£,)  cos 

—  <?»—€?, »+#?«ä-H?.,=ä(«»— *)  cos  C  > 

—  eH-*,8—  — «)  (*iHH»— cos 


20. 


— 2(«<jr1-f-M1)  («£,-f-a,//)  cos  C—  kaaxM>x  sin* 
— 2(«r«r1H-^a)  j  cos  C—haaxhh\  s'"a  ^ 

— 2(«w1+MI)(«1-HaO(£1-f-£)  cnsC-Hton.Ä*,  cosa  C( 

— %am         , )  cos  C\ 


21. 


u.  f.  w.  Die  fernere  Untersuchung  dieser  Relatiooen  würde  hier 
zu  weit  fuhren;  denn  sie  gehört  ihrer  Natur  nach  in  die  Tetrago» 
nometrie. 

§.  10. 

Zum  Schlüsse  mag  noch  erwähnt  werden ,  dass  ähnliche  Aus- 
drücke, wie  die  in  Nr.  2.  zusammengestellten ,  auch  für  die  sphäri- 
schen Dreiecke  existiren.  Denn  sind  abc  und  axbxcx  die  Seiten 
und  AB C  und  AXBXCX  die  denselben  gegenüberliegenden  Winkel 
zweier  sphärischen  Dreiecke,  so  ist  stets: 


,  ■  ■        • » 


i  .       ..    ;    .  .«  • 


<  > 
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n.  8.fw.  Setzt  man  c  =  c,  so  ergiebt  sich;  wenn  man  znr  Abkür- 
zung den  Winkel  x  eiuführt: 
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cos  .r  =  cos  a  cos  «,-4-sin  a  sin  a,  cos  ( B zfc  // , ) 
=  cos  b  cos      -f-sio  b  sin  £,  cos  (A^zAx) 

cos  C  cos      ^=sin  C  sin  C,  cos  .r  =  }  23. 

=  cos  {AdzAt)  cos  (B±zBx) 

—  sin  (A±AX)  sin  (BdbBx)  cos  * 

Wird  hingegen  der  Winke)  C=  C,  angenommen ,  so  findet  man 
mit  Hülfe  des  Winkels  X: 

cos  X  =  cos  A  cos  Ax  -+-sin  -df  sin  At  cos  (£db£,) 

=  cos  /*  cos  Bx  -r-sio      sin  Bx  cos 
cos  c  cos  cx  q=sin  c  sin  ct  cos  X=  ^24. 

=  cos  (a  =*=«,)  cos 

+  sin  (/ardbar,)  sin  (b±bx)  cos  X 

Es  zeigt  sich  hierbei  der  bemerkenswerthe  Umstand,  dass  die  For- 
meln für  sphärische  Dreiecke  denen  für  ebene  Dreiecke  entwickel- 
ten nur  dann  völlig  analog  werden ,  wenn  die  beiden  sphärischen 
Dreiecke  durch  irgend  eine  einzige  Bestimmung  etwas  von  ihrer 
gänzlichen  Unbestimmtheit  verloren  haben.  Mit  Ausnahme  des  sphä- 
rischen  Dreieckes  scheint  dies  bei  allen  sphärischen  Gebilden  statt 
zu  finden.  So  ist  es  ja  bekannt,  dass  für  jedes  beliebige  ebene  . 
Viereck  der  Cosinus  der  Summe  je  zweier  Gegenwinkel  unverän- 
derlich ist;  dagegen  findet  dieser  Satz  h«i  sphärischen  Vierecken 
nur  dann  Statt,  wenn  sie  einem  Nebenkreise  eingeschrieben  sind, 
also  etwas  von  ihrer  Allgemeinheit  verloren  haben. 

*.  11. 

Haben  endlich  ccxc^c%  dieselbe  Bedeutung  auf  der  Oberfläche 
einer  Kugel,  welche  ihnen  in  §.  9.  in  der  Ebeue  beigelegt  worden 
ist,  so  erhält  man,  wenn  zur  Abkürzung  die  Hülfswinkel  «a(a,a, 
nach  den  Gleichungen: 

cos  «  =  cos  cos  \{b-\rbx)  . 

-f-sin  K«-t-«,)  8,11  C0B  C{ 

cos  «,=sin  i(a-h*i)  sin  %(b 

-f-cos  H«"*-«!)  cos  cos 
cos  a,  =  cos  £(«-r-tf,)  sin  \{b-r\-bx) 

-f-sin  |(«H-«i)  cos  \(b-t-bx)  cos 
cos  at  =  am  cqs  *(b  +  bx) 

-4- cos  i(«-f-a,)  sin  ±0 -*-£,)  cos  & 
eingeführt  werden,  die  Werthe: 

cosc+co8Cl+coB£t+co3rs==:4cos£(0-- ot)  cos|(£— bx)  cosa  \ 
cos^H-cosr,— -cosra— cosc,==4sin4(Ä— a,)  sin{(0— bx)  cosa,  I  ^ 
cosc—  cosc,H-cosc2— cosc?,=4cosj(«— a.)  sin        bx)  cosa3l 
cosc— cosc,— cosc3-f-coscI=4sin  cos  cos«,  J 

so  wie  auch: 


25. 
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cos  c  cos  c,  —  cos  ct  cos  <?,  ssin  (a ,  —  a)  sio  (£4  —     cos  C 

cos  £  cos  c,  —  cos  ex  cos  c,  =  sin  (£,  —  £)  X 

Xfcos  (0-H?i)  sin  (£,-f-#) — sin  Oj-Hjr)  cos  (£,H-£)  cos 

H-sinasio«,  sin  sin»  Cj)  27. 

cos  c  cos  c,  —  cos  cx  cos  ca  =  sin  (at  —  a)  X 

Xjsin  («,-Hjt)  cos  (^i-f-Ä) — cos  («,-f-«)  sin  cos 

-h»in  ä  sin     sin  sin*  C\ 

Die  geometrische  Bedeutung  der  Hülfswinkel  a  liegt  klar  vor 
Augen.  Mittelst  dieser  Formeln  ist  der  grössere  Theil  der  im 
Tetraeder  stattfindenden  Relationen  zwischen  den  Kanten-  und 
Flächenwinkeln  entwickelt  -worden,  so  wie  sie  auch  bei  Unter« 
suchung  des  sphärischen  Viereckes  die  besten  Dienste  geleistet 
haben. 


XV. 

Ueber  die  Grundformeln  der  Dioptrik  und 

Katoptrik.  * 

Von 

dem  Herausgeber. 


I. 

Betrachtung  der  Brechung  und  Zurückwerfung  bei 

einem  Kreisbogen. 

*  1 

Ein  den  aus  dem  Mittelpunkte  C\n  Taf.  II.  Fig.  1.  mit  dem  Halb* 
mcsser  R  beschriebenen  Kreisbogen  KK  in  JS,  die  Axe  XFin  M 
treffender  Strahl  MJV  kann  gegen  das  Einfallsloth  CCX  offenbar 
nur  eine  der  vier  in  der  Figur  dargestellten  Lagen,  welche  wir 
durch  I,  II,  III,  IV  bezeichnen  wollen,  haben.  Die,  jenachdem  der 
Punkt  M  auf  der  convexen  oder  concaven  Seite  des  Kreisbogens 
KK  liegt,  als  positiv  oder  als  negativ  betrachtete  Entfernung  des 
Puntes  M  von  dem  Durchschnittspunkte  A  des  Kreisbogens  AA 
mit  der  Axe  X  Y  wollen  wir  durch  A  bezeichnen,  und  'den  Symbo- 
Tkdl  n.  10 
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\eu  (o  und  0  die  aus  der  Figur  auch-  ohne  weitere  Erläuterung  mit 
hinreichender  Deutlichkeit  ersichtliche  Bedeutung  beilegen. 
Dies  vorausgesetzt,  ist  nun  in  dein  Falle  1. 

CE  :  CA  -f-  AM=  sin  (w  —  0)  :  sin  ü>, 

d.  i. 

H  :  /l-f- A  =  8in  (w  —  0)  :  sin  w. 
In  dem  Falle  II.  ist 

CE:  AM  —  CA  =  zm  (0  —  u>)  :  sin  w, 

,  ■  '  <  .  ii.    .  *  >  * 

d»  Im 

oder 

Ä  :  Ä-f-  A  =  »»n  (w  —  0)  :  sin  w. 
In  dem  Falle  III.  ist 

CE:  CA-\-AM=zs\n  (w-f-0) :  sin 

mm  >  »» 

d.  i. 

In  dem  Falle  IV.  ist 

C^f  —  AM=  sin  (w -f- 0)  :  sin  w, 

d.  i. 

Ä:-«-f-A  =  sin  (w-r-0):sin  ut. 
Nimmt  man  alles  Vosfcergchcnde  zusammen ,  so  sieht  man ,  dass 


Ji  :  Jt  -f-  A  =  8»n  (n>  =F  ©) :  sin  w, 

oder 


i.  ^= 


sin  t# 


A  sin  (tu  7  8)} 

und  in  dieser  Gleichung  in  den  Fällen  I.  und  II.  das  obere,  in  den 
Fällen  III.  und  IV.  das  untere  Zeichen  zu  nehmen  ist. 

Denken  wir  uns  nun  in  dem  Falle  I.,  wo  nach  dem  Vorher- 
gehenden 

Ä-J-A  sin  ü) 

Ii  sin  (w — ö) 

ist,  entweder  ME  oder  NE  als  den  einfallenden  Strahl,  stellen 
uns  durch  E  eine  Tangente  an  den  Kreisbogen  KK  gezogen  vor, 
und  bezeichnen  für  den  gebrochenen  oder  zurückgeworfenen  Strahl 
durch  wl  und  Ai  dasselbe,  was  vorher  für  den  einfallenden  Strahl 
durch  w  und  A  bezeichnet  worden  ist;  so  wird  leicht  erhellen, 
dass  für  den  gebrochenen  Strahl  immer  bloss  entweder  der  Fall  I. 
oder  der  Fall  II,  für  den  zurückgeworfenen  Strahl  immer  bloss 
entweder  der  Fall  III.  oder  der  Fall  IV.  Statt  finden  kann.  Also 
ist  nach  dem  Vorhergehenden  für  den  gebrochenen  Strahl  immer 

A-f-Ai  _      sin  a>,  , 

R  sin  (*i  —  v.    *  . 
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für  den  zurückgeworfenen  Strahl  *)  dagegen  ist  immer 

R h-  Ai    sin  t/>, 

R  sin  (w,  -f-  9)* 

Denken  wir  uns  in  dem  Falle  11,  wo  nach  dein  Vorhergehen- 
den auch 

R  -f-  A  .  sin  ü> 

Ä_       sin  (<*  —  Ö) 

ist,  wieder  entweder  ME  oder  als  den  einfallenden  Strahl, 
stellen  uns  anch  jetzt  durch  E  eine  Tangente  an  den  Kreisbogen 
KK  gezogen  vor,  und  bezeichnen  für  den  gebrochenen  oder  zu- 
rückgeworfenen Strahl  durch  ca,  und  wieder  dasselbe,  was  im 
Vorhergehenden  durch  o>  und  A  für  den  einfallenden  Strahl  bezeich- 
net  worden  ist;  so  wird  leicht  erhellen,  dass  für  den  gebrochenen 
Strahl  immer  bloss  entweder  der  Fall  I.  oder  der  Fall  II.,  für  den 
zurückgeworfenen  Strahl  immer  bloss  entweder  der  Fall  III.  oder 
der  Fall  IV.  Statt  finden  kann.  Also  ist  nacb  dem  Vorhergehen- 
den für  den  gebrochenen  Strahl  immer 

/g  +  Ai   sin  oj, 

X  sin  (o>,  —  £)' 

für  den  zurückgeworfenen  Strahl  dagegen  ist  immer 

Ä  -f- Ai  ,  .      sin  o»i 

"~Ä     ~~  sin  («i ,  -+-  O)' 

Denken  wir  uns  ferner  in  dem  Falle  III,  wo  nach  dem  Vor- 
hergehenden 

Ä+ A  sin  w 

R  sin  (w  -h 

ist,  entweder  ME  oder  Ajb7  als  den  einfallenden  Strahl,  stellen  uns 
durch  E  eine  Tangente  an  den  Kreisbogen  KK  gezogen  vor, 
und  bezeichnen  wieder  für  den  gebrochenen  oder  zurückgeworfe- 
nen Strahl  durch  w,  und  dasselbe,  was  im  Vorhergehenden  für 
den  einfallenden  Strahl  durch  cu  und  A  bezeichnet  worden  ist;  so 
wird  leicht  erhellen,  dass  für  den  gebrochenen  Strahl  immer  bloss 
entweder  der  Fall  III.  oder  der  Fall  IV.,  für  den  zurückgeworfe- 
nen Strahl  immer  bloss  entweder  der  Fall  I.  oder  der  Fall  II.  Statt 
finden  kann.  Also  ist  nach  dem  Vorhergehenden  für  den  gebroche- 
nen Strahl  immer 

* 

Ä-f-Ai  sin  wi 


R      ~~  sin  K  +  e)' 

i 

für  den  zurückgeworfenen  Strahl  dagegen  ist  immer 


•)  Rücksichtlich  des  Falls  der  Zurück  werfung  bemerken  wir,  dass  wir 
denselben  im  Folgenden  aus  einem  allgemeinem  Gesichtspunkte  als 

fewöhnlich  geschiebt  betrachten  werden,  indem  wir  auch  in  diesem 
alle  bloss  annehmen  wollen,  dass  die  Sinus  der  beiden  spitzen  Win- 
kel, welche  der  einfallende  und  zurückgeworfene  Strahl  mit  dem  Ein- 
fallslothe einsohliessen ,  in  einem  constanten  Verhältnisse  zu  einander 
stehen. 
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R-j-  Ai    sin  «»», 

R  sin  (<u,  —  £)* 

DeTokeo  wir  uns  endlich  in  dem  Falle  IV.,  wo  nach  dem  Vor- 
hergehenden  wieder 

/2-f-A   sin  a> 

IC          sin  (ai-f-6) 

ist^  entweder  ME  oder  als  den  einfallenden  Strahl,  stellen 
uns  durch  E  eine  Tangente  an  den  Kreisbogen  KK  gezogen  vor, 
und  bezeichnen  auch  jetzt  für  den  gebrochenen  oder  zurückgewor- 
fenen Strahl  durch  wl  und  dasselbe,  was  vorher  für  den  ein- 
fallenden Strahl  durch  u>  und  A  bezeichnet  worden  ist;  so  wird 
leicht  erhellen,  dass  für  den  gebrochenen  Strahl  inner  bloss  ent- 
weder der  Fall  III.  oder  der  Fall  IV.«  für  deo  zurückgeworfenen 
Strahl  immer  bloss  entweder  der  Fall  I.  oder  der  Fall  iE  Statt  fin- 
den kann.  Also  ist  nach  dem  Vorhergehenden  für  den  gebroche- 
nen Strahl  immer 

R  -+-  Ai  sin  ai, 

R     ■      sin  (w,  8)' 

für  den  zurückgeworfenen  Strahl  dagegen  ist  immer 

R-i-  Ai   sin  &), 

R  sin  (w,-  ©)' 

Ueberbaupt  ergiebt  sich  nuu  aus  dem  Vorhergehenden  Fol- 
gendes: 

In  den  Fällen  1.  und  II.  ist 

R  +  A   sin  ta        R-t-bx    sin  <ax 

R  sin  (w  —  S?       R  sin  (w,  q=  ö); 

in  den  Fällen  III.  und  IV.  dagegen  ist 

72 -f.  A  .  _       sin  u)         Ä-f-Ai   sin  tu, 

R  sin  (oi-r-ö)'       R  sin  (iü,  ±0)' 

wo  immer  die  obern  Zeichen  dem  Falle  der  Brechung,  die  untern 
dem  Falle  der  Zurückwerfung  entsprechen. 

Also  ist  im  Falle  der  Brechung  mit  Beziehung  der  obern  und 
untern  Zeichen  auf  einander 

o    ^     A   sin  ta        R-h&t   sin  o>1 

£t       R  sin(w=FÖ),       R  sin  (tat^  9)* 

Im  Falle  der  Zurückwerfung  ist  mit  Beziehung  der  obern  und  un- 
tern Zeichen  auf  einander 

q     R-h  A   sin  io        R-\-  Ai   sin  tax 

6'       R  sin  (a>=*=e)'       R     "*""*  sin  (w,±Ö)* 

Im  Falle  der  Brechung  ist  folglich  nach  2. 

R-j- A          sin  to     sin  (co,  =f=  9) 

'    ähkÄT       sin  wi  *  s»n  (s=F8)' 

Dagegen  ist  im  Falle  der  Zurückwerfung  nach  3. 

A     A  _    sin  ta     sin  (w,  db  9) 
*    Ä-f-Ai        sin  w,  '  sin  (o»=f8)' 
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Aus  der  Gleichung  4.  erhält  man  auch 

A  —  A 

4».   taug  0  =  =fc (Ä A)  cot  W.(Ä'+  5 Jlo7a77' 
uod  aus  der  Gleichung  5.  ergiebt  sich 

5*.   tang  0  =  -«  A~Al  


oder 


(A-r-A)  cot  u  +  (Ä  +  A,)  cot 
Nach  2.  ist  im  Falle  der  Brechung 

,      _A_   sin  <o       *  ,  Aj.   sin  m, 

A        sin  («T«)'  Ä  sin 

folglich 

A        sin  ai  — sin  (a>=f=  fl)    Ai  .  _.  sin  öi,  — sin  {tot  ^  0) 
"ä""        sin  (cü=pe)      »  7?  sin  (Wit6)  5 

fi     _A_        sin  (tu,  =F  8)      «in  to  —  sin  (o>  =p  8) 

A,        sin  (o>=f©)  *  sin  w,  —  sin  K=pe) 

^     sin  (id,  y  O)       A    sin  <t>,  —  sin  (a>l  qF 
sin  ((1179)       Ai     sin  tu  —  sin  («176) 

Nach  3.  ist  im  Falle  der  Zurückwerfung 

I       A    sin  o>        -      Ai  _        sin  <u, 

Ä  ~~  sin  (w  =F  OY  l~t~7l~—  sin  K±e); 

folglich 

A          sin  a>  — sin  (q>q=Q)    Ai         sin  «Jt  —  sin  ^,±6) 

Ä  *~        sin  (w=FO)      »   Ä  ~~        sin  (ü>,  ±3)  ' 

also 

g     _A_  _  sin  (o>1  ±  O)      sin  üj  —  sin  (a>  =F  8) 
Ai        sin  (wqpÖ)  *  sin  o»,  —  sin  (wjif*)' 

oder 

0    sin  (<tft  J=  O)        _A_    sin  0^  —  sin  (a»,  =fc  O) 

*     sin  (w  =F  ©)       A,  *   sin  co  —  sin  (w  =F~6Ö~* 

Im  Falle  der  Brechung  ist  also  nach  4.  und  7. 

-A     Ä-f-A          A      sin  w     sin  w, — sin(a>,=F©) 

Ä-f-Ai     *  Ai  *  sin  w,  *   sin  «0  —  sin  (ro  =j=  0)  ' 

und  im  Falle  der  Zurückwerfung  ist  nach  5.  und  9. 

U  A         _A_    sin  10     sin  a>,  —  sin  (a>,  db  8) 

ä-hAi       Ai  *  sin  ü>i  *    sin  o>  — sin  (<a^p9)  ' 

Auch  ist  nach  bekannten  goniometrischen  Formeln  im  Falle  der 
Brechung  nach  10. 

•   10      ÜLltzA  —  A.     s*n  m    cos  (o»1  =F?£) 
Ä-f-Ai  ~~  Ai  '  sin  iat  *  cos  («=f=ie)' 

und  im  Falle  der  Zurückwerfung  ist  nach  11. 
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11     *-r-A    _A      >in  cj     eo*  (*>t=fc46) 

'    Ä-f-A,  A.    sin  w,  "  cos  (w=t=4^)* 


Aus  der  Formel  12.  ergiebt  sich  auch 

12*.   cot  {&  =   ^  A  ,  A»  , 

cot  «-(1-*-^)  cot  «, 

und  aus  der  Formel  13.  erhält 


13-.   cot  \0  =  ^p  ^  *     *l  *  

(1  -f-  -T-)  COt  <I>-f-  (1  -+-  7—)  COt  0*4 

a  Aa 


Setzt  man 


sin  o) 

14. 


sin  Ul| 


wo  bekanntlich  n  eine  coostante  Grösse  ist,  so  werden  die  vorher- 
gehenden Formeln  im  Falle  der  Brechung 

I*     ^H-A  A    cos  (c,=f10) 

10*    Ä-4-A,  Ai  '  cos(«^|©)» 

und  im  Falle  der  Zurückwerfung 

°*   Ä-f-Ai         *u,  '  cos  (o»t4^)" 

Bei  der  gewöhnlichen  Ansicht  der  Zurückwerfung  ist  bekanntlich 
n=\,  und  folglich  nach  16. 

17  A   _  ,  A    cos  (a»db^9) 

l7,   Ä-+-A,-    A.  *  cos  (ü>=F*er 

Wir  wollen  aber,  wie  schon  oben  erinnert  worden  ist,  die  Zu- 
rückwerfung hier  immer  aus  dem  oben  angegebenen  allgemeinem 
Gesichtspunkte  betrachten. 

§.2. 

Der  Punkt  A  soll  jetzt  als  der  Anfang,  die  Axe  XFals  die 
Abscissenaxe  eines  rechtwinkligen  Cuordinatensystems  angenommen 
werden,  und  die  positiven  Abscissen  wollen  wir  immer  aufdercon- 
vexen  Seite  des  Bogens  KK  nehmen.  Ist  nun  M'  ein  beliebiger 
strahlender  Punkt,  dessen  Coordinaten  in  Bezug  auf  das  angenom- 
mene System  p,  q  sind,  so  denke  man  sich  durch  denselben  und 
den  Mittelpunkt  C  des  Kreisbogens  KK  die  Axe  X'Y'  gezogen, 
welche  ,den  in  Rede  stehenden  Kreisbogen  in  dem  Punkte  ^'  schnei- 
den mag,  und  bezeichne  in  Bezug  auf  diese  Axe  für  den  Punkt  M' 
durch  A'  und  A'i  ganz  dasselbe,  was  im  vorhergehenden  Paragra- 
phen in  Bezug  aut  die  den  Kreisbogen  KK  in  A  schneidende  Axe 
XY  für  den  Puakt  M  durch  A  und  ßt  bezeichnet  worden  ist- 
Ferner  bezeichne  man  den  von  der  Linie  CA'  mit  der  Axe  XY 
eingeschlossenen,  jenachdem  die  Linie  CA'  auf  der  Seite  der  po- 
sitiven oder  auf  der  Seite  der  negativen  Ordinalen  liegt,  als  posi« 
tiv  oder  als  negativ  betrachteten  spitzen  Winkel  durch  9;  so  wird 
aus  Taf;  11.  Fig.  2.  leicht  erhellen,  dass  in  völliger  Allgemeinheit 
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cos  9  —  /l, 
sin  <jp 


ist.  Sind  nun  j»,,  7,  die  Coordinatcn  des  Punktes,  in  welchem  die 
Axe  X'Y'  von  dem  gebrochenen  oder  zurückgeworfenen  Struhle 
geschnitten  wird;  so  ist  ganz  eben  so 


10. 


,Jt,  =(*-!- A'i)  cos  sp-Ä, 
=  (/l-f.  A\)  sin  y. 

Aub  den  Gleichungen  18.  und  19.  folgt 

R-hp        R-hA'    x   fl-f-A' 


also 


Ferner  ist 


R-j~p    q  /f-f. A' 


und 


also 


^       cos  y  cos  y  * 

a (    _*-f-Pi  sin  jy» 

^*  1        cos  y  cos  9 

A ,  _ .  __£  jj  y  ~  ig  sin  y 

sin  y  ~   J  sin  y 

A\  =  R  =  "  'R 

" 1      sin  y  sin  y 


21     —  -  .  P-f-2it  sin    q  —  Ä  sin  y 

A\       Pi-f-2Ä  sin  $y»  —  R  sin  y" 


Weil  nun  nach  dem  vorigen  Paragraphen,  wenn  durch  &  jetzt 
in  Bezug  auf  die  Axe  X'Y*  dasselbe  bezeichnet  wird,  was  früher 
in  Bezug  auf  die  Axe  XY  dureb  ©  bezeichnet  wurde,  im  Falle 
der  Brechung 

A-f-  A'    sin  o*    cos  (<u,  =f\&) 

Ä4-A',  "~~  A'i  '  sin  ro,  *  cos  <w=Fi©'), 
und  im  Falle  der  Zurückwerfung 

R-t-  A*  A'     ?in  oi    cos  (w,  =b^ö')  > 

Ä-+-A',     -  Fl '  sTn^T '  ToTJ^WwT 

ist;  so  ist  nach  20.  und  21.  im  Falle  der  Brechung 

R  +  p  _  sin  co     cos  (tu,  =Ff  0')     p-H2/C  sin  jy3 


22. 


/Ü-f-pt      »sin  wt  '  cos  (<t>=F£8')  *  />,  -f-2/C  sin  $y2' 

^         sin  w     cos  (a^  ^Fl^')    y  —  iE  sin  y 

7,       sin      *  cos  (w=Fi^)  '  y,  — R  sin  y1 


und  im  Falle  der  Zurückwerfung  ist 
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_       »in  »     cos  («.dbjg)     p  + 


sin  4< 


*  j         y  _       sin  ■*     cos  (W|  rfc^eT)     g~R  sin  y 
'  sin  o»,  *  cos  (w=t=iO')  '  ^,  —  Ä  sin  o>* 

Aus  dem  vorieren  Paragraphen  wissen  wir,  dass 

sin  tu     cos  (fti,  ^=*eO  __  sin  ai     sin  a»t  —  sin  (»,  =f=  €V) 
sin  »,  "  cos  (a»^=4^)       sin  wl  *    sin  u  —sin  (w q=  ö*) 
sin  tu     sin  <u,  — sin  tu,  cos     db  cos  tu,  sin  g 
sin  tu,  "     sin  tu —  sin  u  cos  8" dbcos  üj  sin  eT  ' 

sin  tu     cos  (<üt  db^eT)         sin  tu     sin  o»,  —  sin  (tu,  db 

~~  «in      *  cos  (»=F*€T)        »in  »,  *    sin  a»  —  sin  (tu =p  ©') 


sin  tu     sin  tut  —  sm  <u,  cos  e,=pcos  »t  sin  S' 


ist  Wenn  nun  die  Winkel  u>,  u„  ^  so  klein  sind,  dass  man 
Grössen,  welche  in  Bezug-  auf  dieselben  von  der  vierten  und  höhern 
Dimensionen  sind,  ohne  merklichen  Fehler  vernachlässigen  kann; 
so  ist  nach  dem  Vorhergehenden 

sin  tu     cos  (oj,  T^eT)         sin  a>     sin  tu, —sin  au,  dbsin  & 

8 in  u>,  *  cos  (w  =F ^ ff )        sin  tu,  '  sin  cu  —  sin  «udbsin  ' 

sin  tu     cos  (tu,  zfc-JÖ'j  _      sin  tri     sin  cu,  — sin  tu,  7 sin  &' 
sin  cu,  *  cos  (tu=^|60        sin  tu,  *    sin  tu  —  sin  tu  =b  sin  8^  ' 

also  offenbar 

sin  01     cos  (tu,  =Fje?)         sin  tu   

sin  ox  '  cos  («u=F|fcy)        sin  tu,  *» 

sin  tu     cos  (tu,  db  $9')         sin  tu  _ 

sin  tu,  '  cos  (<u=F,er)  ~~"  shToT, * ; 

und  mit  Vernachlässigung  von  Gliedern,  welche  in  Bezug  auf  cu, 
ft),,  &  von  der  vierten  und  höhern  Dimensionen  sind,  ist  folglich 
im  Falle  der  Brechung  nach  22. 

24     R~*~P   P  +       sin  \<f>*      q_  g  —  R  sin  7 

Ä-r-Ji.- " \pt^2R  sin  c/,— *  sin  y? 

und  im  Falle  der  Zurück werfudir  ist  nach  23. 


95      K-t-  P   p-h2R  sin  Jy  3     ^  7  — ig  sin  y 

'    Ä-f-p,  "      -H2Ä  sin  $9»»       —  "^y.-Äsin  f 

Auch  ist  nach  20.  mit  völliger  Genauigkeit 

9_  R+-P 

und  folglich  mit  Vernachlässigung  von  Gliedern,  welche  in  Be- 
ziehung auf  o>,  oi,.  0  von  der  vierten  und  höhern  Dimensionen 
sind,  im  Falle  der  Brechung 

4A     R  +  P    p  +  2K  sin  jy3      y_  p-j-2R  sin  jy3 

*    Ä-f-Pi  — %,H-2Äsin  ^pt»  7i  —  »  ^i4^2Ä  sin  4y«; 

und  im  Falle  der  Zurückwerfung 
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*  ■ 

27     ^-t-ff  P  +  2R  sin  q_  p~j~2R  sin  jy» 

— ~%,-*-2Ä  sin  iy*'   y7 — *  /»i  H-2Ä  sin  |y*; 
oder  es  ist  mit  dem  obigen  Grade  der  Genauigkeit 

Ä-f-p  ,      p-+-2R  sin  £ya     _£         .      <f  —  R  sin  y 


Ä+p»  ^"p1+2Ä  siniy*»     ;  —  —  * v^-Ä  sin  y ' 

oder  aucb 

90     R  +  P  .      P  +  2R  sin  jy»     X  «-    J>-»-2*  si"  iy2 

*    A-f-P,  *Pl+.2Äsiniy»'  <r,  Äp.-+-2Ä  sin  *y" 

wo  die  obern  Zeichen  dem  Falle  der  Brechung,  die  untern  dem 
Falle  der  Zurückwerfung  entsprechen. 

Nimmt  man  nun  bloss  n  im  Falle  der  Brechung  positiv»  im 
Falle  der  Zurückwerfung  dagegen  negativ,  so  kann  man  mit  dem 
obigen  Grade  der  Genauigkeit  für  beide  Fälle 


,ft      K-hP          „   p  +  2R  sin  jy3      q_   q—R 


sin  y 


Ä-f-p,  "  ^         -4-2Ä  sin  $y»'  gx  ~       gx  — Ä  sin  y 
oder  auch 

■ 

R-hP    y-h2ig  sin  jy»    j/    p-f-2fl  sin  ^y» 

ÄH-P,  sin  *y*'  *■  P,  H-2Ä  sin  *y* 

setzen.  Ist  es  aber  verstattet,  aucb  die  Grösse  2/1  sin  ^y*  wegen 
der  Kleinheit  von  sin  £<jp*  zu  vernachlässigen,  so  nehmen  die  bei- 
den letzten  Formeln  die  folgende  sehr  einfache  Gestalt  an: 

R  +  Pi  Pi    9i  Pi 

wo  immer  »  im  Falle  der  Brechung  positiv ,  im  Falle  der  Zurück- 
werfung negativ  zu  nehmen  ist. 

Aus  den  beiden  Gleichungen  30.  erhält  man  ohne  Schwie- 
rigkeit j 

„„  nRp -\-2K\(n—  1)R — p  \  sin  jya  qR  sin  y 

—   A(l-2»sin*y')-(»-l);>  '      —  7-««r-A  sin  y); 

und  aus  den  beiden  Gleichungen  31.  ergiebt  sich 

34. 


HRp-t-2R  \(n—\)R  —  p\  sin  jy* 
~~  2*  sm  bf2)-(n-l)p  ' 


oder 


35. 


 R<f{l  —  2  sin  jy»)   : 

—  Ä(l  —  2»  sin  4y»)  —  (»  —  IJp* 

nRp-+-2R  \(n  —  l)R—  p\  sin  jy* 
|^»  —     Ä(i  —  2n  sin  *y*)  —  (/»—  l)/>  ' 

 /fy  cos  y  

(/x  — R[\  —  2n  sin  *y*)  —  (»— lfr»5 


und  uacb  34.,  wenn  man  sin  £ya  als  verschwindend  betrachtet, 

nRp  Rq 
36.        =Ä_(li__1)p>  7'  =Ä~(»-TP 

wo  «  immer  im  Falle  der  Brechung  als  positiv,  im  Falle  der  Zu- 
rückwerfung  als  negativ  betrachtet  wird. 
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Aus  den  vorher  entwickelten  Formeln  33.,  34.,  35.  erhellet, 
dass  unter  der  wegen  der  Winkel  «/,  o>(,  (£>'  gemachten  Voraus- 
setzung die  Coordinaten  plt  qx  sich  nicht  ändern,  so  lange  die 
Coordinaten  »,  g  keine  Aendernng  erleiden,  welches  auch  die 
Richtuugen  der  aus  dem  Punkte  (pg)  ausgehenden  Strahlen  sein 
mögen,  dass  also  alle  von  dem  Punkte  (pg)  ausgehende  Strahlen 
sich  nach  der  Brechung  oder  Zurückwerfung  in  dem  Punkte  ipkqx) 
wieder  mit  einander  vereinigen. 

Bezeichnet  man  den  Werth,  welchen  pt  für  p=s<x>  erhält, 
durch  /„  so  ergiebt  sich  aus  34.  leicht 

37.  f^-^Jüljt, 
oder,  wie  man  leicht  findet, 

38.  /.=s-(l 

Betrachtet  man  sin  |y*  als  verschwindend,  so  wird  «ach  37. 

» 

und  folglich  für  n  —  —  1,  d.  i.  bei  der  gewöhnlichen  Ansicht  der 
Zurückwerfung, 

40.  </,  =  —  4"  Ä 


Die  beiden  Formeln  36.  können  auch  unter  der  folgenden  Form 
dargestellt  werden: 

Weil  nun  aber  nach  39. 

<       \\  1  —  1 

ist,  so  werden  die  beiden  vorhergehenden  Gleichungen 

'    P         Vx~~       fx     '/       9t  ~* 
und  die  erste  dieser  beiden  Gleichungen  kann  auch  unter  der  Form 

geschrieben  werden.   Für  *»  =  —  1  ist 

•I        l  1 

oder  nach  40. 

P       Fi  ~"  Ä* 
Dass  9»,  für  7»  =  oo  verschwindet,  erhellet  aus  den  Formeln 
34.,  35.  auf  der  Stelle,  wobei  aber  nie  aus  den  Augen  gelassen 
werden  darf,  dass  die  in  Rede  stehenden  Formeln  sämmtlich  nur 
Näheruugsformeln  sind.  .  ,  v 
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Wenn  man  mittelst  der  Formeln  33.  die  Coordiuaten  q 
durch  die  Coordiuaten  pl%  qx  ausdrückt,  so  erhält  man 

f   Kpx{\— 2n  sin  ^y')— 2(w—  \)R%  sin  ^y*  nRfx  sin  y 

•   P—      *(#*-*  sin  4ya)-4-(»-l)^i  ~*  9~ ÄÄ»n^(fi-l)y%; 

und  aus  den  Formeln  34.  ergiebt  sich  auf  ähnliche 


•18. 


Rpx(l  —  2n  sin,  jy»)  — 2(ii  —  \)R%  sin  jy» 
47  1^—  Ä(n-2siniy»)-h(»-l)p1 

I   nR</t(l  — 4  sin  ^y*  cos  Jy2)  

^—(1-2  sin  *y»)  JÄ(»-2  sin  fe*)^^- lfrT\ 5 

oder 

 jgp^l-^g*  sin  4y »)  —  2(»  —  l)fla  sin  |y» 

 nRgx  cos  y  

7  —  K{n  _  2  sin  ±y')  -+-(*- J)p M'» 

und  nach  47.,  wenn  man  sin  £y*  als  verschwindend  betrachtet, 
*o     ,.  ***  a-  nRV* 

Bezeichnet  man  den  Werth,  welchen  p  für  =oo  erhält, 
durch  f,  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden 

50.  f=l~^Z^R, 
oder,  wie  man  leicht  findet,  f .  ( 

51.  /=-(l-^Ä 


Betrachtet  man  sin        als  verschwindend,  so  wird  nach  50. 


Nach  49.  und  52.  ist 


Rpt  1 
* —  «Ä-+-(« -  Dp,'   ^  Ä; 


und  folglich,  wie  man  leicht  lindct, 

 nR 

r  —  (»-i)i«Ä+(»-.i)^r 

Weil  nun  nach  39. 


<  - 

71  " 


ist,  so  ist 


Ä   —  (»-1)Ä 

Also  ist  ,  \       y  .  ■  ;\  r\; 
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fr-/)  fr,-/,)  »_ 

öder 

53.    fr  -/)  fr.  -/,)  =  -  *(^)*' 

woraus  sieb  ergiebt,  dass  das  Product  (p  —  f)  [pt  — /,)  eine  con- 
st acte  Grösse  ist. 

Nach  32.  ist  ferner 

— ■  n  % 

also 

9       ■  f+ip-f) 

f. —Vi +<*-/.>•  .  ; 

uod  folglich,  weil  nach  52.  und  39.  ^ 
ist, 

!  +  («-!)  ^ 

Schlifft  man  ddd  die  Nenner  weg,  so  erhält  man  die  Gleichung 
«{q  +  y,)  =  (»  -  1)  (7^^  ~  *f , 

I  ■ 

oder,  wenn  man  quadrirt,  die  Gleichung 
Weil  nach  53. 

_     (»-D'  fr-/)  fr»-/,) 

also 

*»-*)'  fr-/)  fr»-/») 

ist,  so  lasst  sich  die  vorhergehende  Gleichung  auch  unter  der  fol- 
genden Form  darstellen: 

-*fr-/)  fr.-/,)  (7-t- =  i^i  -/,) -*?ifr-/)ll- 

Entwickelt  man  nun  die  Quadrate  der  Binomialgrössen ,  so  erhält 
man  nach  leichter  Rechnung  die  Gleichung 

0  =     q*{p 4  -/,)  |*t>  -/)     p ,  -/,  t 
-f-^,*fr-/)  W>-/)-r-*.— /ilt 

oder 

7»(^-/,)  =  -^,*fr-/)i 
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und  folglich 

54.   (£)»=_„ -pf, 

welches  auch  eine  in  mehrfacher  Rücksicht  merkwürdige  Glei- 
chung ist. 

f.  * 

Wenn  wir  nun  auch  von  jetzt  an  der  Einfachheit  und  Kürze 
wegen  bloss  den  Fall  der  Brechung  in  einem  Linsenglase  oder  in 
einem  Systeme  von  Linsengläsern  in's  Auge  fassen  werden;  so 
kann,  was  wir  hier  gleich  im  Voraus  bemerken,  Alles,  was  im  Fol- 
genden vorkommen  wird,  doch  auch  ohne  alle  Schwierigkeit  auf 
den  Fall  der  Zurückwerfung  von  zwei  oder  mehreren  Kugelflächen 
ausgedehnt  werden,  wenn  man  nur  in  den  Formeln  überall  n  ue- 
nti?  nimmt,  oder  bei  der  gewöhnlichen  Ansicht  der  Zurückwer- 
fung n  =  —  1  setzt. 

JL 

Brechung  in  einem  Linsenglase. 

§.  5. 

Die  Durchschnittspunkte  zweier  Kreisbogen  mit  der  durch  ihre 
Mittelpunkte  gebenden  geraden  Linie  X  F(Taf.  II.  Fig.  3.),  welche  wir 
ihre  Axe  nennen  wollen,  seien  A9  Axt  und  Et  Ex  seien  die  Ent- 
fernungen eines  Punktes  in  der  Axe  von  den  beiden  Punkten  At 
Axi  unter  der  Voraussetzung,  dass  E  eine  positive  oder  negative 
Crosse  ist,  jenachdem  der  in  Rede  stehende  Punkt  auf  der  con- 
vexen oder  coneaven  Seite  des  die  Axe  in  dem  Punkte  A  schnei- 
denden Kreisbogens  liegt,  und  dass  eben  so  El  eine  positive  oder 
eine  negative  Grösse  ist,  jenachdem  der  in  Rede  stehende  Punkt 
auf  der  convexen  oder  coneaven  Seite  des  die  Axe  in  dem  Punkte 
Ax  schneidenden  Kreisbogens  liegt.  Die  immer  als  positiv  betrach- 
tete Entfernung  der  beiden  Punkte  A  und  Ax  von  einander  wol- 
len wir  durch  D  bezeichnen.  Dies  vorausgesetzt,  sind  nun  die 
vier  folgenden  Fälle  von  einander  zu  unterscheiden. 

Wenn  die  beiden  Kreisbogen  ihre  coneaven  Seiten  gegen  ein- 
ander kehren,  so  ist,  wie  aus  Taf.  II.  Fig.  3a.  leicht  erhellet,  in 
völliger  Allgemeinheit 

E+El  =  —  D. 

Wenn  die  beiden  Kreisbogen  ihre  convexen  Seiten  gegen  ein- 
ander kehren,  so  ist,  wie  aus  Taf.  II.  Fig.  3*.  leicht  erhellet,  in 
völliger  Allgemeinheit 

E-+-EX  =  D. 

Wenn  der  die  Axe  in  A  schneidende  Kreisbogen  seine  con- 
cave  Seite  gegen  die  convexe  Seite  des  die  Axe  in  Ax  schneiden- 
den Kreisbogens  kehrt,  so  ist,  wie  aus  Taf.  II.  Fig.  3*.  leicht  er- 
hellet, in  völliger  Allgemeinheit 

E—  Ex=  —  D. 

Wenn  der  die  Axe  in  A  schneidende  Kreisbogen  seine  con- 


V 
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vexe  Seite  gegen  die  concave  Seite  des  die  Axe  in  At  schnei- 
denden Kreisbogens  kehrt,  so  ist,  wie  aus  Taf.  II.  Fig.  3rf.  leicht 
erhellet,  in  völliger  Allgemeinheit 

Hieraus  ergiebt  sich  überhaupt  das  folgende  Resultat: 
Wenn  gleichnamige  Seiten  der  beiden  Kreisbogen  einander  zu- 
gekehrt sind,  so  ist 

und  in  dieser  Gleichung  ist  das  obere  oder  das  untere  Zeichen  zu 
nehmen ,  jenachdem  die  coneaven  oder  die  coervexen  Seiten  der 
beiden  Kreisbogen  einander  zugekehrt  sind.  Wenn  ungleichnamige 
Seiten  der  beiden  Kreisbogen  einander  zugekehrt  sind,  so  ist 

und  in  dieser  Gleichung  ist  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  neh- 
men, jenachdem  die  concave  oder  convexe  Seite  des  die  Axe  in 
dem  Punkte  A  schneidenden  Kreisbogens  respective  der  convexen 
oller  coneaven  Seite  des  die  Axe  in  dem  Punkte  At  schneidenden 
Kreisbogens  zugekehrt  ist 

Nehmen  wir  aber  die  Entfernung  der  Durchschnittspunkte  der 
beiden  Kreisbogen  mit  ihrer  Axe  von  einander  jetzt  positiv  oder 
negativ,  jeuachdeui  der  die  Axe  in  A  schneidende  Kreisbogen  dem 
die  Axe  in  Ax  schneidenden  Kreisbogen  seine  convexe  oder  seine 
concave  Seite  zukehrt,  und  bezeichnen  unter  dieser  Voraussetzung 
die  in  Rede  stehende  Entfernung  wieder  durch  /},  so  ist  nach  dem 
Vorhergehenden  offenbar  in  völliger  Allgemeinheit 

■    •  E+JBX  =/>, 

wenn  man  nur  in  dieser  Gleichung  das  obere  oder  das  untere 
Zeichen  nimmt,  jenachdem  die  beiden  Kreisbogen  gleichnamige 
oder  ungleichnamige  Seiten  einander  zukehren. 


6. 

Wir  wollen  uns  nun  Strahlen  denken,  welche,  ans  einem  in 
Bezug*  auf  A  als  Anfang  der  Coordinaten  durch  die  Coordinaten 
p,  q  bestimmten  Punkte  (pq)  ausgehend,  nach  der  Brechung  in 
dem  die  Axe  in  dem  Punkte  A  schneidenden  Kreisbogen,  dessen 
Halbmesser  Ä  sein  mag,  sieb*  iu  dem  in  Bezug  auf  dasselbe  Coor- 
dinatensystem  durch  die  Coordinaten  />',  /  bestimmten  Punkte  {p'q1) 
mit  einander  vereinigen,  und,  nachdem  sie  eine  aweite  Brechung 
in  dem  die  Axe  in  J,  schneidernden  Kreisbogen ,  dessen  Halbmes*  . 
ser  Hx  sein  mag,  erlitten  haben,  in  dem  in  Bezug  auf  At  als  An- 
fang der  Coordinaten  durch  die  Coordinaten  px,  qx  bestimmten 
Punkte  (pxqx)  wieder  mit  einander  zusammenkommen.  Links  von 
des  die  Axe  in  A  und  rechts  von  dem  die  Axe  in  At  schneidenden 
Kreisbogen,  wobei  wir  uns  auf  Taf.  II.  Fig. 3.  beziehen,  soll  ein  und 
dasselbe  brechende  Medium,  zwischen  den  beiden  Kreisbogen  soll 
ein  anderes  brechendes  Medium  liegen,  und  das  Brechungsverhalt- 
niss  für  das  erste  und  zweite  brechende  Medium  soll  /*  :  l  sein. 
Die  Coordinaten  des  Punktes,  dessen  Coordinaten  in  Bezug  auf  das 
Coordinatensystem  mit  dem  Anfangspunkte  A  vorher  durch  //,  (f 
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bezeichnet  worden  sind,  sollen  in  dem  Coordinatensysteme  mit  dem 
Anfangspunkte  Ax  durch  ;/,,    \  bezeichnet  werden. 

Dies  vorausgesetzt,  haben  wir  nach  32.  offenbar  die  beiden  fol- 
genden Gleichungen: 

R-+-P  Ä  P    *i-+-Pi  Pi 

zu  denen  nach  dem  vorigen  Paragraphen  noch  die  Gleichung 

kommt,  in  welcher  das  obere  oder  das  untere  Zeichen  genommen 
werden  muss,  jenachdem  gleichnamige  oder  ungleichnamige  Seiten 
der  beiden  Kreisbogen  einander  zugekehrt  sind.  Aus  diesen  drei 
Gleichungen,  die  auch  unter  der  Form 

p>±p\=D 

dargestellt  werden  können,  lassen  sich  die  beiden  Grössen  p'  und 
p\  eliminiren,  und  dadurch  eine  Gleichung  zwischen  p  und  px  ent- 
wickeln, welche  Entwickelung  wir  jetzt  ausführen  wollen. 
Aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  folgt 

£=^l+£)-,,£  =  ±(lH-§)-ls 

ako 

,   Ä   .  _  m 

und  folglich,  wenn  man  diese  Ausdrücke  von  p1  und  pf ,  in  die 
dritte  Gleichung  einfuhrt, 

55   *  ±  *i  =  ß. 

nx  ^  p'  nK  ^  p{ 

oder  auch 

JC^T»  -  A,  ifc, 

oder  auch,  wie  man  leicht  findet, 

°7-  ~=*=--(»-i)  (^^ä)^^ — ä") 

oder 

Bestimmen  wir  mittelst  der  Gleichung  55.  die  Grösse  px  durch  p 
und  die  Grösse  p  durch  ^, ;  so  erhalten  wir  nach  leichter  Rech- 
nung * 
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71  p 

Ä,±|1-1(H-£)|Z> 

5    n         Pt  ;  

]P~ («-DÄ.iU-id+^i)!  |(*-i)Z>-»-*ä| 


Wird  nun  der  Werth,  welchen  px  für  p  =  <x>  erhält,  durch 
der  Werth,  welchen  p  für  erhält,  durch  f  bezeichnet; 

ist  nach  59. 

A-4-(l--I)# 


60. 


oder 


Ä1=fc(l-l)Z> 

f/=  — "  

(ft-l)Ät±(l-4-)  |(«-l)0-f-«*l 


j  Ä, , 


oder 


(*-l)  |Ä±Ä,+(1-^ 

Ä1=fc  (1-1)0 
 !L_  /|. 


 . —  Ä,, 


7e 


(*_1)  {ÄiÄ,-*- (!--)/>{ 


Also  ist 


(i -!)/>(*  ^ä) 

63.  /,  =#-/"= '  '      i  " 


oder 
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(i-I^ä^ä,) 


Nach  62.  ist 


t 

ond  folglich,  wenn  man  der  Kurze  wegen 
Z  =  (»-\)p  lArfcÄ.-Ml-JLjöirpA  |A,±(1— 1)0\ 
settt, 


Ferner  ist  nach  59.  und  62. 


/>.      =  ,    %  y  ä, 

n  p 


und  folglich,  wie  man  nach  leichter  Rechnung  findet, 
/>,-/,==*=  ***** 


|Ä=bÄt4-(l-i)/>|Z 
Also  ist  offenbar 

«5-  (P~f)  (p,  -/,)  =  ±  .  

oder 

und  das  Product  (/>-/)  (,,,  _/,)  ist  daher  jederzeit  eine  con- 
staute  Grosse. 

.  /?^=0,  .d  b*  wenn  mai1  dic  Dicke  der  Linse  als  ver- 
schwindend betrachtet,  ist 


Thell  II. 
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$.  8. 

Nach  36.  ist,  wem»  wir  die  in  §.  6.  eingeführten  Bezeichnun 
gcu  auch  hier  beibehalten,  . 

also,  weil  offenbar  tf  —  tfi 

Kg  R\9\  

und  folglich 

«8.  =  1~<"~,)* 


oder 


q  _  i-(«-i>i-(»-i)Sr 


.-(»-D^-(»-i)^' 

Nach  62.  ist  aber 

1 -(»->)£  = 


1  —  (» — 1)«- = ==  j  » 


oder,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 


setzen, 

1_(«_1)^  =  ÄÄ,  l-(«-l)^-  =  ±ATÄl, 
und  folglich  noch  dem  Vorhergehenden 

69.   -7-  =  =4=  «  —  f  • 

*"  JTÄ,  =F     ~  l)^3^- 

Diese  Gleichung  bringt  man  leicht  auf  die  Form 
oder,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  quadrirt,  auf  die  Form 


Digitized  by  Go< 


163 

Nun  ist  aber  nach  66. 

t 

und  folglich 

ra^(-i)'»-y>, 

welches,  in  die  vorhergehende  Gleichung  eingeführt  die  Gleichung 

giebt.  Entwickelt  man  nun  die  Quadrate  der  Binomialgrösien,  und 
bebt  die  gleichen  Glieder  auf  beiden  Seiten  de«  Gleichheitszeichens 
auf;  so  erhält  man  die  Gleichung 


und  folglich 

11=-*-  T-f 

9,*      —P.  -/, 


70.  (f)'=± 


Vi  ~p,-A' 

welches  ebenfalls  eise  sehr  sserkwördige  Gleiebmg  ist. 
Nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen  ist 

f  1        1  -  (*  - 

and  nach  59.  ist. 


4 




*    '  (s-l)Af|l-4(H^)i  [(s-l)Äl«iÄ,i' 
Also  ist 

71.    —  Tff  .      y  .  —  

oder  auch 

11  • 
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Tl.   2-=^{n-l)p  >— , 

oder  auch 

* 

ä,±ä±|»-^Oh--£)|Z> 
73.  £  =  l-(.-l)„  P—, 

oder  auch 

■ 

III. 

Brechung  in  einem  Systeme  von  Linsengläsern. 

*.  10. 

Wir  müssen  bei  dieser  Untersuchung  von  einigen  allgemeinen 
Betrachtungen  über  die  Kettenbrüche  ausgehen ,  von  denen  wir 
nachher  wichtige  Anwendungen  machen  werden.  Diese  Betrach- 
tungen betreffen  die  beiden  folgenden  Kettenbrüche: 

*  H  —  1 


und 


76.   £  =  —       1  , 


von  denen  der  zweite  gewissermassen  das  Umgekehrte  des  er- 
sten ist. 

Zuerst  ist  nun  offenbar 


^  =  — ■  und  "tt  —  -; — —  ; 


und 


^     i-*-«o(«  -f-— )     Äo+(l-»-«o«i)«i  f.+f*** 


2 


/o-H/i(«»-f-r-) 
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4—  fx  "4"/a(g,"l"^)  _  A+(A  _  /,  -f-/,«« 

U.  8.  W. 

Wie  man  auf  diese  Art  weiter  gehen  kann,  erhellet  hier  schon 
mit  völliger  Deutlichkeit,  und  es  ist  also 

/i=*n  A  =l-r-*o«i; 

/.  =/.  -H/a«.,  /*.  =/'.  "*-/>,  5 
/♦  =/, /%=/.+/>•! 

U.  8.  w.  U.  8.  w. 

Eine  ähnliche  Betrachtung  wollen  wir  ferner  auch  über  den 
iweiten  der  beiden  obigen  Kettenbrücke  anstellen.    Es  ist  offenbar 


4*-=  -  und  = 


l-f-«o«i* 


Also  ist,  wie  sogleich  in  die  Augen  fallen  wird, 

ö  o 

Folglich  ist  auf  ähnliche  Art 

gl      «o   


«.      —  -f-  1 1  -f- («i  -4-  —  )*al«. 


 gx  jr,ga 

und  hieraus  ergiebt  sich  ferner 

g*       1  +  (««  +        +  l«i  +  7  +  (1  +  («,  +  jV»,)«,  |a« 

«o  wo  «*o 

 l-f-<V»i  -4-  ><*o      (1  -4-g0g|)g»lg»  

~~ «0-*-(l-4-«.«i)  «,+  |I  -f-«o*i  H-(«o  -4-(l  -f- «o«iK)»il«. 

Wie  man  auf  diese  Art  weiter  geben  kann,  ist  klar,  uud  auch 
das  allgemeine  Gesett  erhellet  schon.    Ks  ist  nämlich 
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«.  s.  w. 

Dieses  Gesetz  kann  leicht  auf  folgende  Art  allgemein  bewie- 
sen werden.   Weil  überhaupt 

£L  =  A.  1 
g*k      <*k  -+-    —  . 

•  .  JL  i 

und 

•        *  « 


ist,  so  wird  offenbar 


gt+\  gk 

g,  aus 


1 

erhalten,  wenn  mau  in  dem  letztem  Bruche  «,  -r-  —  für  «0  setst. 

und  alle  übrigen  Indices  von  a  um  eine  Eiuheit  erhöbet  Alsu 
wird  offenbar  gk+i  aus  gi  und  g-'j+i  aus  tfi  erhalten,  wenn  man 

ax  H — —  für  a0  setzt,  alle  übrigen  Indices  mn  a  um  eine  Einheit 


erhöhet,  und  die  dadurch  sich  ergehenden  G rosse u  dann  mit  a„ 
multiplicirt.   Sei  nun 

fSA  __  gk~*+.gt-&at—t 
g'k-z+g'k-iok* 

I 

Um  — —  zu  erhalten,  muss  man  nx  -t«™  "*r  a*  s**2«0»  »He 

übrigen  Indices  von  a  um  eine  Einheit  erhöhe»,  tu»4  im  Zähler 
und  Nenner  mit  aa  multipliciren,  wodurch  jede  der  Grossen  2> 
gk—t  und  g/u—2y  ä^a— l  niit  a0  multiplicirt  wird.  Bei  der  Anwen- 
dung dieses  Verfahrens  gehen  also  die  Grössen  «r*— i,  respective 
in       04*4-1?  und  nach  dem  Obigen  gehen  offenbar      *,  gk—t  re- 
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spective  in  p-u  gh  80  wie  g'k-i  respective  in  gV-i,  g*k 

ita.  Also  ist  offenbar 

und  das  bemerkte  Gesetz  ist  nach  einer  Dekanaten  Scblussweise 
folglich  allgemein. 
Es  ist  also 

go  =  1,  g',  =  aoi 

#•=«0,  =l-h«0ai; 

eTs=eTi &%^tfx-*-tf*«%\ 

U.  8.  W.  U.  S.  W. 

Vergleicht  man  diese  Zähler  und  Nenner  mit  den  oben  gefun- 
denen Zählern  und  Nennern  der  Partialbrüche  des  ersten  Ketten» 
bruchs,  so  ergeben  sieb  die  folgenden  Gleichungen : 

**  =  l>  , 

gl  =Ai 

eT»=eTo-f-Ä'i«i  =  l-f-«0»i  ==/V 
*?•  =gi  -r-#a«,  =A  =A> 
^•  =  cT»-+-        =A  =A . 

eT»=eTi  -*-«p«*«=A  -t-A*4  =A» 

U.  8.  W. 

und 

eT^o  ~~~f  o  1 

=  1  -r-  «o«i  = A » 

^,=^o-f"^.«,  =A  +A«.  =A> 
^,  =^1  H-g'aÄ,  =  A  +A*i  =A» 

eT'*  =      4-         =  A  + A«U  =A» 

eT*.  =  ef .  +eT>*  =A  +A«.  =A> 

u.  s.  w. 

Hiernach  hat  «au  also  auch  die  folgenden  Gleichungen: 

g*o=fo  =#n 
^-/'.^^ 

ff'a  — A  — 

g".=A=^4» 

U.  8.  W.  .   t<|  'U  AlltK 
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Ueberhaupt  wollen  wir  jetzt 
1  i 


7« 


setzen. 

Also  ist  zuerst 


r 

„  L    i   ?o 

Nach  dem  Vorhergebenden  ist 

fs.  —  1    I±  =  ± 


also 


und  folglich 


go    „  ^_    1  -+- g0y0 


(*>-£)  (?„-»- £-)  =  -(-±)*. 


FcrDer  ist 

«,  —  —       1        ,  — 


d.  i. 

""flo+(i+ö0«i)yi' 

Nach  dem  Obigen  ist 

l  +  a„0|'  gx       l  +  aQa  ' 
und  folglich,  wie  man  durch  leichte  Rechnung  findet, 

'    _A__  i  


Daher  ist 


Man  sieht  also,  dass  die  l'roducte 
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respective  von  p0,  q0  und  px,  qx  ganz  unabhängig  sind. 

Um  die  Allgemeinheit  dieses  Gesetzes  zu  prüfen,  wollen  wir 
jetzt  , 

u.  s.  w. 

setzen,  und  wollen  annehmen,  dass  die  Grössen 

respective  von 

Po,  y\>;  Pi,  9t  i  />„  q%  \  p qt ; . . .  *>a-i, 

ganz  unabhängig  sind. 
Weil 


1  , 

•  -J  1 


und 

„  —  1  1 

°2  -+■  .  | 

«4  +  — 

7* 


ist,  so  ist  wegen  der  Gleichung 


wo  von         und         ganz  unabhängig  ist,  deren  Richtig- 

keit vorausgesetzt  worden  ist.  olfenbar 

Weil  aber 
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Deberliaupt  wollen  wir  jetit 
1  l 


.  1 

H — —  ,  1 
«i-i  -f-  —  . 


setzen. 

Also  ist  zuerst 


i  » 


„  — L    i  i« 

*  ■  —  * 

Nach  dem  Vorhergehenden  ist 

fo_=  1  lo^l 

also 

fo    v         yQ  J_  I 

^°      /'o"-H-«oyo  «o(l-|-*o7o)' 

^.£<L   ^    .  i.         1  -f-  g0y0 

y-0  -I-       —  ^0  -t-       —  ; 

und  folglich 


Ferner  ist 


„1  =  ^       ,  _J  

"0  +  ^h-^-  «o+i-^- 


7i  <,0"f"i-t-«,7< 

d.  i. 

Nach  dem  Obigen  ist 


SL 


» 

und  folglich,  wie  man  durch  leichte  Rechnung  findet, 
_/L==  1  

.  £i  =  «o  +  (l 

Daher  ist 

Man  sieht  also,  dass  die  Producte 
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0» n-fh)  fr) 
respective  vod  jj0,  $r0  und  fi,,  ^,  ganz  unabhängig  siud. 

Um  die  Allgemeinbeit  dieses  Gesetzes  zu  prüfen,  wollen  wir 
jetzt  ^ 


u.  s.  w. 

setzen,  und  wollen  annehmen,  dass  die  Grössen 

Z*oi  £*n  Zf>5  •  .  .  Lk—\ 

respective  von 

Po>  9omy     9%\  /'*>  7»;  Ps«  fsic  •  • 

ganz  unabhängig  sind. 
Weil  nun 


1 


lad 

i 


an  -|  1 

«*2 


1 


7* 


ist,  so  ist  wegen  der  Gleichung 

wo  Z/*_i  von  /i*— i  und  ganz  unabhängig  ist.  deren  Richtig« 
keit  vorausgesetzt  worden  ist,  offenbar 


Weil  aber 


170 


g'k-x      ak-\  -f- 


H  1 


ist,  so  ist 


.   ff*-'  ,      1  1 


und  folglich,  weil 

Ä  =  -  1 


•  -I  1 


ist, 

Also  ist  nach  dem  Obigen 

</"-/fe)  +  ^>  =  ^ 

d.  i. 

Nun  ist  aber  nach  den  aus  dem  Obigen  bekannten  Relationen 

  {fk~\fk  —fkfk-\)qk 

—  fk-iifi-i+fW)' 


und  folglich  offenbar 

Führt  mau  dies  in  die  oben  gefundene  Gleichung 
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ein,  8»  erhält  man  die  Gleichung 

-jösi     ~Ä>  (qk + #  =  Z"-*' 

also 

/        fk.  .      ,   gk    fk-ytk  - 

iPk-J$  (f'  +  fj)  -  -  TkYk~  U  l 

woraus  mau  sieht,  dass 


voo  *piy  (fk  ganz  unabhängig,  und  nach  einer  bekannten  Sdiluss- 
weise  das  oben  bemerkte  (Jesetz  also  ganz  allgemein  gültig,  d.  Ii. 
das  Product 

immer  von       und  qu  ganz  unabhängig  ist. 

Setzen  wir,  analog  mit  der  oben  eingeführten  Ue/.eichnuuu:, 

(/<*-£) 

so  erhalten  wir  nach  dem  Vorhergehenden  die  Delation: 

77.    Lk=.  —  -y^-  Lk-\. 
Hiernach  und  nach  dem  Obigen  ist 

/    f  a£\     r    ffo        ./  off  i 


'  '  V. 

f'ogi 


w  f'rft    /    —  /'o^i     /'lg»  /'atf» 


u.  a.  w. 


V                                                ■                                          >  ■ 

Wie  man  auf  diese  Art  weiter  gehen  kann,  unterliegt  keinem 
Zweifel,  und  ea  ist  ulao  allgemein 

r       i     tik-i     S°      foSi     f*S*  fi-m-i    fk-W  . 

^  =  (-  »r  1  •  7^1  •  TO  •  /v.  •  •  '  /V*  * 
d.i.  n 

78.  /,*  —  -7r- .  . . .  ^_lfirr 
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l 

Nach  den  Obigen  ist  aber 

g'o  =  gv 
tfx  = 

u.  8.  w. 
g^-i  =  #* 
uud  g'L  =f'k*   Also  ist  nach  78. 

(-  yQ  _  (- 1)*-«  £ 

uud  folglich,  weil  nach  dem  Obigen  g0  =  1,  g'k  —  gk+\  ist, 
7Q     y       (-  !)*->  _  (-  1)*-*  (~ 

Wir  haben  daher  die  folgenden  merkwürdigen  Gleichungen: 

oder 

8i.  (-xy-^^-jL)  (7t  +  £)  =  (^).=(^_>.  =  (_L),> 

von  denen  wir  nachher  eine  wichtige  Anwendung  auf  die  Brechung 
in  einem  Systeme  von  Linsengläsern  machen  werden. 

f  II. 

Die  erste  der  beiden  Gleichungen  59.  kann  auf  folgende  Art 

dargestellt  werden; 

■ 

R  11-^0+ *)|  |(*-l)Z>db*Ä,| 

und  folglich,  wie  man  leicht  findet, 

— 1  =  n  —  l  =fc  :  c-tb  

n  p 

Im  _  Itlly 


Ä 


1_1(H_J?) 


.  H 
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D  R 


n  —  1  


-i  r 


also 


1       »—1 .  1 


V 


7  =  ~ä7"  J 


oder 


s2-  /'.=^n  .  i 


H ,  — /»  I 


-1  1 


und  in  dieser  Gleichung  ist  dus  obere  oder  das  untere  Zeichen  zu 
nehmen ,  jenachdem  gleichnamige  oder  ungleichnamige  Seiten  der 
beiden  im  Obigen  betrachteten  Kreisbogen  gegen  einander  gekehrt 
sind.  Aber  eben  dieses  doppelte  Zeichen,  welches  bei  der  Betrach- 
tung bloss  zweier  Kreisbogen  oder  eines  Linsenglases  uns  keine 
grosse  Unbequemlichkeit  verursachte,  vielmehr,  wie  es  uns  scheint, 
den  zwischen  den  sogenannten  doppelt- concaven  und  doppelt- con- 
vexen Gläsern  und  den  sogenannten  Menisken  Statt  findenden  Un- 
terschied recht  deutlich  herausstellte,  weshulb  auch  vorzüglich  bei 
einem  Linsenglase  die  vorhergehende  Betrachtungsweise  von  uns 
angewandt  worden  ist.  fuhrt  bei  der  Betrachtung  eines  Systems 
von  Linsengläsern  grosse  Unbequemlichkeiten  herbei,  uod  wir 
müssen  uns  daher  jetzt  von  diesem  doppelten  Zeichen  unabhängig 
zu  machen  suchen,  was  auf  folgende  Art  geschehen  kann. 

Im  Vorhergehenden  wurden  die  Halbmesser  H  und  /l,  immer 
als  positiv  betrachtet,  was  auch  auf  den  ersten  Anblick  allerdings 
das  Natürlichste  zu  sein  seheint;  die  sogenannte  Dicke  des  Glases 
D  wurde  dagegen  als  positiv  oder  negativ  betrachtet,  jenachdem  der 
erste  Kreisbogen  dem  zweiten  seine  convexe  oder  seine  concave 
Seite  zukehrt;  die  Grösse  //  ist  positiv  oder  negativ,  jenachdem  die 
ihr  entsprechende  Linie  auf  der  convexen  oder  concaven  Seite  des 
ersten  Kreisbogens  liegt,  und  eben  so  ist  die  Grösse  »,  positiv  oder 
negativ,  jenachdem  die  ihr  entsprechende  Linie  auf  der  convexen 
oder  concaven  Seite  des  zweiten  Kreisbogens  liegt. 

Von  jetzt  an  wollen  wir  die  Dicke  des  Glases  immer  als  posi- 
tiv betrachten,  und  unter  dieser  Voraussetzung  durch  D  bezeich, 
nen;  die  Halbmesser  der  beiden  Gränzfläcben  des  Glases  wollen 
wir  dagegen  als  positiv  oder  als  negativ  betrachten,  jenachdem  sie 
von  den  Durchschnittspunkten  der  entsprechenden  Gränzfläcben  mit 
der  Axe  an  nach  der  innern  oder  äussern  Seite  des  Glases  hin  - 
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<  » 

liegen ,  und  wollen  dieselben  unter  dieser  Voraussetzung  durch  H 
und  Jtt  bezeichnen;  auf  ähnliche  Art  sollen  die  Abscissen  p  uud 
pl  positiv  oder  negativ  sein,  jeuacbdem  die  ihnen  entsprechenden 
Linien  von  den  Durchschnittspunkten  der  ersten  und  zweiten  Gräuz 
fläche  des  Glases  mit  der  Axe  an  nach  der  innern  oder  äussern 
Seite  des  Glases  hin  liegen.  Die  Symbole  q  und  qi  behalten  auch 
jetzt  £anz  uie  ihneu  oben  beigelegte  Kedeutuag. 

Dies  vorausgesetzt,  muss  man  nun,  wenn  die  concaven  Seiten 
der  beiden  Gränzflächen  einander  zugekehrt  sind,  in  der  Gleichuug 
82.  statt  der  Symbole 

D,  /t,  Hti  p,  pl 

offenbar  respective 

—  0>       Ä,,  — p,  — P\ 

setzen,  wodurch  die  in  Rede  stehende  Gleichung,  in  der  man  jetzt 
das  obere  Zeichen  nehmen  muss,  folgende  Gestalt  erhält: 

Jt  p' 

Wenn  die  couvexen  Seiten  der  beiden  Gränzflächen  einander 
zugekehrt  sind,  so  muss  man  in  der  Gleichung  82.  statt  der 
Symbole 

Z>,  Ä,  At,  p,  px 

offenbar  respective 

D,  — /I,  —  Ä„  p,  pt 

setzen,  wodurch  die  in  Rede  stehende  Gleichung,  in  der  jetzt  wie- 
der das  obete  Zeichen  genommen  werden  muss,  die  folgende  Ge- 
stalt erhält: 

_  1__ 

— H  — 

u   ■  w —  1  1 

Mittelst  einer  einfachen  Betrachtung  überzeugt 
gleich,  dass  diese  Gleichung  immer  auf  die  Form 

1 

—  ^'  =^ZTi  l_ 

+  1 


welche  von  der  Form,  auf  welche  wir  im  ersten  Falle  geführt  wur- 
den, nicht  verschieden  ist,  gebracht  werden  kann. 
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Wenn  die  concave  Seite  der  ersten  Grenzfläche  der  convexen 
Seite  der  zweiten  Gränzfläche  zugekehrt  ist ,  so  muss  man  in  der 
Gleichung  82.  statt  der  Symbole 

offenbar  respective 

— //,  Ii,  —  £€„  —}>,  px 

setzen,  wodurch  die  in  Rede  stehende  Gleichung,  in  welcher  jetzt 

das  untere  Zeicheu  zu  nehmen  ist,  die  folgende  Gestalt  erhält: 

i  ».  -•  >  ,  ,  i. 

1 

^^^T  J_ 

woraus  sieb  aber  mittelst  einer  ganz  einfachen  Betrachtung  wieder 

1 

— „  -  1  J_ 

i 

/i  P 

ergiebt. 

Wenn  endlich  die  convexe  Seite  der  ersten  Gränzfläche  der 
coneaven  Seite  der  zweiten  Gränzfläclie  zugekehrt  ist,  so  muss 
man  in  der  Gleichung  82.  statt  der  Symbole 

D,  JR,  Ä„  />,  j>, 

offenbar  respective 

D,  — H,  Riy  p,  —  pt 

setzen,  wodurch  die  in  Rede  stehende  Gleichung,  iu  welcher  jetzt 
das  untere  Zeichen  zu  uehineu  ist,  die  folgende  Gestalt  erhält: 

_  1 


-  ( 


n  ^  n  —  1  1 


woraus  sich  aber  mittelst  einer  ganz  einfachen  Betrachtung  wieder 

1 

/f,  1 

/*  1  _1_ 

Ii    ~*~  p 

ergiebt. 

Daher  ist  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  in  völliger 
Allgemeinheit 
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n  +<i--r  J_ 

in  welcher  Meldung  also  ouo,  kein  doppeltes  Zeichen  mehr  vor- 
kommt, was  für  das  Folgende  der  Allgemeinheit  und  Einfachheit 
der  IWstelluug  wegen  von  grosser  Wichtigkeit  ist. 

Mittelst  leichter  Rechnung  erhält  man  aus  83.  die  folgende 
ebeufalls  ganz  allgemein  gültige  Gleichung: 

71,  iß  1__ 

n        u  —  1  1 


wobei  man  sogleich  übersehen  wird,  dass  dieser  Kettenbruch  ge- 
wisserinassen  Üurch  Umkehrung  des  vorhergehenden  entsteht. 

*.  12. 

Wenn  zwei  Kreisbogen  ihre  Axe  in  den  Punkten  A  und  Ax 
schneiden,  die  immer  als  positiv  betrachtete.  Entfernung  der  beiden 
Funkte  A  und  Ax  von-  einander  durch  D  bezeichnet  wird,  und 
wir  die,  jenachdem  sie  von  den  Punkten  A  und  Ax  aus  nach  dem 
iuueru  Räume  zwischen  den  beiden  in  Rede  stehenden  Kreisbogen 
oder  nach  dem  äussern  Räume  hin  liegen,  als  positiv  oder  als  ne- 
gativ betrachteten  Entfernungen  eines  Punktes  in  der  Axe  von  den 
beiden  Punkten  A  und  A%  respeclive  durch  E  und  Ex  bezeichnen; 
so  ist  in  völliger  Allgeroeinheit 

E-\-Ex=D, 

wovon  man  sich  durch  eine  ganz  einfache  Betrachtung  auf  der 
Stelle  überzeugt. 


\.  13. 

Wir  wollen  uns  jetzt  ein  System  vou  t-f-1  Gläsern  denken, 
und  wollen  annehmen,  dass  die  Mittelpunkte  der  Gränzflächen  aller 
dieser  Gläser  in  einer  und  derselben  geraden  Linie  liegen,  welche 
die  Axe  des  Systems  genannt  werden  kann.  Die  Halbmesser  der 
Gränzflächen  der  einzelnen  Gläser  seien  nach  der  Reihe 

A,  Rx  ;  TW«,  Ä.O);  ZK«,  71,(2);  .  .  x  71,(0; 

so  dass 

7?,  7K»,  Ä(2),  Ä(3),.../J(0 
die  Halbmesser  der  vordem  Gränzflächen,  dagegen 

7l1¥  71,0),  71,(2),  71,(1),  ...71,  Cfl 
die  Halbmesser  der  hintern  Gränzflächen  sind,  wobei  man  nicht  zu 
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überselien  bat,  das*  diese  Halbmesser  uacb  deu  in      II.  gegebe- 
.  nen  Bestimmungen  positiv  oder  negativ  genommen  werden.  Die 
immer  als  positiv  betrachteten,  Dicken  der  Gläser  uach  der  Reihe 
seien 

D,  m\  DW,         .  . .  D<» 

und  die  Brechungsverhältnisse  für  die  Glasarteu ,  uns  denen  die 
Gläser  besteben,  seien 

n  :  1.  *(H  :  1.  »«>  :  1,  «'3)  :  1,  .  .      »t  I  I. 

Die  t'oordinatcn  der  Vereiniguugsutinkte  der  Strahlen  srien  für 
die  einzelnen  Gläser  nach  der  Reihe 

/>,      '/W'p  '/. 

,,<»),  ,,«);  ,,,(3), 
U.   S.  W. 

Die  sämintlich  als  positiv  betrachteten  Kntfernungeu  der  Gläser 
von  einander,  welche  von  der  hintern  Kläche  eines  jeden  Glases 
bis  zu  der  vordem  Fläche  des  nächst  folgenden  Glases  genommen 
werden,  seien  nach  der  Reihe 

.vi-                  E,  A™  ,  A'(2),  £-(3),  .  .  .  AV-D. 

>„,  x%f     .u  ,,i  ,k             .     •>.    ,.>           iiv«  :.  ..•!.!■ "t*:           .11'  ' 

Dies  vorausgesetzt,  hat  man  nun  nach  offenbar  die  folgenden 
Gleichungen : 


 [ 

~Pi  —  n  -  I 


-  D  i  L 

«         i  i 


■*ti)        ;,<«>  ' 


u.  s.  w. 

Tbeil  II.  \  > 
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/<o   ~*~  m% 

um!  nach       12.  hat  mau  offenbar  die  folgenden  Gleichungen: 

-pte)  —  p(*)= 
-/»,<» -#|W  =  J21», 

II.   8.  W. 
p^i-X)  —fp(<)==ftr  1) 

»de r 

— Jg(3)_;/|f3), 
u.  s.  w. 

/>(»  =  —  ^T'-D  —  p  ,(»-« . 

■  * 

Mittelst  dieser  Gleichungen  und  der  obigen  Kettenbrücke  lässi  sieb 
offenbar  die  Grösse  — ohne  alle  Schwierigkeit  ganz  allgemein 
mit  Hülfe  eines  Kettenbruchs,  dessen  Fortscbreitungsgesetz  sehr 
leicht  zu  übersehen  ist,  durch  die  Grösse  p  ausdrücken.  Bs  ist 
Dämlich  offenbar  in  völliger  Allgemeinheit,  wie  sogleich  in  die 
Augen  fallen  wird, 
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Bezeichnet  man  den  Werth,  welchen  p^**  erhält, 
endlich  wird,  durch  /,(0,  10  ist  nach  85. 

.3 


wenn  p  un- 


I 


II 


% 

II" 
to 


I 


I 

5> 


+ 
II 


-  III 
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toi 
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+ 

I 

5!' 
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I 


I 

w 

+ 
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und  wenn  mau  den  Werth,  welchen  0  erhält, 
wird,  durch  f  bezeichnet,  sn  ist  nach  86. 


unendlich 


:- 


I 
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*  1  - 
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1  !- 
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§.  14. 

Die  Kettenbrüche  87.  und  88.  bestehen  offenbar  nus3(f-r-l)-r-* 
=  4t-f-3  Gliedern.  Hezeichnen  wir  Dun  den  gemeinschaftlichen 
Nenner  der  den  beiden  in  Rede  stehenden  Kettenbrüchen  gleichen 
gemeinen  Brüche,  welche  man  durch  successive  Berechnung  aer  Par- 
tialwerthe  dieser  beiden  Kettenbrüche  nach  bekannten  Regeln  er- 
hält, durch  A,-;  so  ist  nach  dem  in  §.  10.  bewiesenen,  in  der 
Gleichung  81.  ausgesprochenen  allgemeinen  Satze  von  den  Ketten- 
brüchen, wenn  man  denselben  auf  die  in  dem  vorigen  Paragraphen 
entwickelten  Kettenbrücbe  insbesondere  und  zunächst  auf  den  Ket- 
tenbruch 86.  anwendet,  offenbar 

(_!)«*-.  (-,,-(-/)(  b,«  +  (-/,<")l=(^)'. 
und  folglich,  wie  sogleich  erhellet, 

89-    </'-/)(/'.">  -/,M)  =  (^-)J. 

Hieraus  ergiebt  sich  also  der  sehr  merkwürdige  Satz,  dass,  was 
auch  ;/  und  /»,M  sein  mögen,  das  Product 

(/'-/)  (p  ■«"-/.">) 

immer  dem  constanten  Qnadrate  (-^r)a  gleich  ist. 

*  *.  15. 

Aus  der  iu  §.  11.  uugestellteu  Betrachtung  erhellet,  dass  mau 
in  der  (»lerchung  68.  statt  der  Symbole 

eins  der  vier  folgendcu  Systeme  setzen  tnuss: 

i  • 


n, 

— /». ; 

■ 

/'> 

— />, 

/>.; 

• 

-H, 

-/v 

Tliut  man  dies  aber,  so  ergiebt  sich  iu  jedem  Falle  die  Gleichung 

«K».    !■=  -. 

t>  H-(*-l)^- 

welche  also  allgemein  gültig  ist. 

Daher  hat  mau  jetzt  die  folgenden  Gleich  uuifcn : 
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»in 

fl»  _  '+<«(')-'»i6ri 

jei  -  l-*-(w(2)-1)7^) 

U.  S.  W. 


y(0   


Weil  nun  aber  offenbar 

U.  8.  W. 

ist;  so  erhält  mau  aus  dem  Obigen  die  folgende  merkwürdige 
Gleichung: 


•  •  • 


Mittelst  der  in  13.  entwickelten  Formeln  kann  man,  wenn  p  als 
gegeben  betrachtet  wird,  die  Grössen 

sämmtlich  berechnen,  und  kann  also  mit  Hülfe  der  vorhergehenden 
Gleichung  auch  das  Verhältniss  bestimmen.    Dass  auch  p^O 

als  gegeben  angenommen  werden  könnte,  bedarf  kaum  noch  einer 
besondern  Bemerkung. 

ft.  16. 

Zu  dem  Systeme  von  *-f-l  Gläsern,  welches  wir  vorher  be- 
trachtet haben,  wollen  wir  jetzt  noch  ein  (i-f-2)tes  Glas  hinzufü- 
gen, dessen  auf  ähnliche  Art' wie  im  Vorhergehenden  genommene 
rtutferuung  von  dem  (i-f-l)sten  Glase  durch  bezeichnet  wer- 
den soll.  In  Bezug  auf  dos  (<  +  2)tc  Glas,  wenn  man  dieses  Glas 
für  sich  allein  als  ein  System  von  Gläsern  betrachtet,  und  in  Be- 
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zug  auf  das  ganze  System  der  *  -4-2  Gläser ,  sollen  respective  f, 
fj  und  <p,  yjl^W.eine  ganz  äliuliche  Bedeutung  haben  wie  />  f\ W 
in  Bezug  auf  das  System  der  <  +  1  Gläser.  Von  dem  strahlenden 
Punkte  si ,  dessen  Coordinaten  in  Bezug  auf  die  vordere  Fläche 
des  ersten  Glases  p,  */  sein  mögen,  entstehe  nun  durch  das  System 
der  t +  1  Gläser  ein  Bild  B,  dessen  Coordinaten  in  Bezug  auf  die 
hintere  Fläche  des  (f-t-l)sten  Glases  p^'\  sein  mögen,  und 
von  diesem  Bilde  B  entstehe  durch  das  (i-f-2)te  Glas  ein  neues 
Bild  C,  welches  zugleich  als  das  von  dem  Systeme  der  s  +  2  Glä- 
ser von  dem  Punkte  A  gemachte  Bild  zu  betrachten  ist.  Die  Coor- 
dinaten von  B  in  Bezug  auf  die  vordere  Fläche  des  (i-+-2)ten 
Glases  seien  pi*-*"!),  und  die  Coordinaten  von  C  in  Bezug 

auf  die  hintere  Fläche  des  (*-f-2)ten  Glases  seien  pJWl,  flS**44'- 
Dies  vorausgesetzt  ist  nun  nach  §.  14.,  wenn  /u3  und  j*,a  zwei 
constante  Quadrate  bezeichnen, 

und 

93.  .(pV+U  -  f  )  (p ,  0+D  -  f  x )  =  p, / . 

Für  p  =  y  wird  offenbar  p^**-*)  unendlich,  und  daher,  wie  leicht 
erhellen  wird, 

also 

folglich  nach  92. 

94.    -(y-/)  (ÄO  +  f+ZiW)^». 
Wenn  man  p  unendlich  werden  läset,  so  wird  offenbar 

,,,<*•«  =  5*C*-i), 
und,  wie  sogleich  erbellen  wird, 

_  ;,(«+!)—  /,(•)  =  EU), 

also 

folglich  nach  93. 

95.   -(Ä0  +  f+/t(0)  (yl0+»-fI)  =  iu1'. 

Daher  hat  man  nach  92.  und  94.,  und  nach  93.  und  95.,  die 
beiden  folgenden  Gleichungen: 

iP-f)  b»«-/.«)  =  -(9-/)  (^  +  f-r-/.w). 

0  0,^1)-f,)  =  -(y,(l+1,-f.)  (^Hhf+/iW). 

Schreibt  man  diese  beiden  Gleichungen  als  Proportionen,  so 
erhält  man:  , 

p-f:-        +  f =  y  -/  :  />.  «  -/,«, 

und  aus  diesen  beiden  Proportionen  ergiebt  sich  uacb  einem  be- 
kannten Satze  von  den  Proportionen: 
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/:  ;-(^-l-f-f-/,»)=^-SP  •  -(^  +  fH-^«c*)i 
Weil  nun  aber  offenbar 

also 

"  Iii    »  -  « 

ist*  su  werdea  die  beidea  obigen  Proportionen  ,  . 

p  —  /  :  - (ÄW  +  f +/Ä00)  :  _  f, 

^1)  _  fi  ;  _  (£7(0  4-  f +/.«)  :=/,,  (*«>  -  9t  W)  i -/, 
und  führen  nun  ferner  auf  der  Stelle  zu  der  Gleichung 

oft      fr-/)  (^»-D     _       v  ~y 

Von  dieser  Gleichung  lässt  sieb  die  folgende  wichtige  Anwen- 
dung machen. 

Nach  der  io  §.  S.  bewiesener)  Gleichung  70.  ist,  wenn  man 
sich  jetzt  nur  immer  au  die  in  §.  11.  gegebenen  Bestimmungen 
hält,  wie  leicht  erhellen  wird,  in  völliger  Allgemeinheit  für  ei» 
Glas 

"  97.  \l-y.  =  JL=lL 

Kommt  nun  uoeb  ein  zweites  Glas  hinzu,  so  ist  hiernach  für  dieses 
Glas  in  völliger  Allgemeinheit  . 

und  folglich  durch  Multiplication,  weil  offenbar  qx  =yU)  ist, 

/  f  (p-f)ipM-f) 

Nach  96.  ist  aber 

0> — /)  fr*» ~ f)    _  y-y 
(Pi-/.)  (PiCW-fi)  —  y/u-y.or 

also 

f_2_y>   

d.  Ii.  es  ist,  wenn  man  jetzt  für  gp,  y,tt)  »respective  /,  /,<•)  setzt, 


für  zwei  Gläser  i  -*» ►    »\ .  ( \ 

Kommt  nun  uoch  ein  drittes  Glas  hinzu,  so  ist  nach  97.  für 
dieses  dritte  Glas  \  : 

V2)'  "">.*»? -f.' 

also  durch  Multiplicution,  weil  offenbar  $r,<^  xs  <7&>  ist. 
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V.c»J  —  (p,o)  -/.CD)  (p.w-f,): 

Nach  96.  ist  aber 

(P -/)  (p<*> - f )  p-y 

also 

;  r  »       ■  ••  •        "  .     •  .     ,  .. 

d.h.  es  ist,  wenn  man  für  y,  retpeetive  /,  /,<*>  setzt,  für 

drei  Gläser 

■  » 

—  ^1(2)-/l(2r 

Lässt  man  jetzt  noch  ein  viertes  Glas  hinzutreten,  so  ist  nach 
97.  für  dieses  vierte  Glos 

A, _  pw-f 
V,«'  —  P,w-f,* 


°)  In  einer  späten)  Ab  handlang  werden  wir  das  Obige  theils  noch  etwa» 
weiter  ausführen,  theils  verschiedene  Anwendungen  der  in  diesem  Auf- 
sätze bewiesenen»  grösstenteils  von  Möbius  gefundenen,  von  Gauss, 
Bessel  und  Clausen  erweiterten  Sätze  tnittheileii.  Die  obige  Dar- 
stellung derselben  dürfen  wir  wohl  als  eine  uns  eigentümliche  in  An- 
spruch nehmen. 


alio  durch  Multiplication,  weil  offenbar        =  y(3)  Ut, 

W  —  fr,«-/.«)  ».»-f.)"  [ 

Nach  96.  ist  aber 

(P -f)  (p™  -  f )      _  v-v 
(p,<*> -/,<*>)  G>.»-f»>  —  p^-v,»)' 

also 

* 

d.  b.  es  ist,  wenn  man  für  y,  $p,&>  rcspectivc  /,         setzt,  für 
vier  Gläser 

Wie  man  auf  diese  Art  immer  weiter  gehen  kuuu ,  unterliegt 
nicht  dem  geringsten  Zweifel,  und  es  ist  daher  in  völliger  Allge- 
meinheit für  ein  System  von  i-r-1  Glasern 

'    :       l0L  (7^o,)*===p1oT-/1(«r 

. •  urun 

io  welcher  Gleichung  ebenfalls  ein  sehr  wichtiges  und  merkwürdi 
ges  Theorem  der  Dioptrik  ausgesprochen  ist  °). 
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XVI. 

Sur  une  regle  particulifere  pour  trouver  l^qua- 
tiou  dune  ligne  ou  dun  plan,  tangent  one 
courbe  ou  une  surface  du  aecond  degrä 

et 

^te  relative  ä  la  construction  de  la  cbainette. 

Par 

Mr.  G.  J.  Venia  in 

Dutieur  es  sciences  er  Professeur  de  Matbematiques  a  l'Universite  de  Leide. 


Sur  uue  regle  particuliere  pour  trouver  l'equatioo  d'uue 
ligue  ou  d  un  plao,  tangent  une  courbe  oo  uue  surface 
du  second  degre*  en  un  point  donne\ 

Quand  f=np{x>  y)  =  U  reprlsente  l'equatioo  d'uue  courbe 
plane,  l'equatioo  d'une  droite,  toucbante  cette  courbe  en  on  point, 
dont  les  coordonnles  orthogonales  sont  x*  et  y',  sera,  d'apres  la 
tbe*orie  generale  du  contact  des  Hgnes,  donnee  par 


■  W  I 


ou  plutdt  par 


"y  . .»      «ic.  ... 

Dans  ces  equatioos  arg  et  yx  designent  les  coordonnees  couraotes 
de  la  tangente,  et  les  coefficieots  differentiels  se  rapportent  au  point 
de  contact ;  c'est  a  dire,  qu'apres  les  avoir  dltermine*  par  l'equation 
de  la  courbe  donne'e,  on  doit  substituer  aux  coordonoees'  ff6ne>ales 
.V.»  celles  x'  et  y'  du  point  de  contact  donne*. 
De  m£mc,  pour  trouver  l'equation  d'un  plan,  touchant  une  sur- 
face donnee  en  un  point  doune  de  cette  surface,  represent^e  par 
la  footion  generale  F=<p(x,  y,  *)  =  0,  on  aura  l'equation 

=  -a-) +  !<,,,_/,,  (3) 

ou  pUilot 

4 

<*.  -  *")  (e) + (y.  - y)  ( J ) + (» ,  - »')  (f ) = o,  (4, 
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^r, ,  y,,  s,  dtant  les  coordonnees  courantes  du  plan  tangent,  et 
o^,  y7,  *'  les  coordonnees  particulieres  du  point  üjd  coutact,  et  ces 
dernieres  sont  aussi  les  quantitls  que  l'on  doit  mettre,  apres  la 

dift'erentiatiou ,  ä  la  place  de  a:,  //,  x  «laus  les   coeflicients  dilfe- 

rentiels  ^,  ^  etc. 

Ces  £quations  sont  generales.  Quand  nu  les  applique  atix  cour- 
bes  et  aux  surfaces  du  secoud  degre,  ou  trouvera,  dans  cbaque 
cas  particulier,  l'equation  de  la  tangente  ou  du  plan  tangent  pour 
ud  point  determine  de  cettc  courbe  ou  de  cette  surface ,  «'est  a 
dire  pour  le  point,  dont  les  coordounees  (toujours  rectangulnire*) 
verifient  l'equation  donuee  de  la  courbe  ou  de  la  surface. 

Cependaut  on  peut  se  servir,  pour  les  courbes  et  les  surfaces 
du  second  degre\  d'une  regle  generale,  laquelle  donne  tout  de  suitc 
l'equation  demandee,  saus  que  la  differeiitiation  de  la  propose'e  soit 
n^cessaire.    Voici  cette  regle,  extremement  simple. 

Soicnt  «,  ß,  y  les  coordonnees  du  point  de  coutact 
doune',  situe  sur  une  surface  du  second  degre  donuee 
^1  =  9p(^r,  y,  *)  =  0.  Cbangez  partout  .r-  cn  «.£■,  y2  cn  ßy, 
x%  en  yx>  xy  en  «y-f»  •V/fo\  xx  en  laz-+-  \yx,  yx  en  \ß%-\- \yy\ 
en  \x-\-\u,  y  en  \y-t-\ß,  x  eu  -^x  -f- \y.  Üeveloppez  l'e- 
quation,  rtisu  kante  de  cette  Substitution,  et  joiguez  y, 
si  cela  est  besoin,  l'equation  de  conditiou  F(u,  /?,  /)  =  0, 
a  la  quelle  doiveut  satist*  airc  les  coordonnees  cc,  ß  et  /. 
Vous  aurez  ainsi  l'equation  du  plau  tangent  de  in  and  e. 
Comme  la  m^me  regle  s'applique  aux  fonetions  du  second  degre  a 
deux  variables,  on  nbtiendra  de  ineine  l  equation  d'une  ligue  droite, 
tangente  une  courbe  donnec  en  uu  point  donne. 

Quelques  exemples  eclaircisscront  cet  euonce. 

1.    Soit  l'equation  d'un  cercle  ■        .  miihiujn    »H'j  > 

xz  H-  y%  —  r2 

Les  coordonnees  d'un  point  determine  de.  la  circouferenec  etanl 
x/  =  a  et  y'  =  ß,  on  aura  d'abord  la  condition 

a1      ß2  —  r2.  i« 
pn.s  g=         +£ -?)  =ixt  £  =  iy.  rtlt  a  dirc,  rcla.ive- 

ment  au  point  a,  /?  donne,  ^—  =  2«,    •^■z=2ß.    Aiusi  l'equation 

(2)  deviendra,  apres  avoir  divise  par  2,  et  en  designant,  pour  plus 
de  simplicite  par  x  et  y,  saus  accents,  les  coordonnees  courantes 
de  la  droite  tangente 

(?/  —  ß)ß "H  i>  —  «)«  =  0. 

ou  bien 

ax  +  ßy  —  *n-  +  ß\ 

et  nyant  egard  a  l'equation  de  condition,  on  a  finalement  pour  Te- 
quation  de  la  tangente 

Maintenant,  en  suivant  la  regle  erioncle,  on  doit  remplacer  x*  par 
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et  y%  par  ßy,  et  Ton  aurn,  sana  aueon  caleul  nreliminaire,  V4- 
quatiou  de  la  tangente 

u.v  +  jtt/ =  r* . 


2.    Soit  l'equation  plus  generale  d'uo  cercle 

—  «)*  +  (y  —  ly  =  rV 

Les  equations  (1)  ou  (2)  conduironi,  pour  le  point  de  coutact 
a:'  =  a  et  y*  =  ß,  a  l'equation  de  la  tangeote 

ou,  ce  qut  revient  au  mßne, 

9-ß  —  J-—b      - »)• 

Pour  appliquer  la  regle  e*nonce*e  plus  Laut,  il  faut  developper  pre- 
alablcmeot  l'equation  donnee,  puisque  les  substitutions  dans  les  ter- 
me8  du  secoud  degre*  different  tle  celles  dans  loa  teruws  du  premier 
ordre.    Ainsi  la  proposee  doit  dtre  e*crite-  ainsi 

x%  —  lax  -f-  y*  —  %by\-h%  =  r*. 

Rcmplacaot  x%,  y1  par  aa:,  ßy;  puis  ac  et  y  daos  les  termea  —  2*ja* 
et  —        par  \n  +  \a  et  iy-f-|/?,  on  trouv«  .  „  ,u 

aar  —  Za(\a:+-{a)  -f-         ßy  —  ^Hiy H- 10)  -f  -     =±:  #•• , 

ou 

(a  —  a)x -h  (ß  —  6)y—  aa -h  a*  —  ß6  +  6*  =r*. 

Cette  equation  pourra  6tre  considlree  comrae  l'equation  cherebee 
de  la  tangente.  Mais  pour  la  rendre  identique  avec  l'equation  or- 
dinaire,  il  faut  en  eliminer  r*  au  moyen  de  l'equation  de  condition 

(a-«)»-|- (/?  —  <*)»=#•*.        —  '  • 

Or,  ecrivant  celle  ci  sous  la  forme 

«»_  aa  +  ß*  —  ßb—  fita  +  a*—  ßb  +  lf*szr*. 

et  la  retranebant  de  la  precldente,  on  obtient 

(a  —  a)tc — a*  -f-  aa  +  (ß  —  -f.  ßb 

=  (a  —  ä)x  —  a(a  —     4-        £)y  —  — 

="(«-•)  +  (y-/S)  =  0  ' 

comme  on  Pa  trouve  plus  baut.  . 


3.    Les  equations  de  l'ellipse,  de  Pbyperbole  et  de  la  parabole 

b*x*  -+-        =s  a*62, 

1  y*  z=zpx, 


1 
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4ant  traitces  suivant  la  memo  regle,  donneroot  de  suite  Jes  equation» 
des  tangentes  au  point  o;'  =  «,  y'=/?, 

frax—  a*ßy=a%6*, 

que  Tou  obtient,  par  un  calcul  moins  direet,  .suivant  les  equafion* 
0).  (^)- 

1, 'equation  de  Vhyperbole,  rapportec  nux  asymptotes,  e*tant 


a?y=c%, 


on  aura,  pour  lYquation  de  la  tarigente  au  point  .r'  =  a,  y'  =  ß. 

(l*+la)  Uy  +  tf)  =  r«.- 
(.*-«-«)  (y-f-/?)  =  ^% 
a/9  -f-  ßa:  -+-  ay=  4c* ; 
mais  a?y  =  c-  et  aß  =  c*9  donc  *  ! 

£r-f-fty  =  2r3; 


com  ine  par  l'equation  (1)  ou  (2).  Changeant  cependant,  comme  la 
regle  l'indique,  a?y  eo  ^ay-f- j/fcr,  on  a  de  s«ite  IV* 


l'equation  irouve«. 


- 


4.  Posant  encore  IVquation  generale  des  ligues  du  secoud 
ordre 

.r*  -+-  «^ry  -f-  £y*  -f-  cx «+-  //y  -f-  *  =  0, 
celle  de  la  deoite,  tangente  au  point  ^rr  =  a,  t/zzzß^  sera 
ar  -f-  *(,ay -+-  i/fcr)  ■+-  £«)  -+-  -f  -  \y)  -f-  *  =  0, 


(2a  -4-  «/?  •+■  (2/y/?  -\-aa-\-  d)y-\-ac  -f-  0</-f-  2t?  =  0. 

C'eat  l'e*quation  conpue  de  la  tangente  des  courbes  du  second  de- 
gre.    En  retranebant  IVquation  de  conditio n 

2a»  -+-  2aaß  -f-  Mß*  •+-  2«c     2/W  -f-  2e  =  0, 

on  obtient  facilement  ("  ,|(J 

(2«-H^-f-r)  +        +  (y  —  /J)  =  0, 

a  la  quelle  on  parvient  au  moyen  des  equations  (1)  ou  (2).  ' 


i'  *  Ii« 

5.   Les  equation*  des  surfaces  du  secoud  degre*  eUnt 
h%c% x%  -f- «VV  +  «B***2  =  V, 


.1.. 
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pXi  -\-p>y*  —  pp'ar  —  0. 

celles  des  plana,  tangents  ces  surfaces  au  poiot  /r'  =  a, 
&'z=zy,  seront  » 

ah*c*x  -+-  ß**d*y-\-  ya%6*%  —      V  =  0. 

2py*     2/jßy —        —  /#>'a  =  0, 

les  quelles  ue  different  de  celles,  donnees  par  riquation  (3)ou(4), 
quand  on  limine  les  termes  constants  au  moyen  des  equations  de 
condition. 

L'equation  generale  des  surfaces  du  second  degre 
a.T*  -f-  a'y*  -+-        -+-  2<kry  -f-  2£"y* 

2f.#     2<ty  -f-  2r"*     rf=  O 
etant  traitee  de  la  m£me  maniere,  donne 

ou,  en  dlveloppant, 

-f-  ae  -f-  /fc'  -f-  yc"  -\-d=0, 

com me  on  la  donne  dans  les  traites  de  geomltrie.  analytique,  et  en 
lliminant  d,  au  moyen  de  l'equation  de  conditiou,  on  l'obtient  sous 
l'autre  forme  usitee,  donnle  par  l'equation  (3)  ou  (4). 

* 




11  y  avoit  plusieurs  annees  que  je  m'e'tois  servi  de  la  regle  ex- 
pose'e,  avant  que  je  counoissois  l'oüvrage  de  Mr.  Puissant  „Re~ 
„cueil  de  diverses  propositions  de  GeVmeTYie^  resölnes 
ou  dlmontrees  par  l'analyse  algebrique. 

Dans  le  chapitre  II.  de  la  seconde  section.  et  dans  h» 
chapitre  VI.  de  la  troisieine  sectiou  de  cet  ouvrnge  (e*difi«n 
de  1824)  on  trouve  exnosee  une  Regle  de  Aln^ttonique  |n»ur 
retrouver  de  suite  l'öquntion  d  une  tnngeote  et,du  plan 
tangent.  Cette  regle  revient  au  fand  a  celle,  qoi  est  expliquee 
dans  cette  note,  la  quelle  nlanmoins  pourroit  paroitre  plus  expeVii- 
tive  et  plus  complette.  Quant  a  la  dlmonstratinn,  on  peut  la  faire 
en  suivant  la  marche,  indique*e  par  Mr.  Puissant;  eile  dlrive 
aussi  de  l'application  des  equations  diffcrentielles  (1),  (2),  (3),  (4); 
enfin,  pour  les  fonctions  homogene»  du  second  ordre,  on  pourroit 
se  servir  d'un  thloreme,  mentionne*  dans  le  caleul  differentiel  de 
M.  L'Abbe*  Moigno,  13  Lecon,  art.  04. 

,     -  .. — — ~—     .  — 
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II 

Nute  relative  a  la  coustruc tion  de  la  chainette. 

Jean  Bernoulli,  ä  qui  nous  devous  la  preoiiere  connoissauce 
de  l'equation  et  des  proprietes  principales  de  la  chainette,  donna 
aussi  la  construetion  de  cette  courbe  transcendante  ou  meennique. 
Jacques  Bernouilli,  Leibnitz  et  tluigens  en  ont  donnes  de 
meme.  Les  coustruetions  des  Bern ouil Iis  et  de  Huigens  sont 
moins  simples,  ni  recommandables  pour  Pex^cutioo.  Le  contraire 
est  vrai  a  l'^gard  de  l'ele'gaiite  construetion  de  Leibnitz,  qui 
s'est  servi,  cominc  d'une  courbe  auxiliaire,  de  la  logarithmi- 
que,  ayant  pour  module  lc  parametre  de  la  chainette;  cette 
logarithmique  e"tant  construite,  la  demi  somme  de  deux  ordon- 
nees, e*quidistantes ,  de  part  et  d'autre,  de  Pordonnle  module, 
dounera  deux  ordonnees  de  la  cbainette,  ^quidistantes  de  l'or- 
donnle  parametre  de  cette  courbe.  Pour  faciliter  l'exe*cution, 
on  a  propose%  il  y  a  quelques  annies  *),  l'emploi  de  deux  logarith- 
miques  opposees,  ayant  le  meme  axe  d'abscisses  horizontal,  et  pas- 
sant  par  un  poiot,  dopt  la  distance  a  cet  axe  est  egale  au  para- 
metre donne*  de  la  chainette  a  construire,  c'est  a  dire  passaot  par 
le  sommet  de  cette  cbainette,  ou  ayant  la  m£me  ordonnle  module; 
la  bissection  de  toutes  les  parties  des  ordonnees,  comprises  entre 
ces  deux  logaritlimiques,  dingles  en  sens  contraire,  donnera  autant 
de  points  de  la  chainette. 

La  construetion  de  Leibnitz  est  tire*c  iminldiatement  de 
l'lquation  exponentielle  de  la  cbainette.  11  existe  encore  d'autres 
construetions ,  deViuites  de  l'e'quation  (sous  forme  logarithmique) 
de  cette  courbe;  mais  rien  de  plus  simple  ni  de  plus  Elegant  que  la 
construetion  de  Leibnitz,  modifiee  comme  il  vient  d'etre  explique*. 

Cependant  quand  il  fallait  construire  la  courbe  sur  une  grande 
echelle,  la  construetion  prealable  des  logarithmiques  pourroit  deve- 
nir  embarrassante.  Toutes  les  »chainettes  e"tnnt  des  courbes  sem- 
blables,  on  peut  se  servir,  dans  ce  cas,  d'une  chainette  dejä  con- 
struite sur  une  Schelle  plus  petite.  On  trouve  aussi  dans  plusieurs 
Trait^s  de  Mecanique  pratique  des  tables,  donnant,  pour  un  para- 
metre, £gal  a  1  ou  a  10,  les  valeurs  nume'riques  des  ordonnees 
d'une  chainette j  pour  des  abscisses,  croissantes  en  pro^ression 
arithme'tique.   Au  moyen  d'une  teile  table  on  construit  facilement, 

5ar  ordonnees,  jtoute  chainette,  dont  on  connoit  le  parametre,  ou 
e  la  quelle  sont  donnls  le  sommet  et  les  pieds,  soit  le  sommet  et 
les  deux  points  de  Suspension  ,  qui  se  trouvent  sur  une  meme  hori- 
zontale; puisque  du  rapport  entre  la  distance  de  ces  points  et  la 
hauteur  de  la  courbe,  on  deduit  le  rapport  des  parametres  de  la 
chainette  a  construire  et  de  celle,  pour  la  quelle  la  table  a  e*te* 
calculee;  donc  la  multiplication  des  nombres  de  la  table  par  ce 
rapport,  donnera  les  valeurs  nume'riques  des  coordonnees  de  la 
chainette  demandee. 


")  Originairement  dans  le  Journal  de  Mr.  Crelle,  mais  on  retrouve  l'indi- 
cation  de  cette  construetion  dans  le  Sammlung  von  Aufgaben  und  Lehr- 
sätzen aus  der  analytischen  Geometrie,  von  L.  J.  Magnus,  S.  294, 
Aufgabe  102. 

Thwl  IL  13 
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Si  Pou  vcut  construire  une  chaiuette  par  coordonnees  sans 
faire  usagc  d'une  table  calculee,  on  ponrrait  encore  suivre  uoe 
aulrc  marche.  pas  connue,  a  ce  que  je  sacbe,  trace*e  d'apres  nne 
propriete*  des  equations  expouentielles ,  qui  ont  la  meine  forme  que 
celle  de  la  cbainette ,  et  dont  Papplication  sc  retrouve  dans  piusieurs 
theories  utiles  (par  exemple  dans  la  theorie  de  la  chaleur,  comme 
on  le  peut  voir,  entre  autres,  dans  le  Traite  de  Physique  de 
Mr.  Lam^  Tome  I.,  art.  246  et  suiv,  edition  de  1840). 

Soit  la  fonction  exponentielle 

y  =  aePx  -f-  be~Vx , 

dans  la  quelle  e  designe  la  base  du  Systeme  de  logaritbmes  ne'pe- 
ricns;  «r,  b,  p  des  constantes,  si  Pon  donne  a  la  variable  x  trois 
valeurs  quelconques,  mais  diffirant  de  la  m£me  quanttte*  i  (ar  =  j/, 
.v  =  -f-  *,  sc  =  ac*  -f-  2t) ,  que  Pon  fasse  la  Substitution  de  ces 
valeurs,  les  trois  valeurs  resultantes  de  la  fonction,  c'est  a  dire 
;/,,  y%%  yt,  seront  telles,  que  le  rapport  de  la  somme  des  valeurs 
extremes  et  de  la  valeur  moyenne  sera  une  quantit£  constante,  in- 
d^pendante  des  coefficients  a  et  b,  et  Pon  aura  partout 

yi 

D'apres  cette  propri&e',  si  h  est  le  parametre  d'une  cbainette,  ayant 
ses  pieds  ou  ses  points  de  Suspension  dans  une  mime  horizontale 
AB^  et  si  Pon  prend  pour  Jigne  des  abscisses  une  horizontale, 
tir£e  ä  uoe  distance  COz=/t  dcssous  le  so  mm  et  C  (voyez  Tab.  II. 
Fig.  4.),  Pequation  de  la  cbainette,  rapportee  a  cette  ligne  et  a 
Porigine  0,  sera,  comme  Pon  sait, 


donc  si  Pon  prend  les  abscisses  a  des  distauces  Egales  i,  que  Pon 
mene  les  ordonnles  correspondantes,  on  aura,  pour  trois  ordonnees 
consecutives  yn  ya,  y,,  le  rapport  coostant 

Cela  pose\  puisque  la  position  des  points  A,  /?,  C  est  donoee ,  on 
connoit  la  lougueur  des  perpendiculaires  AD=  BE=ft  CQ=szh> 
et  DO  =  OE=\AB  =  d.  Divisant  OD  et  OE  en  deux  parties 
egales,  et  menant  les  ordonnees  ab,  alb\  la  distance  des  trois  or- 
donnees AD,  ab,  OC,  sera  egale  a  celle  des  ordonnees  ab,  OC, 
atb'\  et  par  l'egalite  des  ordonnees  ab,  a'b\  ou  aura,  suivant  la 
proprio  enoncee 

AD+OC       ak  +  db'   2ab 

ab      —      OC     —  OC' 

Nommant  la  fleche  CF,  ou  la  bauteur  de  la  cbainette,  =<?,  AD 
sera  =  CF-+-  OC=c  +  A,  et  Pegalite*  ex  primae  deviendra 

2k  +  c   2aA 

ab    —  h> 

d'oü 
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y,  =  ab  =  \\/lMtk  +  c)  (I) 

Od  pourroit  coostruire  facilemeut  ces  valeurs  egales  des  ordonuees 
moveuues  ab.  a'b'.  mais  eu  suppnsnnt  les  dimeusious  de  la  courhe 
plus  grandes,  ejue  cela  couvictit  pour  des  coustruetions  geometri- 
ques,  uii  doit  faire  le  calcul  niimerique  de  ces  valeurs.  Ce  calcul 
fern  donc  x*onuoitre  la  longueur  de  deux  ordonuees  moyeunes  ega- 
les y,  =  ab  =  a'b'. 

La  bisaection  de  Oa  et  Oa'  donnera  deux  autres  ordonuees 
inovennes  y3  =  cd '=  c'd pour  les  quelles  oo  aura 

ab     OC  _  2cd 

~ed  ÖL" 

c'ctt  a  dlre 

yt  -+- A  %2 

Vi  n 

et 

y2  =  */=  c'd'  =  il/SKÜ   (2) 

Od  peut  a  present  continuer  cette  marclie,  eo  divisaot  chaque  fois 
la  distauce  eutre  deux  ordonnees  trouvees,  eu  deux  parties  Egales, 
et  inenant  la  ligne  de  l'ordounee  moyenne,  que  1'od  calculera  eu- 
suite;  Diais  il  est  a  remarquer,  que  le  calcul  des  ordonndes  suivan- 
Lea  y,,  //_,  etc.  devieut  plus  facile,  que  celui  des  deux  premieres, 
a  cause  qu'on  oe  devra  plus  faire  a  chaque  fois  Textrac^ioo  de  ra- 
eines.  Car  soit  divisec  la  distauce  aD  ou  a'E  eD  deux  parties 
egales,  et  meuee  la  pcrpendiculaire  cf  ou  c'f,  il  est  clair  que  les 
ordonuees  ef  et  cd  uuront  la  meine  distauce  que  les  ordonuees  OC 
et  ab  ou  cd  et  c'd\  ou  ob  et  AD\  donc 

2cd   cd-j-ef 

ÖL'  —  ~~ab~" 

h  —     y,  ■ 

•  ^=7(2^,-/').  (3) 

On  recomnience  h  präsent  la  Die'me  marche,  en  parlant  de  Tordonoee 
OC  du  somniet;  on  divise  Oc,  Oc'  eo  deux  parties  egales,  et,  eo 
menaot  les  ordonnees  moyenncs  u//.  g'/S,  od  en  calcule  les  Ion 
gueurs,  comme  on  a  calcule.  pour  la  premiere  fois,  la  loogueur  des 
ordonnees  ab,  a'b',  et  pour  la  seconde  fois  cd  et  c'd.  (Je  calcul 
necessitera  l'extraction  d'unc  racine,  ou  le  service  d'une  table  de 
racines,  mais  pour  les  ordoon£es  suivantes,  menees  entre  cd  et  ab, 
eotre  ab  et  ef  etc.  etc.  cette  Operation  ue  devra  pas  fitre  faite; 
seulement  au  commencement  du  calcul  de  chaque  seVie  d'ordonnees 
moyennes,  la  valeur  de  la  premiere  ordonnee  dlpendra  d'une  e*qua- 
tioD  du  second  degre  a  deux  termes.  11  est  aise  de  voir,  que  le 
calcul  d'un  assez  graud  uombre  d'ordonnees  exigera  peu  de  temps, 
et  que,  saus  recourir  a  une  table  calculee,  les  points  de  la  chai- 
nette  serout  obtenus  avec  ud  degre  d'exactitudc,  que  les  construc- 
tioiis  geometriques  ue  sauroient  doDner. 


ce  qui  donoe 
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Le  ccrclc  osculnteur  au  point  le  plus  bau  C  de  la  chaioette  a 
pour  rayon  le  parainetre  h  de  la  Chainettc,  et  ce  cercle  ne  s'e'carte 
pas  sensihlement  de  la  chainettc,  toutes  le  fois  que  la  fleche  CF 
est  moindre  que  la  septieme  partie  de  la  largeur  AB. 

La  pnrubole  osculatrice  au  sommet  ou  au  point  le  plus  bas  Oy 
a  pour  equation  ya=2&r;  son  parametre  est  donc  le  double  du 
parametre  de  la  chainettc;  eile  coiocide  sensiblement  avec  la  chai- 
nettc sur  une  etendue  pour  la  quelle  la  fleche  CF  est  moindre  que 
la  sixicinc  partie  de  la  largueur  AB.  C'est  encorc  cette  inöme  pa- 
rabole  dans  la  quelle  la  chainettc  est  transformle  pour  ainsi  dire, 
quand  ies  forces  verticales,  qui  agissent  sur  les  points  de  la  courbe, 
ne  sont  plus  proportionnelles  aux  ellmens  eis,  mais  aux  ele'mens  da; 
des  abscisses,  s  ddnotant  l'arc  ou  la  longueur  de  la  courbe. 

II  existe  encore  une  parabole,  la  quelle,  touchant  d'abord  la 
chaioette  au  puiut  Cy  puis  s'lcartant  insensiblement  de  cette  courbe, 
la  coupe  ensuite  en  un  point,  par  le  quel  passe  en  m£me  temps 
Tordonnee,  traversante  le  foyer  de  cette  parabole.  Elle  a  un  para- 
metre =  1,862  .  /i,  c'est  ä  dire  moindre  que  celui  de  la  parabole 
»  osculatrice,  mais,  dans  l'exe*cution,  eile  s'aecorderoit  sur  une  plus 
grandc  etendue  avec  la  chainette,  et  ces  deux  courbes  pourroient 
ötre  censdes  coincider  en  tant  que  la  fleche  CF  seroit  moindre  que 
la  quatrieme  partie  de  AB. 

Ces  re*sultats  sont  deduits  d'un  calcul  nume*rique.  Iis  font 
voir,  que  dans  l'application  qu'on  pourroit  faire  de  la  the'orie  de  la 
chainette  a  la  construetion  des  ponts  suspendus,  on  pourroit,  saus 
erreur  sensible,  prendre  la  parabole  pour  la  chainette.  A  la  vente* 
la  courburc  des  chaines  d'un  tel  pont  ne  peüt  etre  celle  d'une 
chainettc,  mais  a  la  rigueur  non  plus  celle  d'une  parabole,  quoi- 
qu'ellc  en  diflere  rres  peu.  . 


XVII. 

Ueber  die  Auflösung  der  Oelischen  Aufgabe. 

Von 

Herrn  Thomas  Clausen 

zu  Altona. 


Die  Concboidc  mit  kreisförmiger  Basis,  obgleich  eine  Curve 
vom  sechsten  und  also  höhern  Grade  als  die  Conchoide  des  Nico- 
medes,  die  uur  vom  vierten  Grade  ist:  lä'sst  sich  zur  Auflösung  de« 
Italischen  Problems  sehr  einfach  anwenden.     Da  sie  sich  eben  so 
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einfach  mechanisch  beschreiben  lassr,  su  schien  es  mir  nicht  unin- 
teressant, die  geometrisch«  Construction  der  Auflösung  der  Aufgabe, 
oder  überhaupt  der  Cuhikwurzel  aus  einer  beliebigen  ganzen  Zahl 
durch  dieselbe  zu  entwickeln. 

Dor  Punkt  B  (Tab.  II.  Fig.  5.)  der  Linie  AD  bewegt  pich  auf 
dem  kreisumfange,  dessen  Mittelpunkt  C  ist,  während  die  IJnic  be- 
-findig  durch  A  geht,  und  der  Punkt  D  auf  derselben,  dessen  Ent- 
fernung von  B  constant  ist,  beschreibt  die  Curve. 

Ks  sei  AC=a,  BC=h%  BDz=3e,  DA  =  r, 
Ii:  (DE  ist  senkrecht  auf  AC)-=x,  L  DAE=(f. 
lo  dem  ebenen  Dreiecke  ABC  ist 

£a=«2-f-2tf(r  —  3e)  cos  g)  +  (r-3f),5 
r*  —  der  -|-  9e2  -+-  2«rr  cos  y>  —  §ac  cos  (p  -f-  a%  —  //*  =  n 
uud  wenn  man  mit  r  multiplicirt  und  r  cos  (f=:v  setzt 

pf  _  $er2  _|_  („7  _  (,i  _|_  Qj£       2„.r)r  —  inrc.v  =  0. 

Fs  sei  diese  Gleichung 

\JV|   f    t     i  T  fr  —  2*)» 
so  wird 

12<?3  =  *a  —  //*  -f  -  9*?*  -+-  2^/a^  tue1  =  tv/c.v  —  8<?» ; 

woraus 

3      3(«3  —  A»)  w  +  8    g»  —  /jb 

*  —     1—//*    »  ^ — 1-»**      2a  * 

Ks  sei  z.  15.  iu  der  Delischen  Aufgabe  ///=!(>:  so  wird  wenn 

in  :*  ii 

a  =  2,  b  =  3  setzt :  e  =  1 ,  .r  =;  2. 
Nach  diesen  Verhältnissen  ist  die  Figur  gezeichnet,  es  ist  nemlicb 

AC=z  2 .  AF.  BD  =  3  .  ./F,  / Vas  ^F,        —  ^Jfes  ^£V'X 

it 

 — —  

|M-      .  • 

XVIII. 

Aufzulösende  geometrische  Aufgabe. 

Mitgethcilt  von 

Herrn  Thomas  Clausen 

zu  Altona. 


Es  ist  (  Tab.  II.  Fig.  0.)  ciu  Kreis,  und  auf  seiner  Peri- 
pherie sind  vier  Punkte  ./,  //.  C3  I)  gegeben,  in  denen 


r 
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er  von  eiueni  übrigens  unbekannten  Kegelschnitte  g-e 
nitten  wird.    Man  soll  den  Winkel  finden,  uuter  dei 


scb 

e 

de 
ve 


ine  der  Hauptuchsen  des  Kegelschnitts  irgend  ein 
er  Linien,  welche  die  Puukte  A,  B,  C,  D  zu  zweie 
erbindeu,  z.  B.  die  Linie  \4B^  schneidet. 


Zwei  allgemeine  Summations  -  Formeln  für  die 
dritte  Potenz  der  Glieder  der  Reihen,  deren 
rctes  Glied  =  +  [1  +  (n  —  1)  .  2^]  ist. 

(Ein  Nachtrag  zu  Nr.  XLI.  in  Th.  I.  Heft  3.) 


Von  dem 

i 

Herrn  Doctor  Hellerung 

zu  Wismar. 


jF.    Die  Formeln  selbst  sind: 

1)  1»+(H-1  .2*)»+(lH-2.2*)'-+-(l-r-3.2*)'-r-..  .  . 

-h[l-M»-l)2*j' 
=  n.         (»  —  l)2*-t]  .  [1  -+-(*  -  1)  .  2'  .  (1      n  .  2*-i)J 

2)  1— (1-f-l  .2*)«-r-(l-h2.2*)»  —  

-h  [1  +  (2/*  -  2)2*p  -  [1  -f-  (2»  -  1) .  2*1 ■ 

=  —  2»  .  [*l  .  2**+i  ~  3  .  *  .  2**  .  (2*-i  -  1)  -  3  .  2*-i  .  (2*  —  1 )  J 

Z.  R.  man  erhält: 
a)  wenn  v  =  0  ist, 

aus  1):  P -f-2s -r-3* -h  -f- *'  =  »  .  i^-)  .  {-^~) 

aus  2):  V  -  2'      3»  —  4»      .  .  .  .  -f-  (2«  -  I)1  -  (2*)'  = 

—  »»(4*H-3) 

ß)  wenn  a;  =  1  ist, 
aus  1):  1*  -h  3J  -4-  5*   (2/*  —  1 )'  =  *  .  (*)  .  (2  .  »*  —  1 ) 
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aus  2):  1«  —  3»  -h  5«  —  7»  -h  -f-  (4«  —  3)'  —  (4»  ~  l)1  = 

—  2»  .  (10  . //' — 3) 

y)  wenn  .z- =  2  ist, 

aus  1):  l»-t-5H-9'-*-  +(4*-3)»==*.(2*_l).<8. aT--4«-3) 

aus  2):  l»_5»  +  9'-  13'  -f-  +  (8  .  *  -  7)»  —  (8  .  »  —  3)*  = 

—  2»  .  (27  .      —  48  .  //—  18) 

<f)  wenn  ^r  =  3  ist, 

aus  1):  l»-4-9'-+-17J-r-  +  (8. «-7)' 

=  »  .  (4*  -  3)  .  (32  .      -  24  .  «  —  7) 

aus  2):  l3-9'4-17J— 25s-|- . . . . +(16  . — 15)' — (16  .  *-7)' 

—  2*  .  (21 "  .  //*  —  9  .  m  .  2*  —  84) 

etc.  -etc. 

Der  Beweis  für  die  Formel  1)  ist  ganz  derselbe,  den  wir 
früher  (in  A.  und  B.)  bei  .r=0  und  :t  =  \  gebrauchten,  nemlicb: 

Oie  Su  in  nie  der  ersten  A  oder  A',  Zahlen  von  der  Form 

1-+-V.2-H  ist  =;V.[H-(.V-1).2]  «der  =A ,  .  [  l-f-(  A',  — 1 ) .  2Jj. 

Setzt  mau  aber  A=    .  [1  -h  (»  —  I)  . 

und  A,  =(//—  1)  .  [I  +     —  2)  .  2'-iJ; 

so  erhält  man  : 

A.[l  +  (A-\)  ^\-At  .  [H-(A1-|).2«j  =  |l-f-(//-l)  2-)', 

und  A  —  A ,  =  1  -h  (//  —  1 )  .  2' 

d.  Ii.  also.  Erstlich: 

Die  Summe  der  \-\-{m — 1).2'  aufeinander  folgenden  Zahlen 
von  der  Form  l-H\2'+l,  von  denen  die  grösste  =  l-h(A — l).2-r+>j 
und  die  kleinste  z=  1       V,  .  2'-»-»,  ist  =  \  l  -f-  (// >  —  I )  .  2'|\ 

Und  Zweitens  muss  nun  auch: 

S\\  +  {m-  1)  .  2'  P  =  1 3  -4-  (I  -f  I    2»p  -h(l  -|-2  .2-»')'  -+-  

1)2-| 

—  A  .  1 1  H-  (A  —  1)2  '] 
sein,  woraus  die  Formel  l)  unmittelbar  folgt. 

Der  Beweis  für  die  Formel  2)  ist  nun  eine  leichte  Folge- 
rung aus  dem  vorstehenden.  Ncmlich: 

Wenu  man  vun  2  .  S\ i  H «- 1 )  •  * die  S\ I  +(u—\) .  2 ']  \ 
nachdem  man  hierin  2./*  statt  /<  gesetzt  hat,  abzieht;  so  erhalt 
man  die  Formel  2). 

G.    1)  Wir  faudeu  (iu  L.  1.)  AV"-»  =  tf  =  yA  ;  R. 

für  f  =  5  war 

Äs»  =  i  .  A"4  .  (2A  —  I  )  .  (8  .  A  J  -  6  .  A  -f-  3), 

dalier  ist  auch,  wenu  man  2/*  statt  u  setzt, 

Ä(2»)»'-i  =  V«(2«  -+•!)  =      ,  =  2(2«p''~»  H  -  ^(2«     1  r^1- 
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Man  hat  aber  stets: 

daher  ist  mich: 

"  2(2*  —         =  yiV,  —  2^-1  .  yN=  (p'n*  (nach  £?.  2.); 
und  auch: 

=        -  2^~i  h-^-i  —  —  (2»)2"-i 

z.  B.  1»  —2»  4-3»  —  —  149  =  — 7J  .  277003903. 

2)  Ks  ist  t 

(an^-ian^  =  +  (2,-1)  <»-l>  .  + .  . 

Daher  mnss  also  auch'  stets  8(ab  -f-  ä)2,/ —  S(an  —  ä)2"  =  <p\  sein. 
Z.  B.  wenn  #  =  4  und  ^  =  1;  so  ist: 

tf(4«  -f-  1)*  —  £(4/#  —  l)3  =  16  .  N 

£(4»-hl)*-£(4«-l)*=2»  .  A\<2«  .  A'-M) 

ÄT(4#»-4-l)«  —  Ar(4»-1)«=2«  .  A.(2'°  .  A*  —  3.2«  .  A-f-3) 

1     =  — 3«-f-58  -7°-4-98  —  

-(4»-l)«  +  (4,/+l)« 

etc.'  etc. 

In  diesen  Gleichungen  wird  man  auf  beiden  Seiten  noch  die 
Einheit  addiren. 

Dies  mag  genügen,  da  liier  dem  angeblichen  Funde  von  Tur- 
ner seine  vollständige  Ausbildung  geworden  zu  sein  scheint. 


Historische  Bemerkungen  über  das  Princip  der 

Differentialrechnung. 

Von  dem 

■ 

Herrn  Doctor  Gerhardt 

Lehrer  am  Gymnasium  zu  Salzwedel. 


Die  Elemente  der  Differentialrechnung  wurden  von  Leibnitz 
gefunden  und  bekannt  gemacht,  als  die  Exhaustionsmethode,  wel- 
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eher  jene,  wie  sich  historisch  nachweisen  lässt,  ihren  Ursprung  zu 
verdanken  hat,  sich  am  weitesten  von  ihrer  ursprünglichen  Strenge 
entfernt  hatte.  Auch  hatte  sie  schon  längst  ihr  gewohutes  Feld, 
die  Geometrie,  verlassen,  indem  man  seit  den  Zeiten  Fermat's  und 
RobervaPs  hei  Quadraturen  die  geometrischen  Grossen  durch  allge- 
meine Zeichen  ausdrückte  und  so  Reihen  fand,  deren  Sumtneu 
auf  irgend  eine  Weise,  ohne  an  das  Princip  der  Exhaustionsmethode 
zu  denken,  bestimmt  wurden.  Solche  Reihen  waren  es  nun  auch, 
durch  deren  Betrachtung  Leibnitz,  wie  er  selbst  wiederholt  gesteht, 
die  Differentialrechnung  fand,  uud  wahrscheinlich  liegt  hierin  der 
Grund,  dass  es  ihm  so  schwer  wurde,  die  Elemente  seiner  neueu 
Rechnung  auf  ihr  ursprüngliches  Princip  zurückzuführen  und  so  zu 
begründen,  als  man  ihm  späterbin  den  Vorwurf  machte,  dass  die 
Differentialrechnung  eines  sicheren  Fundamentes  entbehre.  Allein 
auch  hierzu  hatte  er  selbst  die  Veranlassung  gegeben,  denn  zu- 
erst sprach  er  sich  nirgends  deutlich  über  das  Wesen  der  Diffe- 
rentiale aus  und  sodann,  anstatt  ein  für  alle  Mal  an  einem  Bei- 
spiele zu  zeigen,  wie  am  genügendsten  das  Differential  mittelst  der 
Gränzmethode  aufgefasst  werden  könne,  nahm  er  zu  quantitates  in- 
comparabiliter  parvae  seine  Zuflucht.  Diese  von  Leibnitz  hypothe- 
tisch angenommenen  *)  Grössen  sollten  nur  ein  Hülfsmittel  zum 
Beweise  der  Lehrsätze  seiner  neuen  Rechnung  sein;  man  verstand 
ihn  aber  in  diesem  Punkte  falsch,  nahm  jene  für  wirkliche  Grösseu 
und  stellte  sie  in  Vergleich  mit  den  anderen  bisher  gebrauchten, 
obgleich  sie  von  ihm  späterhin  wiederholt  für  Fictionen  erklärt 
wurden.  So  entstand  die  Lehre  vom  Unendlichen,  und  als  die  un- 
ausbleiblichen Zweifel  über  die  Deutlichkeit  und  Bestimmtheit  die- 
ser Grössen  zur  Sprache  amen  ,  fanden  Leibnitz's  Erinnerungen, 
dass  die  Differentialrechnung  am  siebersten  mittelst  der  Exhaustions- 
methode begründet  werden  könne,  keinen  Anklang. 


haustionsmethode  der  alten  Geometer  ihren  Ursprung  zu  verdanken 
habe,  erhält  noch  mehr  Bestätigung,  wenn  man  die  Frfindung  der 
Fluxionen  aufmerksam  studirt.  Ueberall,  wo  Newton  in  seinen 
Schriften  über  das  Princip  der  Fluxionsrechnung  spricht,  zeigt  sich 
deutlich,  dass  er  auf  dem  von  Keppler  und  Cavaleri  eingeschlage- 
nen Wege  weiter  fortschritt  und  so  zu  jener  Rechnung  gelangte, 
und  man  kann  mit  grosser  Wahrscheinlichkeit  schliessen,  dass, 
wenn  Newton  einmal  ein  selbstständigcs  Werk  über  die  Fluxionen 
verfa8st  hätte,  er  es  sicher  auf  die  in  seinen  berühmten  Principiis 
gebrauchte  Metbode  der  ersten  und  letzten  Verhältnisse  d.  h.  auf 
die  Exhaustionsmethode  gegründet  haben  würde.  Das  Princip  der 
Fluxionen  wurzelt  in  der  Geometrie,  was  am  deutlichsten  aus  den 
ihnen  zu  Grunde  liegenden  Begriffen  von  Zeit  und  Bewegung  er- 
hellt, und  desshalb  vermochte  auch  Maclaurin  um  so  leichter  in 
seiner  Treatise  of  fluxions,  ihr  Prineip  rein  nach  den  Grundsätzen 
der  alten  Geometrie  zu  behandeln.  —   Indessen  blieb  anfangs  die 


tarnen  de  motuum  coelestium  causis  (Leib.  op.  Tom.  III.  p.  213  sq.): 
Assurasi  inter  demonstrandum  quantitates  incomnarabiliter  parvas,  v.  g. 
differentiam  duarum  quantitatum  communium  ipsis  quantitatibus  incom- 
parabilem.    Sir  enim,  ni  fallor,  lucidissime  exponi  possunt.  etc. 
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Fluxionsrechnung,  wiewohl  früher  entdeckt,  als  die  Differential- 
rechnung, laDge  Zeit  ein  ausschliessliches  Eigentbum  Newton's  und 
seiner  Freunde;  aber  auch  späterhin  hat  sie  sich  nie  über  ihr  Va- 
terland hinaus  verbreitet,  während  die  Differentialrechnung  sogleich 
„  ,  allgemeine  Anerkennung  fand  und  begierig  aufgenommen  wurde. 
Hierin  mag  auch  der  Grund  liegen,  wesshalb  Maclaurin's  oben  ge- 
nanntes Werk,  das  ^ewissermassen  Newtons  Principiis  zur  Seite  zu 
setzen  ist,  so  wenig  beachtet  wurde.  Die  Differentialrechnung? 
hatte  eine  zu  glückliche  Bezeichnung  und  bot  in  der  Anwendung* 
so  wenig  Schwierigkeiten  dar,  dass  man  kein  Bedürfoiss  empfand, 
sich  nach  einer  andern  Methode  umzusehen.  Wenn  auch  ihr  Prin- 
cip  schwankend  war,  so  waren  doch  die  damaligen  ausgezeichneten 
Mathematiker  von  ihrer  Richtigkeit  überzeugt,  und  minder  reich 
begabte  wurden  dadurch  zufrieden  gestellt,  dass  die  Resultate,  die 
mittelst  derselben  gewonnen  wurden,  mit  den  auf  andere  Weise 
erhaltenen  vollkommen  übereinstimmten.  Die  unendlicbkleinen 
Grossen  bilden  fortwährend  die  Grundlage  der  Differentialrechnung, 
und  auch  das  erste  Lehrgebäude  der  höhern  Analysis,  die  Analyse 
des  infiniment  petits  des  Marquis  de  l'Hospital,  das  sehr  viel  zur 
Verbreitung  derselben  beitrug,  erklärte  mit  ihrer  Hülfe  die  Diffe- 
rentiale. Jede  Veränderliche  ac  wurde  um  eine  unendlich  kleine 
Grösse  das,  vermehrt,  und  die  Differenz'  zwischen  dem  so  erhaltenen 
und  dem  ursprünglich  gegebenen  Ausdruck  das  Differential  des  ge- 
gebenen genannt. 

Maclaurin's  Beispiel  blieb  jedoch  auf  dem  Festlande  nicht  ohne 
Nachahmung;  in  seine  Fussstapfen  trat  d'Alembert,  der  als  Mit- 
herausgeber der  grossen  französischen  Encyclopädie  bei  Abfassung 
der  mathematischen  Artikel  Gelegenheit  nahm,  über  das  Princip  der 
Differentialrechnung  sich  auszusprechen.  In  dem  Artikel  „differen- 
tiel"  dfingt  er  darauf,  dass  der  Differentialrechnung  der  Begriff 
der  Gränze  zu  Grunde  gelegt  werden  müsse;  „le  calcul  differentiel, 
sagt  er,  ne  consiste  qu'ä  diteriuiner  alglbriquement  la  limite  d'ati 
rapport  de  laquelle  on  a  deja  l'expression  en  lignes  et  a  Igaler  ces 
deux  limites,  ce  qui  fait  trouver  une  des  lignes  que  Ton  cberche."  — 
„Qu'est-ce  en  effet,  fährt  er  fort,  que  trouver  un  maximum  ou  un 
minimum?  C'est,  dit-on,  faire  la  difference  de  dy  e~gale  a  zero  ou 
Tinfini;  mais  pour  parier  plus  exactement,  c'est  chercher  la  quautite 

qui  exprime  la  limite  du  rapport  de  dy  fini  a  das  fini  et  faire 

ensuite  cette  quantite  nulle  ou  infinie.  Voilä  tout  le  mystere  expli- 
que\  Ce  n'est  point  dy  qu'on  fait  =  a  Fintini :  cela  serait  absurde 
car  dy  e^ait  prise  pour  inßniment  petite,  ne  peut  ötre  infinie,  c'est 

c'est- a-dire  qu'on  cherche  la  valeur  de  x  qui  rend  iufinie  la 

limite  du  rapport  de  dy  fini  a  da:  fini.** 

Ohngeacbtet  dieser  Vorgänge  entbehrte  doch  noch  das  um  diese 
Zeit,  im  Jahr,  1755^  abgefcsste  Lehrgebäude  der  Differentialrech- 
nung unsers  unsterblichen  Euler  die  feste  Begründung  durch  die 
Gränzmethode,  aber  er  setzte,  in  der  Oeberzeugung,  dass  vor  allen 
Dingen  die  so  vagen  unendlich  kleinen  Grössen  aus  der  Differential- 
rechnung entfernt  werden  müssten,  mittelst  eines  kühnen  Gewalt- 
streichs dieselben  =0  und  legte  diesen  Nullen  einen  intensiveu 
Werth  bei.  'Nach  seiner  Meinung  müsse  man  auf  ihre  Entstehung 
Rucksicht  nehmen,  dann  dürften  sie  auch,  je  nachdem  sie  aus  einer 
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grösseren  oder  kleineren  Grösse  entstanden  wären,  einen  verschie- 
denen Werth  unter  einander  haben,  obgleich  sie  durch  dasselbe 
Zeichen  dargestellt  würden.  Diese  Annahme  veranlasste  aber  bei 
der  Bestimmung  der  Differentiale  vielfache  Schwierigkeiten,  zumal 
da  Euler  durch  die  Differenzenrechnung  und  mittelst  der  Kntwicke- 
lung  der  Functionen  in  Reihen  dahin  gelangen  wollte,  und  in  der 
That  ist  die  Dunkelheit  und  Unverständlichkeit,  die  in  den  ersten 
Capiteln  der  Bulerschen  Differentialrechnung  herrscht,  eine  merk- 
würdige Erscheinung  für  jeden,  der  mit  der  äusserst  lichtvollen 
Darstellung  Kuler's  vertraut  ist  •). 

Kuler's  Bemühungen ,  das  Priocip  der  Differentialrechnung  fest 
zu  begründen,  befriedigten  keineswegs  die  allgemeine  Erwartung; 
ja  die  Verwirrung  in  dieser  Hinsicht  wurde  immer  noch  grösser. 
Man  meinte  sogar,  dass  die  Differentialrechnung  bisher  noch  nicht 
von  der  rechten  Seite  aufgefusst  worden  sei,  und  glaubte  nament- 
lich in  der  so  sehr  erweiterten  und  in  allen  Theilen  der  Mathema- 
tik mit  Nutzen  gebrauchten  Lehre  von  den  Reihen  ein  Mittel  zu 
einer  bessern  Bestimmung  und  Erklärung  des  Differentials  gefun- 
den zu  haben.  Was  überhaupt  seit  dieser  Zeit  zur  Feststellung  des 
Priucips  der  Differentialrechnung  geschab,  lässt  sich  unter  zwei 
allgemeine  Gesichtspunkte  bringen:  entweder  behielt  man  den  Be- 
griff und  das  Zeichen  eines  Differentials  bei,  und  bestimmte  den 
Begriff  so,  dass  die  Widersprüche,  auf  welche  er  zu  führen  schien, 
beseitigt  wurden;  oder  man  verwarf  alles  bisher  Angenommene 
und  suchte  auf  anderem  Wege  zu  dem  zu  gelangen,  was  mittelst 
der  bisherigen  Methode  gefunden  war.  Zu  dem  ersten  Fall  gehört 
die  sogenannte  Gränzmetbode ,  von  der  weiter  unten  ausführlicher 
die  Rede  sein  soll;  zu  dem  zweiten  alle  die  Weisen,  in  welchen 
mit  Hülfe  des  Taylorschen  Lehrsatzes  das  Differential  einer  Func- 
tion gefunden  wird.  Unter  diesen  letzteren  nimmt  Lngrange's 
Functioneotheorie,  die  im  Jahr  1797  zu  Paris  erschien,  den  ersten 
Platz  ein. 

Wegen  des  grossen  Beifalls,  mit  dem  sie  aufgenommen  wurde 
und  zum  Theil  noch  jetzt  aufgenommen  wird,  wollen  wir  sie  hier  » 
eioer  näheren  Betrachtung  unterwerfen.  Schon  in  dem  vollständi- 
gen Titel:  Theorie  des  fonetions  aunlytiques,  contenant  les  prin- 
eipes  du  caloul  diffeVenticl ,  ddgages  de  toute  considlration  d'inlini- 
rnent  petits  ou  d'evanouissans ,  de  limites  ou  de  fluxions,  et  rednits 
a  l'analyse  alg£lirique  des  quantit£s  finies,  sind  die  ganze  Tendenz 
des  Werkes  und  zugleich  die  Gesichtspunkte  angegeben,  aus  wel- 
chen man  dasselbe  zu  betrachten  bat.  Lagrange  will  nicht  allein 
eine  neue  Theorie  aufstellen  zur  Begründung  des  Priucips  der 
Differentialrechnung,  sondern  auch  niedere  uud  höhere  Aualysis,  die 
bisher  völlig  gesondert  waren,  mit  einander  verbinden.  —  Nachdem 


*)  Eine  Folge  von  Euler's  Theorie  war  die  sogenannte  Nullenrechnutig, 
in  welcher  man  die  Differentiale  als  leere,  an  sich  bedeutungslose 
Zeichen  betrachtete,  mit  denen  man  aber  nach  gewissen  sinnreich  er- 
dachten Gesetzen  eine  richtige  Rechnung  fuhren  könne.  Man  sah  den 
Algorithmus  der  Differentialrechnung  nicht  als  ein  noth wendiges  Er* 
zeugniss  der  Vernunft  an,  sondern  nannte  ihn  eine  heuristische  Fiction. 
Vergl.  Joh.  Schul«  Eutwickeluug  einiger  mathematischen  Theorien,  Kö- 
nigsberg 1803  ;  und  Fischer  über  den  eigentlichen  Sinn  der  höhern  Ana- 
lysis,  Berlin  180$. 
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er  nun  zuerst  die  bisherigen  Methoden  zur  Begründung  des  Prin- 
cips  der  Differentialrechnung  einer  Kritik  unterworfen  und  keine' 
genügend  befunden,  beginnt  er  mit  der  Prüfung  des  Fundamental- 
theorems,  duss  nämlich  jede  Function  /'(./-),  falls  ihre  veränderliche 
oc  um  die  Grösse  i  (i  etant  une  quantite  quelconque  iudeterininee) 
vermehrt  wird,  sich  in  eine  Reihe  von  der  Form  f[x)  -4-//#  -f-  qi2 
-f-ri'  -h  .  .  .  .  entwickeln  lasse,  wo  die  Coeflicienten  py  p>  r  .  .  . 
neue  aus  der  ursprünglich  gegebenen  Function  abgeleitete 
Functionen  von  ac  bezeichnen,  und  sucht  a  priori  zu  beweisen, 
dass  nur  ganze  positive  Exponenten  von  i  vorkommen  können. 
Dass  dieser  Beweis  aber  nur  ein  schwuches,  unzulängliches  Räson- 
neinent  —  so  wird  er  auch  weiterhin  von  Lagrange  selbst  bezeich- 
net —  ist  und  durchaus  nicht  dem  Beweise  eines  Satzes  gleicht, 
der  einer  so  allgemeinen  Theorie  als  Grundlage  dienen  soll,  be- 
greift jeder  sogleich  beim  ersten  Lesen  °).    Im  Folgenden  werden 
nun  die  Coeflicienten  p,  q,  r  .  .  .  der  einzelnen  Glieder  der  Reibe 
bestimmt,  und  zugleich  dargethan,  dass  wie  p  aus  /(a;),  ebenso  q 
aus  p,  r  aus  q,  xl.  s.  w.  hergeleitet  wird.    Wiewohl  so  nach  La- 
grange's  Meinung  mit  einem  Blicke  zu  übersehen  ist,  wie  die  ein- 
zelnen Glieder  der  Reihe  von  einander  abhängen,  und  dariu  ein 
Hauptvorzug  der  Functionentheorie  vor  der  Differentialrechnung  be- 
steben soll,  so  ist  doch  die  Bildung  derselben  in  allen  Fällen  nicht 
so  leicht,  wie  es  zu  sein  scheint,  namentlich  bei  irrationalen  Func- 
tionen.   Ks  ist  bekannt,  dass  die  Coefficienten  p,  q,  r ...  der  erste, 
zweite,  dritte,  ....  Differentialcoefficient  der  gegebenen  Function 
sind;  wäre  also  in  jedem  Falle  die  Kntwickelung  einer  Function 
in  eine  solche  Reihe  möglich ,  so  würden  alle  Schwierigkeiten  be- 
seitigt sein.    Dem  ist  aber  nicht  so.    Schon  Euler  hatte  im  14.  Ca- 
pitel  des  2.  Buchs  seiner  Differentialrechnung  gezeigt,  dass  die  Dif- 
ferentiale in  speciellen  Fällen  durch  Reihenentwickelung  nicht  ge- 
funden werden  können  und  dann  unmittelbar  ihrer  eignen  Natur 
gemäss  (ex  ipsa  differentialium  natura)  hergeleitet  werden  müssen. 
,,Haec  metbodus,  fügt  er  hinzu,  ex  ipsa  differentialium  natura  de- 
dueta  nulluni  dubium  reliquit."     Auch  Lagrange  wies  in  seiner 
Functionentheorie  auf  diese  speciellen  Fälle  zurück,  in  welchen  die 
ersten  Glieder  der  Reihe  verschwinden  oder  unendlich  werden  und 
so  die  Bestimmung  der  Coefßcienten  unmöglich  machen,  und  er 
hilft  sich,  wie  Euler,  durch  unmittelbare  Herleitung  aus  der  Func- 
tion.   Hier  giebt  er  also  zu,  dass  obiges  Fundamentaltheorem  nicht 
 ■ 

°)  Da  er  mit  Hülfe  allgemeiner  algebraischer  Schlüsse  geführt  wird,  so 
gilt  von  ihm,  was  Cauchy  in  der  Vorrede  zu:  Cours  d'analyse  algebri- 

,  que,  von  dieser  Beweisart  sagt:  Quant  aux  methodes,  j'ai  cherche  ;i 
leur  donner  toute  la  rigueur  qu'on  exige  en  geometrie,  de  raaniere  a 
nc  jamais  recourir  aux  raisons  tirees  de  la  generaltte  de  I'algebre.  Les 
raisons  de  cette  espece,  quoique  assez  cominunement  admises,  sur-tout 
dans  le  passage  des  series  convergentes  aux  series  divergentes,  et  des 
quantites  reelles  aux  expressions  imaginaires  ne  peuvent  etre  conside- 
rees,  ec  ine  scmble,  que  coinme  des  induetions  propres  a  faire  nressentir 
quelquefois  la  veritc,  mais  qui  s'aecordent  peu  avec  l'exactitude  si  van- 
tee  des  sciences  mathcinatiaues.  On  doit  meine  observer  qu'elles  ren- 
dent  a  faire  attribuer  aux.  ionnules  algebriques  une  etendue  indefinie, 
tandisque,  dans  la  realite,  la  plupart  de  ces  formules  subsislent  unique- 
ment  BOUS  certaines  conditions,  et  pour  certaines  valeurs  des  quantites 
qu'elles  renferment. 
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in  alten  Fällen  zur  Bestimmung  des  Differentials  ausreicht,  und 
tiesslial l>  durfte  es  auch  nicht  an  die  Spitze  einer  weit  allgemeineren 
Kehre,  als  die  Diffentialrechnung  ist,  gestellt  werden. 

Demnach  ist  im  Grunde  mit  Lagrauge's  Functionentheoric  nichts 
gewonnen;  andere  Schwierigkeiten  hei  Seite  gesetzt,  entbehrt  das 
zu  Grunde  gelegte  Princip  einer  durchgreifenden  Allgemeinheit. 
Dasselbe  gilt  nuu  auch  von  allen  übrigen  Methuden,  von  dem  De- 
rivationscnkul  Arbogast'*,  von  der  Kxpunentialrechnung  Pnsquich's 
u.  8.  w.  welche  die  Differentialrechnung  vertreten  sollen  und  in  de* 
neu  mittelst  des  Tnylorschen  Satzes  das  Differential  einer  Function 
erkalten  wird. 

Während  dieser  mannigfachen  Versuche,  das  IVincip  der  Diffe- 
rentialrechnung fest  zu  begründen,  hatte  die  Akademie  der  Wissen- 
schaften zu  Berlin  für  das  Jahr  1780  eine  sichere,  streng  wissen- 
»ehaftliche  Theorie  des  sogenannten  mathematisch  Unendlichen 
zum  Gegenstand  einer  Preisaufgabe  gemacht.  L'Hui  1  ier  aus  Genf 
s;ewann  den  Preis  durch  seine  Exposition  elementairc  des  prineipes 
des  cnlculs  suspeYieurs,  in  welcher  er  zu  beweiseo  suchte,  dass  das 
unter  den  IVamen  der  Fxhaustionsuiethode  bekannte  Verfahren  der 
(rriechiseben  Geometer  gehörig  erweitert  zu  einer  Feststellung  der 
Principien  der  höhern  Analysis  hinreiche.  Im  Jahre  1795  erschien 
von  demselben  Verfasser  zur  Vervollständigung  jenes  Entwurfes 
ein  anderes  Werk  unter  dein  Titel:  Principiorum  calculi  differen- 
tialis  et  integralis  expositio  elementaris,  das  aber  über  das  Princip 
mchts  wesentlich  Neues  beibringt.  L'Huilier  hat  in  beiden  Schrit- 
ten, seinem  Vorsatze  getreu,  eine  Zusammenstelluug  der  Theoreme 
tregeben,  die  das  Fundament  der  Exhuustionsmethode  bilden;  je- 
doch entbehrt  dieselbe  eines  durchgreifenden  Zusammenhanges,  da 
die  an  die  Spitze  gestellte  Definition  der  Gränze  nicht  hiulänglich 
allgemein  gefasst  ist.  Auch  bedient  er  sich  bei  dem  Nachweise, 
dass  die  Gränze  eines  Verhältnisses  mit  dem  Differentialverhältnisse 
identisch  ist,  der  Entwickelung  der  Functionen  in  Reihen  mittelst 
des  Taylorschen  Lehrsatzes,  was  zu  tadeln  ist.  Von  diesen  Aus- 
stellungen jedoch  abgesehen  verdienten  beide  Schriften  alle  Auf« 
merksamkeit,  weil  nicht  allein  das  Princip  der  Differentialrechnung, 
sondern  auch  die  darauf  gegründeten  Theorien  immer  auf  den  Be- 
triff der  Gränze  zurückgeführt  werden,  und  die  bisher  so  vielfach 
geliandhabten  Ideen  über  das  Unendliche  und  Unendlichkleine  ge- 
rechte Würdigung  finden.  ' 

Dieser  Versuch  L'Huilier's  jedoch,  die  Differentialrechnung  mit- 
telst des  Begriffs  der  Gränze  streng  wissenschaftlich  zu  hegrunden, 
blieb  im  Allgemeinen  ohne  gehörige  Anerkennung,  da  Lagrange's 
Functionen  lehre,  besonders  von  französischen  Mathematikern  sehr 
bereitwillig  aufgenommen  wurde.  Zwar  bediente  man  sich  nicht 
durchgängig  ihrer  Bezeichnung,  aber  man  huldigte  vollkommen  den 
aufgestellten  Principien  und  stimmte  willfährig  Lagrange's  Urtheil 
über  die  Theorie  der  Gränzen  bei:  sie  sei  zu  schwierig  und  zu 
dunkel,  als  dass  sie  einer  Wissenschaft,  wie  die  höhere  Analysis, 
deren  Fundament  auf  die  einfachsten  und  klarsten  Principien  ge- 
baut werden  müsse,  als  Grundlage  dieuen  könne;  man  hütete  sich 
aber  Wobl  an  ihrer  Richtigkeit  zu  zweifeln.  Da  nun  um  dieselbe 
Zeit  eine  durchgreifend  neue  Behandlungsweise  der  Mathematik 
hei  nahe  in  allen  ihren  Theileo  von  Frankreich  aus  sich  verbreitete, 
»o  darf  man  sich  nicht  wundern,  dass  zugleich  auch  die  Lehren 


Digitized  by  Google 


206 


Lagrange's  über  das  Princip  der  Differentialrechnung  ein  grosses 
Ansehen  gewannen  und  beinahe  alle  auderc  Ansichten  verdrängten. 
Das  Gebiet  der  mathematischen  Wissenschaften  wurde  in  wenigen 
Jahrzehnten,  namentlich  durch  Anwendung  der  Theorie  auf  Astro- 
nomie und  Mechanik  so  sehr  erweitert  und  nebenbei  mit  den  ele- 
gantesten analytischen  Entdeckungen  so  glänzend  bereichert,  dass 
sich  diese  Zeit  nur  mit  jener  vergleichen  lässt,  welche  auf  die 
Entdeckung  der  höhern  Aualysis  folgte;  und  wie  damals,  beküm- 
merte man  sich  auch  jetzt  weniger  um  die  Principien,  vielmehr  war 
man  eifrigst  beschäftigt,  die  schwierigsten  Untersuchungen,  wenn 
auch  nur  einen  kleinen  Schritt,  weiter  zu  fordern.  Nachdem  sich 
jedoch  dieses  Drängen  etwas  beschwichtigt  hatte,  kehrte  man  zu  einer 
ruhigen  Prüfung  der  gewonnenen  Resultate  zurück,  und  wiederum 
war  es  ein  französischer  Mathematiker,  der  Bahn  brach.  Cauchy. 
Professor  an  der  polytechnischen  Schule  in  Paris,  stellte  zuerst  in 
dem  Cours  d'analyse  algebrique,  Paris  1821,  eine  umfassende  Theo- 
rie über  die  Kennzeicheu  der  Convergenz  und  Divergenz  der 
Reihen  auf,  nachdem  Lagrange  durch  die  Bestimmung  des  Fehlers 
bei  der  Taylorschen  Reihe,  wenn  dieselbe  hei  einem  bestimmten 
Gliede  abgebrochen  wird,  den  Ton  hierzu  schon  früher  angestimmt 
hatte.  Mit  derselben  Schärfe  und  Gründlichkeit  entwickelte  darauf 
Cauchy  das  Princip  der  Differentialrechnung  in  seinem  R£sume*  des 
lecons  sur  le  calcul  infinitesimal,  Paris  1823,  welches  Werk  im 
Jahre  1829  unter  dem  Titel :-  Lee.ons  sur  le  calcul  diffexentiel,  in 
einer  neuen  Auflage  erschien.  „Mon  bnt  principal,  sagt  der  Ver- 
fasser in  der  Vorrede  zu  letzterer  Schrift,  a  ete  de  concilier  la  ri- 
gueur,  dont  je  m'etais  fait  une  loi  dans  mon  Cours  d'aualyse,  avec 
la  simplicite  que  produit  Ia  consideration  directe  des  quantitls  infi- 
niment  petites.  Pour  cette  raison,  j'ai  cru  devoir  re jeter  les  deve- 
loppements  des  fonetions  en  series  iniinies,  toutes  les  fois  que  les 
series  obtenues  ne  sont  pas  convergentes.  II  en  resulte,  par  exem- 
ple,  que  la  formule  de  Taylor  ne  peut  plus  etre  admise  comme  ge- 
nerale, qu'autant  qu'elle  est  reduite  a  un  nombre  fiui  de  termes,  et 
eonpletee.  par  un  reste." 

Mit  Recht  hat  nach  diesen  Vorgängen  der  neuesten  Zeit  der 
grösste  Theil  der  Mathematiker  den  Versuchen,  das  Princip  der 
Differentialrechnung  durch  den  Begriff  der  Gränze  fest  und  sicher 
zu  begründen,  seinen  Beifall  nicht  versagt,  denn  nicht  allein  er- 
giebt  es  die  geschichtliche  Forschung,  dass  sich  allmählig  aus  der 
Exhaustionsmethode  der  Geometer  des  Alterthums  die  Differential- 
rechnung herangebildet  hat ,  und  dass  dieselbe  nach  dem  Sinne  ihrer 
Erfinder  am  sichersten  auf  die  Lehre  von  der  Gränze  basirt  wird, 
sondern  die  Gränzmethode  bat  auch ,  wie  kein  anderes  Verfahren, 
allen  streng  wissenschaftlichen  Anforderungen  genügt  und  allen 
Angriffen  Trotz  geboten;  nur  der  einzige  Vorwurf  ist  ihr  gemacht 
worden,  als  sei  sie  für  Anfänger  zu  dunkel  und  zu  schwierig,  nm 
als  Fundament  der  höhern  Analysis  zu  dienen,  das  nicht  genug  auf 
das  lichtvollste  und  klarste  dargestellt  werden  könne. 
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XXI. 

Uebungsaufgaben  für  Schüler. 


(Schhiss.) 
12. 


Die  Oscillationsgescbwindigkcil  v  eines  geradlinig  bewegten 
Aethertheilrhens  und  sein  Abstand  vom  Ruhcpunkt  lässt  sieh  unter 
der  Voraussetzung,  das»  die  auf  das  Tbeilcben  wirkende  Kraft  der 
Elastizität  der  Entfernung  vom  Ruhepunkte  proportional  sei,  durch 
einfache  Hülfsmittel  finden. 

Ist  iu  der  Entfernung  1  die  Kraft  der  Elastizität  =  E,  die 
Entfernung  vom  Rubepunkte  =  a\  die  grösstc  Ausweichung  vom 
Rubepunkte,  um  welche  das  Theilchen  beim  Anfange  der  Bewe- 
hrung* entfernt  ist,  a  —  .v=Xi  und  wird  X  in  »  gleiche 
Theile  getheilt,  so  ist  die  Kraft  /*,  welche  das  Aethertheilchen  an 

X  X 
der  Stelle  (a  —  m~z)  anregt,  =  E .  (a — m — ).    Wird  nun  enge- 


X 

n»mmen ,  dass  in  jedem  Räume  —  eine  gleichförmig  beschleunigte 

X 

Bewegung  stattfinde,  die  erst  im  nächsten  Räume  —  dem  Abstände 

vom  Ruhepunkte  proportional  sich  ändert,  aber  in  einem  solchen 
Räume  constant  bleibt,  so  ist 

X  X 

Legt  man  jetzt  m  alle  Wertbe  von  m  =  1  bis  m  =  n  bei  und  nd- 
dirt  die  erhaltenen  (Gleichungen,  so  bleibt 

vm.vH  =  %E\nn  -  %*^>\±  =  E.[U-(\+±)X]  X. 

Soll  die  Bewegung  eine  continuirliche  werden,  und  bezeichnet 
v  die  Geschwindigkeit,  so  wird 

=  E^a  -  X).  X  =  E .  (a  +  a  —  X)X  =  E(a  +  *)  {a  —  ar). 

Setzt  man  nun  x=a  cos  &,  so  erhält  man  v=\/E%a  sin  # 
u.  s.  w.  °) 


•)  S.  Bohnenbergcr's  Astronomie  S.  403. 
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Zwischen  zwölf  beliebigen  (»rossen,  die  wir  im  Allgemeinen 
durch  «,  b\  b",  //";  c,  r',  c",  c'"  bezeichnen  wollen, 

findet  immer  die  folgende  Relation  Statt: 

(al/  —  a'b)  (a»W  -  a"'b») 
+  (M  —  l/c)  (b"c"' —  b"'c") 
-f-  (ca'  —  c'ä)  (c"a'n  —  c'"a") 

=  ( aa"  +  bb"  -f-  («V"  -f-  b'b'"  -+-  ' 
—  (a'a"  -f-       H-  c'c")  (*«"'  -H  /M'"  -j-  ^'"). 

Für  a  =  a"y  b  —       c  =  c"  und  «'  =  «"',  b'  =  b"\  c'  =  c"' 
geht  diese  Relation  in  folgende  über: 

(ab'  —  a'b)2  -f-  (bc'  —  b'c)-  -f-  {ca'  —  c'a)2 
=  («2  -+-  b2      c2)  (a'2  -f-  //*  -f-  er" )  —  {aa'  -+-  ^'  +  cc')». 

Man  soll  die  Richtigkeit  der  obigeu  allgemeinen  Relation  zwi- 
schen zwölf  Grössen  beweisen. 


Aufgaben  und  Lehrsätze.  Von  Herrn  Professor  Dr.  Oett In- 
ger zu  Freiburg  i.  B. 

1)  Ein  Dreieck  zu  bilden,  wenn  ein  Winkel,  die  Linie,  welche 
eine  der  ihm  anliegenden  Seiten ,  und  die  welche  die  gegenüber- 
stehende Seite  in  zwei  gleiche  Theile  theilt,  gegeben  ist. 

2)  Ein  Dreieck  zu  bilden  wenn  ein  Wiukel  und  die  Linien, 
welche  die  beiden  anliegenden  Seiten  in  zwei  gleiche  Theile  tliei- 
leri,  gegeben  sind. 

o)  Ein  Dreieck  zu  bilden,  wenn  ein  Winkel,  die  gegenüber- 
liegende Seite  und  die  Linie,  welche  eine  der  anliegenden  Seiten 
in  zwei  gleiche  Theile  theilt,  gegeben  ist. 

4)  Ein  Dreieck  zu  bilden ,  wenn  die  Linien,  welche  die  drei 
Dreiecksseiten  in  zwei  gleiche  Theile  theilen,  gegeben  sind. 

Nennt  man  die  Höhen,  weiche  den  drei  Dreiecksseiten  (#,, 
#,)  zugehören,  der  Reihe  nach  //,,  A9>  hty  die  Linien,  welche 
die  drei  Seiten  in  zwei  gleiche  Theile  theilen,  der  Reihe  nach 

tt,  so  gelten  folgende  zwei  Lehrsätze  für  die  Ableitung  der 
Höhen  und  Halbirungslinien  von  einander, 

*w  _l/[(t}  +  t2-i-ti)ttl+t2-tt)(lt-e7-i-ta)(-l1-ht2-i-t,)) 

—  [/(2tl2^-2ti2-t^) 

,  _\^t(<,-*-^^-U(^,-f-<»-<,)^,-^H-/,)(--^,-f-^-H^)l 
s  ~~  V(2f ,  *  -H  2t2  3  —  lt  2) 
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^      1  ,     .     .     %  yXl  1  1  1  v  1  1  1   v  1  1  1    w         1  1  1  „ 

AlÄ,A,v/[(rH-XH-r)(-r-t-7 — — F"+"rKTH-r-h/T)1 

Diese  Sätze  reihen  sich  an  die  schon  bekannten,  welche  für 
die  Ableitung  der  Höhen  und  Seiten  von  einander  gelten,  an. 


Aufgaben  von  dem  Herrn  Professor  Dr.  G.  J.  Yerdam  zu  Leiden. 

1.  Tous  les  triangles  spheViqucs,  ayant  m^me  base  et  mchne 
aire,  ont  leurs  sommets  dans  la  circonfe'rence  d'un  petit  cercle, 
passant  par  les  deux  poiuts,  oppones  aux  extre'mite's  de  la  base. 
Ed  outre,  le  petit  cercle,  passaut  par  les  extr£mites  de  la  base,  et 
ayant  son  centre,  dium&ruleinent  oppose*  au  eeotre  du  premier  pe- 
tit cercle,  jouit  de  la  meine  propriete. 

Cette  proposition  n'est  pas  nouvelle;  on  la  trouve  dans  quelques 
Traites  de  Trigouomötrie  sphdrique  et  de  (ie*ometrie  analytique. 
.Mais  pour  trouver  le  centre  du  premier  petit  cercle,  on  a  cette 
< Instruction.  Menez  un  arc  de  grand  cercle,  perpendiculaireinent 
par  le  milieu  de  la  base.  Le  tnangle  e*tant,  en  gene>nl,  scalene, 
cet  arc  coupera  un  des  cote*s,  udjacents  ä  la  base,  et  sera  coupe 
par  le  prolongemeut  de  l'uutre.  Du  milieu  de  cet  autre  cote,  de"- 
crivez,  avec  un  rayon,  soustendant  le  quart  d'un  grand  cercle,  un 
arc  coupant  le  prolongemeut  de  l'arc  perpendiculaire.  Le  point 
d'intersection  sera  le  centre  cherche*. 

2.  Tous  les  triangles  spberiques,  ayant  nieme  base  et  m£me 
perimetre,  ont  leurs  sommets  dans  la  circonfe*rence  d'un  cercle, 
dont  le  centre  se  trouve  au  milieu  de  la  base.  Si  la  somme  des 
deux  cöte*B  est  Igale  a  deux  angles  droits,  ou  plutöt  egale  a  une 
demi  circonference,  le  lieu  des  sommets  sera  Ividemment  un  grand 
cercle  de  la  sphere. 

3.  Quand  on  joint  les  milieux  des  cöte's  o ppo s<5s  d'un  te*- 
traedre  regulier  ou  ii  regulier ,  les  troiB  droites,  ainsi  inences,  sc 
couperont  en  un  meine  point,  qui  sera  |le  centre  de  gravite*  du  te- 
traedre.  Si  le  tetraedre  est  regulier,  les  dites  droites  se  coupe- 
ront perpendiculairement  au  centre  de  la  sphere  circonscrile; 
raais  cette  deruiere  proprie*te  a  e*galeinent  lieu  pour  le  tetraedre 
demi -regulier,  dont  les  plans  sont  des  triangles  egaux  et  semblo- 
bles,  quoique  nun  equilateruux  ou  rlguliers. 

4.  Un  quadrilatere  plan,  dans  lequel  on  a  niene*  les  deux  <ün* 
pönales,  pouvant  etre  considere*  comme  la  projection  d?uu  <n«'»<'n- 
fatere  gauebe,  ou  d'un  t&ruedre  soit  nvramide  tnan^n •  °" 

TbeilU.  1'J 
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aura  aussi  cette 
„des  cdt£g  o 
„couperont  cn  un  meme  point 


:e  proprio  „que  les  droites,  passant  par  les  milieux 
pposls  et  des  denx  diagonales  d'un  trapezoide,  sc 
un  meme  point."  On  le  demontre  imm£diatement 
en  pärtant  du  theWeme  connu  „que  les  droites,  qui  joignent 
,,lcs  cdt£s  adjacents  d'un  trapezoide,  forment  un  pa- 
„  rall  ein  gram  mc."  De  la  on  pourroit  aussi  remonter  a  la  d6- 
monstration  de  In  proposition  prlcldente. 


XXII. 

M  i  s  c  e  1 1  e  n. 


Auszug  aus  einem  Briefe  des  Herrn  Professors  Dr.  G.  J.  Verdam 

an  der  Universität  zu  Leiden. 

Leide  ce  23.  Junvier  1842. 

Des  que  votre  Journal  estimä,  Archiv  für  Mathematik  und 
Physik,  paroissoit,  je  me  proposois  de  vous  offrir,  de  temps  en 
teuips,  quelques  notices  inathematiques.  Mes  nombreuses  occupations 
ont  toujours  empeche  de  satisfaire  a  ce  voeu«  et  ueutätre  j'aurois 
encore  dift'ere  de  vous  adresser  cette  lettre,  si  la  lecture  de  votre 
Journal  n'avoit  pas  fixe  mon  attention  sur  un  point,  lequel  me 
sembloit  hors  de  doute  dans  PHistoire  des  Mathlmatiques,  et  qui 
regarde  l'honneur  de  priorite  d'un  celebre  Muthewaticien  Hollandais 
du  17.  Siecle.    J'ai  en  vue  le  probletne  connu  de  trigonom&rie, 

rour  trouver  la  position  d'un  point,  du  quel  on  observe 
es  an  gl  es  entre  trois  objets  £loigne*B,  dont  les  d  ist  an- 
ces  mu  tue  lies  sont  connues.  La  promiere  id€e  de  ce  probte  me 
est  due  a  Willebrordus  SneJlius,  Geometre  Hollandais,  ne"  ä 
Leide  en  1591,  et  depuis  1613  jusqu'eu  1626  (l'annee  de  sa  mort) 
Professeur  de  Mathematiques  a  PUniversite*  de  cette  ville.  II 
est  connu  que  parmi  ses  travaux  scientifiques  on  distingue  la  me- 
sure  d'un  d£gre  du  uieVidieu  de  Leide,  par  une  triangulation  qu'il 
fit  entre  les  villcs,  d 'Ale mar  et  de  Bergen  op  Zoom,  dont  la 
difference  de  latitude  fut  trouve'e  de  7l£  minutes.  11  a  de"crit  les 
dötails  de  cette  Operation  ge'ode'sique  dans  un  ouvraire  (aujourdhui 
tres  rare),  intitulc*  .,Eratosth  en  es  Batavus  de  Terrae  ambi- 
,,tüs  verä  quantitatc,  ä  Willebrordo  Snellio,  Jtä  xuiv  f£ 
, yanoCtrifidiu)v  fittqovffüSv  dtomgdjv ,  suscitatus.  Lugduni  B  a  - 
tavorum.  CI313CAVI1.! !  A  la  page  165  de  cet  ouvrage  on  re- 
coonoit  la  premicre  trace  de  ce  probieme,  mais  c'est  dans  le  cha- 
pitre  X.  qu'il  dit  definitivement.    „Domüs  meae  distantiam 
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„a  Turri  cnriae  Leideusis  ideo  adeo  sollicite  tnvestigavi. 
„11t  tauto  facilius  conjectaram  caperem  de  loci»  obser- 
„vationum  Alcmariae  et  Bergae  ad  Zoaiam,  et  ad  eain 
„rem  Tbeorema  scitum  excogitavi,  cujus  usus  in  patria* 
„nostra  deinceps  permagnus  esse  possit,  cum  tot  illu- 
„strium  locornm  intervalla  tarn  aceurate  si nt  cognita!!'4 
Et  a  la  page  203  il  enooce  ton  prob  lerne  en  ces  verbes  „Tri  um 
„locorum  intervallis  inter  se  datis,  quarti  distantiam  ab 
„oramibus,  wnicä  Statioue,  defiaire."  II  dornte,  en  premier  Heu, 
la  Solution  grapbique  de  ce  probleme,  par  l'intersection  de  deux 
Seemens  de  cercle,  capable  ehacun  d'un  des  deux  angles,  observes 
ilans  la  Station.  En  second  Hon  il  donne  une  Solution  trigonome- 
trique,  en  faisant  usage  des  triangles  rectangles,  que  Ton  obtient, 
en  abaissant,  des  centres  des  cercles  decrits,  des  perpendiculaires 
sur  les  cdte**  du  triangle  donne*  et  sur  les  cordes,  qui  vont  de  la 
Station  aux  potnts  observes,  c'est  a  dire  aux  angles  de  ce  triangle. 
Ensuite  il  donne  de  sa  Solution  le  calcul  numenque  (sans  employer 
oeanmoins  des  logarithmes,  dont  l'invention  e"toit  a  peine  connue, 
ou  desquelles  il  n'existoit  pas  encore  de  table)  pour  un  cas  par- 
ticnlier. 

II  ne  paroit  ainsi  justifil  que  la  premiere  idee  de  ce  probleme 
appartient  tont  a  fait  ä  notre  Snellius,  et  non  pas  a  Pothenot. 
Dans  tous  nos  Traites  de  Trigonometrie  rectiligne  ce  probleme  est 
distingue*  de  tout  autre  par  l'epithete  de  Probleme  de  Snellius. 
J'ai  chercbe*  dans  le  Wörterbuch  de  K  Iii  gel,  —  que  vous  avez 
continn^  et  acheve"  avec  tant  de  succes,  —  dans  l'eapoir  de  trouver 
quelques  reflexions  ou  notices  bistoriques,  relatives  a  ce  fameux 
probleme;  mains  je  u'y  trouve  rien  a  cet  egnrd.  Enfin  je  prenois 
en  mains  le  coors  de  Mathematique  du  celebre  G^omctre  Allemand 
Kästner,  et  dans  le  volume,  intitule'.  „Anwendungen  der 
ebenen  Geometrie  und  Trigonometrie,  erster  Theil, 
„dritte  Abtheilung  der  mathematischen  Anfangsgründe. 
„Gottingen  1790!!'**)  je  liaois,  dans  le  Vorrede;  pag.  4„  ce 
qni  suit: 

„So  fand  ich  unlängst  die  Aufgabe  der  51  Abband.  S.  393.  beim 
„Willebrord  Snellius  „Eratosthenes  Batavus  etc.  etc. 

„Also  hat  Snellius  diese  Aufgabe  sehr  richtig  trigonometrisch 
„aufgelöst,  und  Potbenot  ist  nicht  der  erste  Erfinder  von  ihr, 
,,hat  aber  vermuthlich  von  dea  Snellius  Anflöaung  nichts  ge- 
„wusst.  Wäre  Snellius  dem  Herrn  de  Monte sson  bekannt 
„gewesen,  so  hätte  er  vielleicht  gesagt,  —  Snellius  habe 
„Pothenots  Methode  gebraucht!,  wie  Cassini  de 
„Thury  sagt:  Snellius  habe  zur  Messung  eines  Grades  eben 
„die  Methode  gebraucht  wie  die  französischen  Astronomen 
,.(M£moires  de  Paris  1748,  pag.  123"*"),  anstatt  zu  sagen: 
„die  französischen  Astr  wie  Snellius.  Die  rhe- 
torische Figur  heisst,  glaube  ich,  vGieqw  7tQ0jeQ0vl  !!" 


*)  Es  sind  hier  Kästners  geometrische  Abhandlungen.  T«  I«  gemeint.  G. 

'*)  On  trouve  cette  expression  de  Cassini  dans  les  M«'moires  de  l'Aca- 
deinie  des  sciences  de  Paris,  pour  Jes  annees  1702  et  1718,  et 
non  dans  le  volume  de  1748,  ce  qui  est  probablement  une  fautc  d  Im- 
pression, au  Heu  de  1718. 

14* 
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Je  me  sentirai  honorl,  Mr.  Le  Professeur,  si  vous  voulez  fixer 
votre  attention  aux  reflexious,  que  j'oi  pris  la  liberte*  de  vous  adres- 
ser, et  encore  plus,  si  vous  voulez  en  faire  mention  dans  votre 
Journal. 

Permettez  moi  encore,  a  cette  occasion,  Ja  remarque,  que  la 
Solution  geome'trique  des  £quations  du  second  degre*,  commuaique> 
par  Mr.  Le  Professeur  Mensing  dans  le  III.  Heft.  No.  XXV.  de 
votre  Journal  ne  differe  au  fond  d'une  Solution  pareille,  deja 
donnee  par  Cagooli  dans  son  TraUe*  de  Trigonometrie. 
Cbap.  XII. 


*■ 

Briefliebe  Mittheilung  des  Herrn  Professors  Dr.  Gerling  zu 
Marburg  an  den  Herausgeber. 

Als  eine  der  grossartigsten  Einrichtungen  zur  Beförderung  des 
mathematisch- physikalischen  Unterrichts,  welche  in  der  neuern  Zeit 
in  Deutschland  getroffen  worden  sind,  verdient  gewiss  ein  Bau  be- 
zeichnet zu  werden,  welcher  auf  Befehl  Sr.  Hoheit  des  Kurprinzen 
und  Mitregenten  in  Marburg  ausgeführt,  und  mit  dem  Anfange 
des  gegenwärtigen  Winter -Semesters  dem  academischen  Gebrauche 
eröffnet  worden  ist. 

Auf  einem  hohen  Punkte  obnweit  der  Mitte  der  Stadt,  die  sich 
um  den  Schlossberg  in  langem  Bogen  herumzieht,  wurde  nämlich 
ein  älteres  Staats- Gebäude,  der  sogenannte  Dürnberger  Hof  zu 
wissenschaftlichen  Zwecken,  und  zwar  namentlich  für  das  seit  vie- 
len Jahren  hier  bestehende  mathematisch -physiealise  h e  In- 
stitut, ganz  neu  ausgebaut.  Das  Institut  erhielt  in  demselben  den 
ersten  Stock  eingeräumt,  und  somit,  unmittelbar  neben  einem  ge- 
räumigen Hörsaal,  zur  angemesseneren  Aufstellung  des  physicali- 
schen  Apparates  vier  Säle,  welche  nebst  einem  dazwischen  liegen- 
den Zimmer,  was  zu  gewissen  Versuchen  verdunkelt  werden  kann, 
durch  Flügeltbüren  mit  einander  verbunden  sind.  Sie  stellen  so 
eine  Länge  von  150  Fuss  dar,  und  verstatten  also  manche  Ver- 
suche in  geschütztem  Raum  anzustellen,  welche  man  sonst  nur  im 
Freien  würde  vornehmen  können. 

Zugleich  ist  dadurch  auch  die  Gelegenheit  gegeben ,  dass  ein 
grosser  Theil  des  Apparats  an  seiner  bleibenden  Stäte  benutzt 
werden  kann,  ohne  dass  er,  wie  sonst  üblich,  dazu  jedesmal  in  das 
Auditorium  geschafft  zu  werden  braucht. 

Ueberdies  sind  neben  diesen  Sälen  noch  zwei  Arbeitszimmer 
eingerichtet.  Man  hielt  nämlich  bei  dem  Plan  den  Gedanken  fest, 
dass  nach  dem  gegenwärtigen  Zustand  der  Wissenschaft  es  durch- 
aus nicht  mehr  hinreicht,  dass  der  Studirende  die  Vorlesungen  be- 
suche, sondern  dass  ihm  vielmehr  auch  Gelegenheit  gegeben  wer- 
den sollte,  sieb  in  eigenen  Arbeiten  zu  üben.  —  In  diesen  Arbeits- 
zimmern ist  nun  auch  einstweilen  der  Apparat  für  die  praktische 
Geometrie  in  Schränken  untergebracht.  Auch  werden  sie  von 
denjenigen  Studirenden  benutzt,  welche  sich  Apparate  zeichnen 
wollen. 

Im  Erdgeschoss  hat  das  Institut  Werkstatt  und  Schmiede,  im 
oberen  Stock  ist  die  Amtswohnung. 


Digitized  by  Google 


213 

Wenn  das  bisher  erwähnte  schon  eine  namhafte  Verbesserung 
und  Vervollständigung  des  Instituts  genannt  zu  werde«  verdient, 
so  ist  dagegen  noch  Mehrere*  neu  hinzugekommen  was  bisher  der 
Universität  ganz  fehlte. 

Bs  ist  nämlich  unmittelbar  mit  dem  Haupt- Gebäude  ein  Thurm 
verbunden,  der  iu  einer  Höhe  von  80  Fuss  vom  Felsengrunde  sich 
erhebt,  und  auf  seiuer  ebcneu  Fläche  einen  Pavillon  als  Local  für 
astronomische  Beobachtungen  mit  beweglichen  Instrumenten  dur- 
bietet. Freilich  kann  dieser  Einrichtung,  vom  Standpunkt  der  heu- 
tigen  Astronomie  aus,  der  Name  Sternwarte  nicht  beigelegt 
werden,  insofern  man  damit  eine  Austalt  bezeichnet,  die  auf  die 
Ausbildung  der  Wissenschaft  selbst  «bzweckt.  Wohl  aber  ist  durch 
diesen  Thurm  der  Zweck  vollständig  erreicht,  dass  von  nun  au 
der  Marburger  Studirende,  in  den  Vorlesungen  über  Astronomie, 
das  was  er  hört  auch  praktisch  belegt  sehen,  und  selbst  üben  kann. 

An  Instrumenten  enthält  dieser  Thurm  bis  jetzt:  Ein  tragbares 
Passagen- Instrument  von  Ertcl  nebst  Uhr,  einen  Chronometer  von 
Kessels,  ein  fiinffüssiges  Frauenhofersches  Fernrohr,  einen 
desgleichen  Cometensucher ,  eine  parallactische  Maschine  mit  drei- 
füssigem  Fernrohr  und  einige  kleinere  Werkzeuge.  Zugleich  ist 
der  Thurm  in  der  Mitte  ganz  durchbohrt,  so  dass  für  alle  physica. 
tischen  Versuche,  welche  eine  grössere  Höhe  erfordern  als  die  Zim- 
mer darbieten,  eine  freie  Fallhöhe  von  £0  Fuss  zu  Gebote  steht. 

Endlich  ist  auf  dem  höchsten  Punkt  des  Schlossbergs  in  einer 
geradlinigen  Entfernung  von  nicht  gunz  160  Ruthen  ein  ringsum 
ganz  freistehender  Pulverthurm  zum  meteorologischeu  Thurm  her- 
gestellt, der  jetzt  auch  im  Bau  vollendet,  nächsten  Sommer  seine 
innere  Einrichtung  erhalten  wird;  somit  also  auch  in  dieser  Hin- 
sicht dem  Institute  eine  grössere  Wirksamkeit  gesichert. 

Bei  dem  bekannten,  und  namentlich  schon  gelegentlich  der 
magnetischen  Beobachtungen  bewiesenen,  Eifer  der  Marburger  Stu- 
direnden,  steht  zu  erwarten,  dass  diese  neue  wesentliche  Verbesse- 
rung des  Instituts  von  ihnen  gründlich  beuutzt  und  somit  der 
Zweck  der  Kurhessischen  Staats- Regierung,  welche  dieselbe  ver- 
fügte, recht  vollständig  werde  erreicht'  werden. 


Bemerkungen  und  Aut'gabeu  von  Herrn  Scherliug,  Lehrer 
am  Gymnasium  zu  Lübeck. 

Bezeichnet  }  den  Zinsfuss  (d.  h.  die  Zinsen  vom  Kapital  ==1), 
k  das  Kapital,  kH  den  künftigen  Werth  desselben  nach  n  Jahren 
bei  zusammengesetzten  Zinsen,  und  setzen  wir  1  -|-  |  =  *,  so  hat 
man,  wenn  jährlich  die  Summe  r  zugelegt  wird, 

I.    kH=zkx»  +  j  (*"— 1) 

v 

und,  wenn  jährlich  die  Summe  r  weggenommen  wird, 

IL    *„  =  Xv-  j  (*»-!). 
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Um  I.  zur  ununterbrochenen  logaritliuiiscbeu  Berechnung  taug- 
lich zu  machen,  nehme  mau 

=      [1  +  ^ ;  0-5)1 

Zu- 
setze, da  *>1  ist,  (l)  sin  9p=j/  — ;  so  erhält  man 


r 


kH  =  As«[l-|-j£(cot  y)»J. 

Nun  setze  mau  fcrucr  (1)  tg  t//  =  cos  y  80  erüä(t 

*n  =  **«(H-(tg  ^)*)  =  Xrs«  (sec  9))* 
oder  (3)  X-Ä  =  {^p. 

II.  lässt  sich  nur  dann  auf  diese  Weise  zur  ununterbrochenen 
logarithmischen  Berechnung  tauglich  machen,  wenn  die  jährliche 
Wegnahme  die  Zinsen  des  Kapitals  nicht  übersteigt.  Unter  dieser 
Voraussetzung  nehme  man  wieder,  wie  vorhin, 

(l)siny=V^ 

T  ' 

so  erhält  man  kn  =  kxn[l  —  ^  (cos  5p)8].  Da  nun  unter  der  ge- 
machten  Voraussetzung  ganz  gewiss      (cos  ist,  so  uehme 


(2)  sin  tp  =  cos  9 

und  erhält  dann 

(3)      =       (cos  y)*. 

Nennt  man  ferner  k  die  Mise  und  r  die  jährliche  Reute,  so 
hat  man 

r(sn  —  1) 

zur  Bestimmung  der  Mise  III.  k  =  — — — -. 
zur  Bestimmung  der  Rente  IV.  r  = 

Um  diese  Ausdrücke  zur  logarithmiscbeu  Berechnung  tauglich 
zu  machen,  nehme  man 

*=  7  (!-?;)• 


Setzt  mau  nun  (1)  sin  y=|/~,  so  erhält 

(2)      k  =  ^  (cos  y)\ 
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Ferner  forme  man  IV.  so  um: 

*1 

r—   i- 

1  - 

»» 

Nimmt  man  du»  wieder  (1)  sio  9  =  ^/^,  so  erhält  mim 

(2)  r  ==  — L 
*  (cos  y)» 

Aufgaben  über  das  rechtwinklige  Dreieck,  durch 
Algebra  lösbar. 

Die  beiden  Katheten  sollcu  #»,  bs  die  Hypotenuse  v,  und  das 
von  der  Spitze  des  rockten  Winkels  auf  die  Hypotenuse  gefällte 
Perpendikel  soll  h  heissen. 

1)  b  und  c  zu  bestimmen  aus  a,  hf 

Man  bestimme  die  Projectionen  der  beiden  Katheten  auf  die 
Hypotenuse  einzeln   und   addire    die   Resultate,    so    erhalt  man 

c  —  .—7=  — ,  und  aus  alt=c/t  bestimmt  sich  b.    Beide  Ausdrücke 

sind  bequem  zu  coustruiren. 

2)  a,  b,  c  zu  bestimmen  aus  //  und  c  :  b  =  m  :  n. 

b  ist  ein  geometrisches  Mittel;  davon  ausgehend,  gelaugt  mau 

zunächst  zur  Bestimmung  von  b  =  ^?==  -,  worauf  sich  c  und« 

bestimmen  lassen. 

3)  Aehnlich  ist  die  Aufgabe:  aus  h  und  b  :  A  =1  m  :  u  die  andern 
Stücke  zu  bestimmen. 

4)  Aus  az±zb  =  s  und  h  die  anderu  Linien  zu  hestimmeu. 

Man  quadrire  adri  =  #,  so  bekommt  man  c  in  die  Gleichuug, 
worauf  man  zu  beachten  bat,  dass  abzzzcft:  das  Resultat  giebt 

c=zzp/tzt:  l/**-r-^3.  Es  ist  klar,  dass  iu  beiden  Fällen  uur 
das  Zeichen  -+-  vor  der  Wurzel  gebraucht  werden  kann. 

5)  Aus  a  -f-  b      Jt  und  c  die  übrigen  Linien  zu  bestimmen. 

Man  verführe  zunächst,  wie  vorhin,  mache  dann  a  zur  ge- 
suchten Grösse,  so  findet  man  a=i(#±  k  3*2 — 2c*),  woraus  b 
und  h  zu  bestimmen  sind. 

6)  Aus  a  —  b  =  d  und  c  die  übrigen  Linien  zu  bestimmen. 

7)  Aus  c-\-a  =  *  und  b  die  Linien  zu  bestimmen. 

Mau  verfahre  auf  ahnliche  Art  wie  in  5.,  eliminire  r,  so  he- 
s-  —  //»  . 
stimmt  sich  n  =r — 5- — . 

8)  Aus  r  •  a-=.d  und  ä  dieselbe  Bestimmung  zu  machen. 


Kurze  und  einfache  Ableitung  der  ganzen  ebenen^ 
Trigonometrie  aus  den  beiden  Eigenschaften  des  ebe- 
uen^Dreiecks,  dass  die  Summe  der  drei  Winkel  ISO*  be- 
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trägt,  und  dass  sich  die  Seiten  wie  dieSinus  der  gegen- 
überstehenden Winkel  verhalten.    Vom  Herausgeber. 
Weil  nach  den  beiden  genannten  Sätzen  , 

sin  A         a_    sin  B   j6 

sin  6*~~  c  9    sin  C~  c 

und  sin  .4=rsin  (ft-\-C)  ist,  so  ist 

sin  (ß-i~C)         a_    sin  B   b_ 

*"         sin  C      —  c »    sin  C       c 9 

und  folglich 

2    sin  (/?  -f-  V)     sin  i?        a-j-b    sin  (ff-+-Q  —  sin  /?        a  —  6 

sin  C  c    '  sin  C  c 

Zerlegt  man  nun  die  Zähler  der  beiden  Brüche  auf  den  linken 
Seiten  der.  Gleichheitszeichen  in  Factoren,  und  setzt  zugleich 

sin  C=2sin  {C  cos  \C, 

so  erhält  man 

.     sin  (it  +  jC)        a-\-b    cos  {B  +  \C)        a  —  b 

sin  $C  c    '        cos  }C  c  9 

und  folglich 

-  sin      -f.  jC) -f- sin  jC       2sin  j(B-j-C)  cos  \B        a  +  b  +  c 

sin  —  sin  ~        c  * 

q    sin  (B-j-jC)  —  sin  $C  2cos  j(Z?-f-C)  sin  ^i?        a-\-h  —  c 

sin  £C  sin  <?  ' 

-  cos  Qg-f-^Q-t-cos    2cos  \(B-\-C)  cos  $g        a-\-c  —  b 

cos  cos  $C  c  1 

R        cos  (^H-jO  —  cos  |C       2sin  KZ?  -f-  C)  sin  jff       b  +  c  —  a 

cos  — •  cos  \C  ~        c  5 

oder,  weil 

Sin  {(tf-f-C)  =  coi  i^»  cos  \(B -\-C)  =  *\xl  i^f 

ist, 

Q    cos  |v4  cos    a-t-^-f-g 

sin  \C       ~        2<?  ' 

Ift    sin       sin  jZ?   a-j-b-*c 

sin  ^       —       2c  9 

I  -     sin  \A  cos  ^Z?        a-f  c  —  b 

cos  #7  "  —       2c  ' 

cos  \A  sin  ^i?        ^-f-c  — a 

cos  &      —       2c  ' 

Durch  Addition  von  9.  und  10.  und  durch  Subtraction  von  11.  und 
12.  ergiebt  sich 

13  cos  \{A  —  B)  _  a-\-b    sin  4(^  —  ff)  _  a  —  b 
sin  <;    '       cos  \C  c  9 

woraus  ferner  durch  Division 
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14.  tang*M-ü)tttUg4C=^ 


15.   taug  i(J-#)=z       |  cot  i  C 


folgt. 

Aus  10.  uod  11.  and  aus  9.  uud  12.  folgt  durch  Multiplicatiou 

ia    *m  j^l  s'n  &        (a  +  c  —  b)  (a-j-b  —  c) 

sin  C  4ca  9 

1#'         sinC  •<:»  ~~; 

also,  weil 

sin  B   // 

sin  C  c 

ist, 


18.  sin  \A  — 

19.  cos  \A  = 
und  folglich  durch  Division 


'(fl  +  c-Ä)  («-+-/> 

-c) 

'(«-f-  b-\-  c)  {b-\-c 

Abc 

f(a  +  c  —  b)  {a-hb 

-c) 

20.  tang^=|/(^^c)(^g_g), 
uod  durch  Multiplication 

21.  «in  A=±-cV(a+b+c)  (a+c-6)  (a+b+c). 

Ferner  ergiebt  sich  aus  18.  und  19.  leicht 
2*.   co.  iW^-"', 

aa  —  (£  —  c)» 


23.    sini^»  = 


4//r  ' 


also ,  wenn  man  die  zweite  Gleichung  von  der  ersten  subtrakirt, 
nach  einer  bekannten  goniometrischen  Formel, 


cos 


A  = 


Abc 


woraus  man  nach  gehöriger  Entwicklung  sogleich 

I  g*  — •» 

24.    cos  ^  =  2^  

erhält. 

Aus  4.  echält  man  auch  leicht  die  beiden  GleicLu**«* 

25.  sin  \C>  +  (a  —  by  cos 

uod 
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Setzt  man  io  der  letzten  Gleichung  zuerst 

cos  (Ä-HiC)»:=l  -  sin  {B  +  \C)\ 


sin  (Ä-r-»0*  =  l  — cos  (Ä-hiC)'; 
so  erhält  man  ^ 

27.   s»o(/f-MO»  =     g      *      g  , 


1  — (— ^-r)2 

 a-\-b 

//      l«  _  // 

und  hieraus 


28.    cos  (B+  -JC)*=s  — 


29.    UDg(Ä-hK)»  =  - 


c 

a-\~  b 


Nach  leichter  Kechuuug  erhält  man  aber  hieraus  ferner 

30.  sin  (g  +  i  C)  =  ^V(6  +  C  -  «H5±£n*)t 

31.  cos       +        =  -^1/  , 


man  zu  bemerken  hat,  dass  wegen  der  zweiten  <ler  beideu 
Gleichungen  4.  die  Grössen  a — b  und  cos(/?-f-£C)  immer  gleiche 
Vorzeichen  haben.    Aus  30.  und  -31.  folgt  endlich  durch  Division 


- 

Wenn  mau  den  Winkel  C  des  Dreiecks  ABC  durch  eine  gerade 
Linie  halbirt,  so  wird  man  sogleich  die  geometrische  Bedeutung 
des  Winkels  B-\-^C  erkennen, 

Dass  im  Obigen  eine  Tollständige  Abhandlung  der  ebenen  Tri- 
gonometrie enthalten  ist,  wird  man  sogleich  übersehen.  Von  der 
gewöhnlichen  Entwickehing  der  obigen  Formeln  unterscheidet  sieh 
dieselbe  dadurch,  dass  man  bei  der  ersteren  von  der  Formel  24. 
ausgeht,  und  diese  Formel  mit  Hölfe  einer  Construction ,  bei  der 
bekanntlich  mehrere  Fälle  zu  unterscheiden  sind,  beweist.  Bei  der 
obigen  Entwickelung  gelangt  man  zu  dieser  und  zu  allen  zur  Auf- 
lösung der  Dreiecke  nöthigen  Formeln,  wenn  man  nur  erst  den 
Satz,  dass  sich  die  Seiten  wie  die  Sinus  der  gegenüberstehenden 
Winkel  verhalten  bewiesen  hat,  welches  bekanntlich  äusserst  leicht 
ist;  auf  rein  analytischem  Wege  und  durch  ganz  allgemeine  Schlüsse, 
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weshalb  ich  der  obigen  Methode  vor  der  gewöhnlichen  den  Vor- 
zug geben  möchte,  da  dieselbe  überdies  sehr  leicht  und  mit  sehr 
geringem  Zeitaurwande  zum  Zwecke  führt. 


Nouvelle  batterie  galvauique. 

(Academie  des  sciences  de  Bruxelles.  Seauce  du  o  Fe'vrier  J841.*) 
M."  M.  Crahay  et  Quetelet  tont  un  rapport  favorable  sur  une 
nouvelle  batterie  galvanique,  preisen  tee  dans  une  precedente  seance 
par  M.  J.  A.  Van  Nelsen  de  Maestricht.  Cette  pile  revient  pour  le 
fond  ä  la  modification  apportee  par  JM.  Faraday  a  la  pile  de  Wolla- 
ston, si  ce  n'est  que  M.  Van  Nelsen  emploie,  pour  separer  les 
euivres  des  couples  sueeessifs,  des  carreaux  de  verre  au  lieu  de 
papier  verni  dont  M.  Faraday  fait  usage  dans  le  menie  but.  En 
outre,  M.  Van  Nelsen  a  adopte  le  zinc  amalgaine.  Comme  les  re- 
sultats  qu'il  en  a  obtenus,  depuis  deux  aas  qu'il  en  fait  usage, 
sont  tres  satisfaisants,  et  que  cette  pile  produit,  a  egaliteV  de  nature 
et  de  graudeur  des  lllments,  des  effets  plus  euergiques  queceux 
que  l'on  obtient  des  piles  ordinairement  employles,  il  ne  sera  pas 
sans  utilit^  d'en  donner  ici  la  description ,  et  de  faire  counaitre 
quelques -uns  de  ses  effets. 

Les  Clements,  cuivre  et  zinc,  sont  disposees  ainsi  que  nous  l'a- 
vons  dits,  comme  dans  la  combinaison  de  Wollaston;  c'est-a-dire 
que  le  cuivre,  soude  au  zinc  dans  chaque  couple,  va  embrasser  le 
zinc  du  couple  suivant,  de  maniere  a  etre  en  regard  avec  les  deux 
faces  de  cette  plaque,  mais  sans  contact  avec  elTe.  Elle  differe  de 
la  pile  de  Wollaston  en  ce  que  les  laues  inetalliqu.es  sont  beaueoup 
plus  rapprochecs  les  unes  des  autres  que  dans  cette  derniere;  elles 
oe  s'y  trouvent  qu'a  deux  raillimetres  de,  distance,  et  sont  mainte- 
nues  ainsi  par  des  morceaux  de  liege  iuterposes  entre  les  plaques 
de  zinc  et  celles  de  cuivre",  tandis  que  les  plaques  de  cuivre  des 
elements  conse'cutif's  sont  separe*es  par  des  carreaux  de  verre  de 
meine  Itendue  que  les  plaques.  Elle  se  distingue  encore  de  la  pile 
de  Wollaston  en  ce  que,  au  lieu  de  faire  plonger  chaque  paire 
dans  un  vase  particulier  contenant  de  liquide  acidule,  la  pile  entiere 
est  immergee  dans  une  seule  auge  continue,  sans  cloisons.  Tous 
les  couples  sont  places  dans  une  esnece  de  cadre  de  bois,  sougjieu- 
seinent  verni,  dans  lequel  ils  sont  lacilement  retenus,  sans  qu'il  soit 
necessaire  de  les  attacher  par  des  vis  a  une  barre  de  bois,  ainsi 
qu'on  est  oblige*  de  le  faire  dans  la  combinaison  ä  la  Wollaston« 
Cette  dispositioa  präsente  encore  l'avaotagc  de  faciliter  beaueoup 
le  dlsassemblage  des  elements.  Les  couples,  reunia  dans  le  cadre, 
sont  descendus  tous  a  la  fois  dans  le  liquide  acidule  renfersie  dans 
l'auge;  on  ajeute  encore  que  les  lames  de  zinc  sont  amalgauieea 
avec  soin.  La  pile  que  l'auteur  construisit,  il  y  a  deux  ans,  eon- 
siste  en  ld  couples,  dont  les  lames  de  zinc  ont  il?  Centime  tres  de 
longueur  sur  8  de  largeur.  Celles  de  cuivre  ont  la  memo  largeur 
sur  une  longueur  a  peu  pres  double,  pour  se  replier  autour  des  la- 
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mes  de  zioc.  Elles  aoot  soudles  aus  laines  de  zinc  du  couple  prt- 
ce*dent  par  un  prnlongement  Stroit. 

Ce  petit  Instrument,  qui  n'a  qu'une  section  horizontale  de  351 
centimetres  carrls,  qui  ne  consomme  que  peu  d'acide  et  uue  fort 
petitc  quantite'  de  zioc,  produit  des  effets  tres  Inergiques.  Plonge* 
daus  un  mllangc  de  60  parties  en  volume  d'eau,  une  d'acide  nitri- 
que  et  autant  sulfurique,  il  fait  rougir  le  charbon  de  bois  avec  une 
lumiere  doot  les  yeux  peuveot  difncilement  supporter  l'eclat.  Un 
fil  de  fer  de  £  millimetre  d'e'paiäseur  sur  35  centimetres  de  lon- 
gueur rougit  sur  toute  son  Itendue.  Quand/le  fil  n'a  que  25  cen- 
timetres de  longueur,  il  acquiert  un  baut  degre*  d'incandescence,  et 
ne  tarde  pas  a  etre  disperse"  en  globules.  La  decomposition  de  I'eau 
est  opeVee  avec  une  tres  grande  rapidite\ 

Les  deux  batteries  galvaniqnes  que  l'auteur  a  construites  pour 
l'Universite'  Catbolique,  d'apres  le  plan  de  celle  ci-dessus  dlcrite, 
mais  sur  une  echelle  plus  grantle,  offrent  des  effets  proportionnes  a 
leurs  dimensions.  Celle  du  cabinet  de  physique  consiste  en  52 
couples,  dont  les  lames  de  zinc  ont  16£  centimetres  de  largeur  sur 
20  de  bauteur.  Par  son  moyen,  un  fil  de  platine  de  tVö  de  milli- 
metre d'e'paiäseur  sur  45  centimetres  de  longueur,  fut  mis  en  inran- 
descence  avec  un  e*clat  extraordinaire ,  et  tomba  en  sept  morceaux 
aux  extrlmites  desquels  le  meial  fondu  s'agglomera  en  boules.  Un 
fil  d'argent  de  ^fo  d'epaisseur  sur  40  centimetres  de  longueur.  rou- 
git fortement  et  tomba  en  fragments.  Un  fil  de  fer  de  P"™,  22  d'e*- 
paisseur  sur  40  centimetres  de  longueur  fut  port£  rapidement  a  la 
plus  vive  ignition,  et  se  rexluisit  en  quatre  morceaux  dans  lesquels, 
en  plusieurs  endroits,  le  fer  fondu  s'ltait  rainasse  en  gros  globules. 
Lors  de  cette  derniere  experience  la  batterie  avait  deja  travaille 
depuis  longtemps  et  e*tait  tres  affaiblie.  Au  de*but,  on  avait,  afin 
d'exciter  une  Itincelle,  rapproche*  jusqu'au  contact  les  deux  lames 
de  cuivre  qui  servent  de  cooducteurs;  les  exfremites  rapprochees  se 
souderent  incontinent  ensemble,  au  point  qu'il  fallut  employer  un 
certain  effort  pour  les  separer. 


In  den  Novis  Commentariis  Acadeiniae  scientiarum 
imperialis  Petropolitanae.  T.  XV.  p.  107  findet  man  eine 
ziemlich  weitläufige  Abhaudlung  von  Lexell,  welche  die  folgende 
Ueberscbrift  führt:  Solutio  problematis  algebraici  de  in- 
vestigatione  numerorum  continue  proportional ium,  quo- 
rum  datur  summa  a  et  summa  quadrato rum  6,  Im  Eingänge 
dieser  Abhandlung  meldet  Lexell,  dass  in  Saundersons  Alge- 
bra sich  Auflösungen  von  Mo i vre  für  die  beiden  Fälle,  wenn  vier 
oder  fünf  Glieder  der  geometrischen  Reihe  gesucht  werden,  be- 
finden, und  dass  Maclau rin  in  seiner  Algebra  solutionis  quoddam 
specimen  pro  illo  tantum  casa  auo  numerus  terminorum  est  impar 
gegeben,  dass  er  selbst  aber  die  Auflösung  des  allgemeinen  Pro- 
blems: quo  quaeruntur  numeri  quotcunque  cootinue  proportionales, 
datis  po rum  summa  et  summa  quadratorum,  nicht  sowohl  propter 
utilitatem  ex  hoc  problemate  redundantem,  sondern  vielmehr  propter 
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egregia  iata  calculi  subsidia,  quae  ad  eius  solutiouem  requiruntur, 
unternommeD  habe. 

In  einem  in  meinen  Händen  befindlichen  Mauascript  hat  Jo- 
hann Friedrich  Pfaff  sich  die  folgende  noch  weit  allgemeinere 
Aufgabe  vorgelegt: 

Wenn  die  Summe  a  von  fi  Gliedern  einer  geometri- 
schen Reihe  und  die  Summe  6  der  rten  Potenzen  dieser 
Glieder  gegeben  ist:  die  Reihe  zu  bestimmen,  d.  b.  ihr 
erstes  Glied  und  ihren  Exponenten  zu  finden; 
und  bat  zugleich  einige,  wie  es  mir  scheint,  sehr  bemerkenswerthe 
allgemeine  Gesichtspunkte  angegeben,  welche  zu  einer  zweckmässi- 
gen Auflösung  dieses  Problems  fuhren  können.  Indem  ich  den  Le- 
sern des  Archivs  über  die  von  Pfaff  aufgezeichneten  Bemerkungen 
im  Folgenden  einige  Mittheilungen  mache,  möchte  ich  mir  zugleich 
erlauben,  dieselben  zu  dem  Versuche  einer  vollständigen  Auflösung 
des  in  Rede  stehenden  allgemeinen  Problems  auf  dem  von  dem  ge- 
nannten, der  Wissenschaft  leider  zu  früh  entrissenen  grossen  Mathe- 
matiker vor^ezeichneten  Wege,  und  zu  der  Mittheilung  derselben 
in  dem  Archive  aufzufordern. 

Bezeichnen  wir  mit  Pfaff  das  erste  Glied  der  gesuchten  Reibe 
mit  a:,  ihren  Exponenten  mit  y,  so  ist  die  gesuchte  Reihe 

.r,  aey,  xy*>  jpy*, . . .  .ry"-1; 

und  nach  den  Bedingungen  der  Aufgabe  haben  wir  daher  die  bei* 
den  folgenden  Gleichungen: 

«a^l-f-y-t-y^-f-y» -f-. .  .  -\-y^~l)  =  «, 

oder 

1-5""  \-yfr 

30  •  T=7  =        •  TT^T  =  *• 

Erhebt  man  die  beiden  Seiten  der  ersten  Gleichung  auf  die  rte  Po- 
tenz,  und  dividirt  dann  die  erste  Gleichung  durch  die  zweite,  so 
erhält  man  die  folgende  bloss  noch  die  unbekannte  Grösse  y  ent- 
haltende Gleichung: 

Vl  —  y)   *  \-yfr—  b  • 

oder,  wenn  wir  der  Kurze  wegen  ^-  =  c  setzen, 

li_yi     *(l— y/")  :  O-yP)  —  r' 
also  nach  einem  bekannten  Satze  * 

(l-t-y-T-y'-r-. . --f-y"-1)"-1  (H-y-f-y-hya-f-  .  .  .  -+-  JT"1) 
=  r|l-f-yf  -f-j^-r-  . . .  +y(<-W\ 

oder 

c\  1  +  yt*  y ^  -f-  . . .  4-  yt-iV t 

-(l  +  y+y,^...  +  y'-1)^Ml  +  y-^y,-^...  +  yr--,) 

Diese  Gleichung,  mittelst  welcher  der  gesuchte  Exponent  y  be- 
stimmt werden  muss,  ist  offenbar  vom  Grade  (r—         hat  aber 
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welche  es  möglich  macht,  sie  aaf  einen  niedrigem 
Grad  zu  redocirea.  Bezeichnet  man  nämlich  die  Function  aar  der 
linken  Seite  des  Gleichheitszeichens  im  Allgemeinen  durch  y*(y);  so 
dass  also  die  obige  Gleichung  die  Form 

/(y)=o 

erhält,  und  setzt  nun  ~  für  y,  so  wird  diese  Gleichung,  wie  man 
nach  leichter  Rechnung  findet, 

Wenn  aber  überhaupt  die  Function 

f\x)  =  Jx«  -+-  -4-  CV-*-*-       +       +  ^  + 

einer  Gleichung 

1 

des  *ten  Grades  die  Eigenschaft  bat.  dass  sie,  wenn  man  —  für  s 

setzt,  in         übergeht,  so  ist  jederzeit 

A  =  H,  #  =  %>,  C=<1,  u.  s.  w.; 

d.  b.  die  vom  Anfange  und  Ende  gleich  weit  abstehenden  Coeffi- 
cienten  der  Gleichung  sind  einander  gleich,  welches  auf  folgende 
Art  leicht  im  Allgemeinen  bewiesen  werden  kann. 
Nach  der  Voraussetzung  ist  für  jedes  % 

%"        s^T       iS=a+ ?+  T  +  * 
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und  folglich  fiir  jedes  *,  wenn  man  mit  *"  auf  beiden  Seiten  nrnl- 
tiplicirt, 

=  2(  -f-  95*  -t-      -f- . . .  -f-  Cs»-*-*-  Bx*~*  -f- 
also  uach  einem  bekannten  Satze 

A  =  ü,  ß  =  S&,  C=£,  u.  s.  w. 

wie  behauptet  wurde. 

Daher  hat  auch  unsere  obige  Gleichung,  aus  welcher  der  Ex- 
ponent y  bestimmt  werden  muss,  die  Eigenschaft,  dass  die  Coeffi- 
jcienten  der  vom  Anfange  und  Ende  gleich  weit  abstehenden  Glie- 
der einander  gleich  sind. 

Nun  bat  aber  schon  Euler  in  den  Commentariis  Acade- 
miae  scientiarum  imperialis  Petropol itan  ae.  T.  VI.  (M.  s. 
auch  Leonhard  Eulers  Einleitung  iu  die  Analysis  des  Un- 
endlichen. Aus  dem  Lateinischeu  übersetzt  von  Job. 
Andr.  Christ.  Mickelsen.  Tbl.  III.  Berlin.  1791.  S.  13)  ge- 
zeigt, dass  solche  Gleichungen,  in  denen  je  zwei  vom  Anfange  und 
Ende  gleich  weit  abstehende  Glieder  gleiche  Coefficienten  haben, 
sich  immer  vom  (fc*-t-l)sten  und  vom  2nten  Grade  auf  den  «teo 
herabbriagen  lassen,  worüber  Folgendes  zo  bemerken  ist. 
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Wenn  die  Gleichung  zuerst  vom  (2»-t-l)tten  Grade  ist,  und 
also  im  Allgemeinen  die  Form 

Az2n+\      B&i      ( ,  .  -f.  AV'+*     Äs«  -\-  .  .  .  -\-  ß%-\-  4  =  i) 
hat,  so  kann  man  dieselbe  auch  auf  folgende  Art  darstellen: 

und  man  kann  also,  weil  bekanntlich  überhaupt 
-  -f-  i 

ist,  in  die  Function  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens 
mit  x  -+-  1  ohne  Rest  dividiren,  wodurch  mau  eine  Gleichung-  des 
2//ten  Grades  erhält,  in  welcher,  wie  sich  bei  näherer  (Versuchung 
zeigt,  noch  die  vom  Anfange  und  Ende  gleich  weit  abstehenden 
(■lieder  gleiche  CoefHcienten  haben.  Wenn  sich  also  zeigen  lässt, 
dass  jede  Gleichung  des  2//ten  Grades,  in  welcher  die  vom  Anfange 
und  Ende  gleich  weit  abstehenden  Glieder  gleiche  CoefHcienten 
haben,  auf  den  «ten  Grad  herabgebracht  werden  kann,  so  wird 
dies  auch  von  jeder  Gleichuug  des  ("Zu  1  )stcu  Grades  von  der  in 
Rede  stehenden  Beschaffenheit  bewiesen  sein. 

Um  aber  zu  zeigen,  dass  jede  Gleichung  des  2aten  Grades,  in 
welcher  die  vom  Anfange  und  Ende  gleich  weit  abstehenden  Glie- 
der gleiche  CoefHcienten  haben .  auf  den  »ten  Grad  herabgebracht 
werden  kann,  verfährt  Euler  a.  a.  0.  uuf  folgende  Art. 

Betrachten  wir  zuerst  die  Gleichung  des  vierten  Grades 

**  -f-  Ax%  -h  B%%  -f-  Ax  -f-  1  =  0, 
und  denken  uns  dieselbe  auf  die  Form 

(s> -+-/?* -r-  I)  =  0 

oder,  wie  man  nach  leichter  Rechnung  (iudet,  auf  die  Form 
5*  +  («  +  ^j+(«|?  +  2)31  +  (k  +  ^  +  1=0 

gebracht,  so  haben  wir  zur  Bestimmung  von  u  und  ß  die  beiden 
Gleichungen 

a  +  ß  =  A,  aß  -+-2=ß  oder  u  +  ß=A,  nß=ß  -2- 

und  nach  einer  bekannten  Eigenschaft  der  Gleichungen  sind  folglich 
u  und  ß  die  beiden  Wurzelnder  Gleichuug  des  zweiten  Grades 

u%  —  An-\-  B  —  2  =  0, 

können  also  durch  Auflösung  dieser  Gleichung  gefunden  werden. 
Hat  man  aber  auf  diese  Weise  a  und  ß  gefunden,  so  erhält  mau 
die  vier  Wurzeln  der  gegebeneu  Gleichung  des  vierten  Grades 
durch  Auflösung  der  beiden  Gleichuugen  des  zweiten  Grades 

x*  -+-  ax  -H  1  =  0,      +  ßx  -f-  1  =  0. 

Betrachten  wir  ferner  die  Gleichung  des  sechsten  Grades 
*  o  +  A%  5      B %  4  +  Cz ,  +  #%  i  +  A%  +  i  o 

und  denken  uns  dieselbe  auf  die  Form 

+     (s'-t-fc-f-l)  (z*  +  yx-+-l)  =  i) 
oder  auf  die  Form 
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*4-r-(«-f-/*-r-r)** 

-|-  (aß -f-  ay     ßy  3)s4 

(2a  4-  2/J  -f  -  2f  -f-        » )  =0 

-f-  (a/£  -f-         /9y     3)s 2 

-+-(a  +  /J-f-y)»-f-l 

gebracht,  so  haben  wir  zur  Bestimmung  von  a,  /?,  y  die  drei  Glei- 
chungen 

a-i-ß~+-y  =  J,  aß-hay-i-ßy-i-3  =  By  2a-\-2ß-\-2y-\-aßy=z  C 
oder 

a-\-ß-\-y  =  A,  aß-\-ay-\-ßy=:B  —  \  ctßy= 

und  a,  /?,  y  sind  also  nach  einem  bekannten  Satze  von  den  Glei- 
chungen die  drei  Wurzeln  der  Gleichung  des  dritten  Grades 

Hat  man  aber  durch  Auflösung  dieser  Gleichung  a,  /?,  y  gefunden, 
so  erhält  man  die  sechs  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  des 
sechsten  Grades  durch  Auflösung  der  drei  folgenden  quadratischen 
Gleichungen 

-f-ax 1  =0,  x3  -f-£a  H-  l  =0,  x*     yx 1  =  0. 

Mehrere  Mittbeilungen  zu  machen,  verbietet  jetzt  die  Beschränkt- 
heit des  Raums.  Dass  aber  die  vorhergehenden  Andeutungen  zu 
vielfachen  fernem  Entwicklungen  Veranlassung  geben  können, 
liegt  deutlich  vor  Augen.  Vorzüglich  würde  es  natürlich  auf  die 
Auffindung  allgemeiner  Gesetze  ankommen,  und  zwar  zunächst  auf 
eine  völlig  allgemeine  Entwickelung  der  Gleichung  des  »ten  Gra- 
des, durch  welche  bei  einer  gegebenen  Gleichung  des  2*ten  Grades 
die  Hülfsgrösse  u  besimmt  wird.  Ohne  Beweis  giebt  Euler  a.  a. 
0.  die  Coefficienten  der  neun  ersten  Glieder  dieser  Gleichung  auf 
folgende  Art  an: 

I;  -^-f-(ii-l)^;  /*-(*- 2)B  + 


1  .  2 

(n- 

•2)  (n- 

-5) 

J  .  2 

(n- 

3)  (w- 

6) 

1  .  2 

(»- 

4)  (n  — 

7) 

1  .  2 

//_(„_ ("~7) D - <—»>  <»-•)  (— ?> B 

»(»-5)  (n-6)(tt-7) 
1.2.3.4 

Auf  jeden  Fall  scheint  eine  neue  Untersuchung  dieses  Gegenstandes 
und  der  obigen  Aufgabe  über  die  geometrischen  Reihen  wünscbeos- 
werth  zu  sein.  G. 
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XXIII. 

Untersuchung  der  trigonometrischen  Relationen 
des  geradlinigen  Viereckes. 

Von  dem 

Herrn  Prof.  C.  A.  Kret  Schneider  N 

* 

in  Gothu. 


Sind  in  einer  Ebene  vier  beliebige  Punkte  A>  B,  C,  D  (Taf.  III. 
Fit.  1.)  gegeben,  von  denen  nie  mehr  als  zwei  in  derselben  Ge- 
raden liegen ,  so  wird  der  Inbegriff  der  sechs  geraden  Linien, 
welche  durch  diese  Punkte  gelegt  werden  können,  ein  vollstän- 
diges Viereck  genannt,  und  die  gegebenen  Punkte  Haupt- 
ecken  desselben.  Je  zwei  jeuer  Geraden,  welche  keine  Haupt- 
«de  gemein  haben,  heissen  Gegenseiten  des  Viereckes,  ihr  von 
den  Hauptecken  verschiedener  Durchschnittspunkt  ein  zugeordne- 
ter Punkt,  und  der  in  dem  letzteren  von  den  beiden  Gegenseiten 
gebildete  Winkel  der  charakteristische  Winkel  dieser  Seiten, 
ts  hat  demnach  jedes  vollständige  Viereck  drei  Paare  von  Gegen- 
seiten: AD  und  BC)  AB  und  CD,  und  AC  und  BD;  fe  rner  drei 
zugeordnete  Punkte  JE,  /*,  G\  und  drei  cbarakterische  Winkel: 
JED,  AFB,  und  //OD.  Ferner  sollen  die  drei  Verbindungslinien 
je  zweier  der  zugeordneten  Punkte  zugeordnete  Seiten,  das 
tob  ihnen  gebildete  Dreieck  zugeordnetes  Dreieck  und  die 
Winkel  des  letzteren  zugeordnete  Winkel  genannt  werden, 
wahrend  dagegen  die  durch  die  Hauptecken  gellenden  Geraden 
Hauptseiten  und  die  von  irgend  zweien  derselben  gebildeten 
Winkel  Hauptwinkel  heissen  mögen.  Zwischen  den  Huupt-  und 
geordneten  Punkten  oder  Ecken  findet  übrigens  der  wesentliche 
loterscbied  statt,  dass  in  den  erstereri  sich  immer  drei  Hauptsei- 

in  den  letzteren  dagegen  nur  zwei  derselben  schneiden. 

Verbindet  man  die  vier  Hauptecken  eines  vollständigen  Vier- 
eckes durch  einen  stetigen  Zug,  so  dass  keine  derselben  Übergan- 
aber  auch  keine  zwei  Mal  berührt  wird,  so  lassen  sich  da- 
durch, in  welcher  Ordnung  auch  diese  Punkte  auf  einander  folgen 
Tb«ü  il  15 
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mögen,  doch  immer  nur  zwei  Paare  von  Gegenseiten  beschreiben, 
während  dos  dritte  Paar  stets  ausfällt«  Kine  solche  vierseitige  Fi* 
gor  nennt  man  ein  einfaches  Viereck;  die  vier  durch  den  ste- 
tigen Zug  erhaltenen  Hauptseiten  werden  nun  speciell  Vierecks- 
seilen,  das  nicht  erhaltene  Paar  der  Hauptseiten  dagegen  Dia- 
gonalen genannt.  Kndlich  heissen  die  vier,  von  je  zwei  Seiten 
des  einfachen  Viereckes  gebildeten,  Winkel  speciell  Vierecks- 
winkel;  diejenigen  acht  Winkel  hingegen,  welche  von  einer  Dia- 
gonale und  einer  Vierecksseite  gebildet  werden,  mögen  die  Be- 
nennung Diagonalwinkel  erhalten. 

§.2. 

Die  vollständigen  Vierecke  zerfallen  nach  Verschiedenheit  der 
gegenseitigen  Lage  der  Hauptecken  in  zwei  wesentlich  verschiedene 
('lassen.  Haben  nämlich  die  Hauptecken  eine  solche  Lage,  dass 
jede  derselben  ausserhalb  des  von  den  drei  übrigen  gebildeten  Drei- 
eckes  liegt,  (wie  dies  in  Tof.  III. Fig.  I.  der  Fall  ist,)  so  wird  der  eine 
der  zugeordneten  Punkte,  nämlich  E,  unmittelbar  durch  die 
zu  ihm  gehörigen  Hauptseiten  gebildet,  die  beiden  andern  dagegen, 
F  und  G,  entstehen  erst  durch  die  Verlängerung  jeder  von  nei- 
den zu  ihnen  gehörigen  Hauptseiten,  oder  kürzer  ausgedrückt:  von 
den  zugeordneten  Punkten  liegt  nur  einer  innerhalb,  jeder  der 
beiden  anderen  ausserhalb  der  vier  Hauptecken.  Haben  dagegen 
die  letzteren  eine  solche  gegenseitige  Lage,  dass  eine  von  ihnen 
innerhalb  des  von  den  drei  anderen  gebildeten  Dreieckes  liegt, 
(wie  dies  in  Taf.  III.  Fig.  2.  der  Fall  ist,)  so  muss,  um  die  zugeordneten 
Punkte  zu  erhalten,  von  jedem  Paare  Gegenseiten  nur  die  eine 
verlängert  werden,  so  dass  jeder  dieser  drei  Punkte  innerhalb 
zweier  Hauptecken,  aber  zugleich  auch  ausserhalb  der  beiden 
anderen  Hauptecken  liegt. 

Sucht  man  jetzt  die  sämmtlichen  einfachen  Vierecke  auf,  welche 
in  dem  vollständigen  Vierecke  der  ersten  Classe  enthalten  sind,  so 
bekommt  mau  erstens  das  gewöhnliche  einfache  Viereck,  ABCDA, 
mit  vier  hohlen  Winkeln,  sodann  aber  zwei  sogenannte  über- 
schlagene  Vierecke,  ADHCA  und  ABDCA,  mit  zwei  hohlen 
und  zwei  erhabenen  Winkeln.  Diese  einfachen  Vierecke  sollen 
im  Folgenden  durch  die  Benennung:  einfach«»  Vierecke  der 
ersten,  zweiten  und  dritten  Form  unterschieden  werden.  Es 
ist  bekannt,  dass  die  Winkelsumme  in  den  Vierecken  der  ersten 
Form  4  Rechte,  in  denen  der  zweiten  uud  dritten  Form  hingegen 
8  Rechte  beträgt. 

Werden  dagegen  auf  gleiche  Weise  die  einfachen  Vierecke  be- 
stimmt, welche  in  der  zweiten  Classe  der  vollständigen  Vierecke 
enthalten  sind,  so  werden  zwar  ebenfalls  ihrer  drei  gefanden, 
ABCDA,  ABB  CA  und  ABB  CA;  allein  sie  sind  sämmtlich  nur 
von  einer  und  derselben  Form,  indem  jedes  von  ihnen  drei  hohle 
und  einen  erhabenen  Winkel  enthält  Diese  neue  Form ,  deren 
Winkclsumme  jederzeit  4  Rechte  beträgt,  soll  künftig  als  ein* 
faches  Viereck  der  vierten  Form  bezeichnet  werden. 

Sollen  endlich  die  einfachen  Vierecke  nach  dem  Betrage  ihrer 
Winkelsummcu  von  einander  unterschieden  werden,  so  kann  man 
die  der  ersten  und  vierten  Form  als  Vierecke  erster  Gattung, 
die  der  zweiten  und  dritten  Form  hingegen  als  Vierecke  «wei- 
ter Gattung  zusammenfassen. 
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Die  nachfolgenden  Untersuchungen  werden  sich  ausschliess- 
lich auf  die  vollständigen  Vierecke  erster  ('lasse  gründen,  uud  su 
weit  sie  ein  einfaches  Viereck  in  Betrachtung  ziehen  müssen,  stets 
»las  erster  Form  zu  (>runde  legen.  Die  10  entwickelten  Formeln 
werdeu  theils  die  Vierecke  der  drei  übrigen  Formen  unmittelbur 
umfassen,  theils,  wo  dies  nicht  der  Fall  seiu  sollte,  auf  diesel- 
ben leicht  ü herzet  ragen  werden  können.  Um  endlich  die  Vor- 
zeichen iu  den  Formeln  hinlänglich  bestimmen  zu  können,  soll  in 
der  zu  Grunde  gelegten  Coustruktion  (Taf.  III.  Fig.  1.)  die.  Haupt  eckt 
/(,  auf  deren  vorwärts  verlängerten  Schenkeln  die  zugeordneten 
Punkte  /-'und  G  liegen,  als  erste  E?ke  angenommen  uud  dahei 
festgesetzt  werden,  dass  die  Summe  der  llauptu  iukel  HAI)  uud 
HCl)  kleiner  als  2  Rechte  sei. 

$.  3. 

Mau  führe  nunmehr  folgende  Bezeichnung  ein:  1)  für  die  Sei- 
ttn  und  ihre  Verlängerungen  und  Abschnitte: 

AD  =  a,    FD  =  <$„     AB±=zb%    GB  =  f,, 

BC=a„  FCzzzai,      r"/i  =  //,,  G('—h 

AC-=.c,  AE=c3 

Ott  /./ 


2)  für  die  charakteristischen  Winkel: 

Af?B  =  A,  HGD  =  B,  A ED  =  6'; 

3)  für  die  Huuptwinkel: 

BAD={aö)1    AbC=z{mlt),  CAD  =  (ac) 

BCD=(al6i),  ABC={al6),  CBD  =  (alcl) 

u.  s.  w.  so  dass  jeder  Hauptwinkel  durch  die  ihu  eiuschliessendeu 
Seiten  angedeutet  wird; 

4)  für  die  zugeordneten  Seiten  und  Winkel: 

GE==a,       FE  =  ß,       FG  =  y 

GFE=z  (ßy),  FGE=  («/),  FEG  =  {aß). 

5)  Ferner  sollen  die  von  drei  llauptecken  gebildeten  Dreiecke 
Hauptdreieckc  heissen  und  ihr  Flächeninhalt  in  nachstehender 
Weise  bezeichnet  werden: 

ABD  =  Tlt  ACD=  T, 

BCD=  T2,  ACB=  T4\ 

dagegen  mögen  die  von  zwei  Hauptecken  und  einem  zugeordne- 
ten Punkte  gebildeten  Dreiecke  Nebendreiecke  heissen  und,  da 
es  ihrer  12  sind,  durch  ein  T  angedeutet  werden,  dem  die  Haupt- 
seite, auf  welcher  das  Dreieck  steht,  und  die  Nummer  des  zuge- 
ordneten Punktes  in  seiner  Spitze  beigesetzt  ist;  wobei  man  die 
Punkte  F,  G,  E  beziehungsweise  als  ersteu ,  zweiten  und  dritten 
Punkt  betrachtet.   Demnach  wäre  z.  B. 

15* 
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AED  =  TW  ABF=  Tu,  BDQ  =  7^  u.  s.  w. 

6)  Den  Flächeninhalt  des  zugeordneten  Dreieckes  EFQ  wollen 
wir  mit  A  bezeichnen;  dagegen  sollen  die  Flächeninhalte  der  in 
Taf.  III.  Fig.  1.  enthaltenen  einfachen  Vierecke 

AB  CDA  =  JP,  ABB  CA  =  F\  ABDCA  =  F" 

gesetzt  werden.  Mit  Hülfe  dieser  Bezeichnungen  und  Benennun- 
gen, deren  Zweckmässigkeit  sich  durch  das  Nachfolgende  recht- 
fertigen wird,  können  nunmehr  die  trigonometrischen  Relationen 
des  vollständigen  Viereckes  leicht  und  übersichtlich  entwickelt 
werden. 

Jede  Hauptseite  gehört  als  Vierecksseite  zu  zwei  einfachen 
Vierecken,  und  als  Dreiecksseite  zu  zwei  Hauptdreiecken.  Nun  ist 
aber  aus  den  Elementen  der  ebenen  Trigonometrie  und  Tetra^o- 
nometrie  bekannt,  dass  jede  Seite  eines  geradlinigen  Dreiecks  gleich 
der  Summe  der  auf  sie  bezogenen  Projektionen  der  beiden  ande- 
ren Dreiecksseiten,  und  dass  jede  Vierecksseite  gleich  der  Summe 
der  auf  sie  bezogenen  Projektionen  der  drei  übrigen  Viereckssei- 
ten ist,  gleichviel  von  welcher  Form  das  Viereck  ist;  also  wird 
zuvörderst: 
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Werdeu  diese  6  Gleicbuugen  beziehungsweise  mit  aa^b^c^ 
multiplicirt,  so  erhält  man  linker  Hand  die  Quadrate  der  Haupt- 
seiten. Je  zwei  derselben  addirt  und  mit  einer  entsprechenden  drit- 
ten verglichen  geben  die  Ausdrücke: 
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i 


Digitized  by  Google 


230 

a1  =  bc  cos  [bc)-\-  btcx  cos  (bxct)-+-  bbx  cos  B —  ccx  cos  C 

=  L*  -\-cS  —1bcx  cos  (fo,)^  ^        cos  (bxc) 

ax*=bcx  cos  (£c,)-f-£,c  cos         -I-M,  cos  B —  ccx  cos  C 

=  6*  -f-o»  —  2ta  cos  (fo)  =  cos 
//*  =  <w  cos(ac)  +  axcx  cos  -h       cos  C — aar,  cos  A\ 

=  flJ+f,,-2«c,  cos        =      -f-c*  —  2<?,c  cos 

cos  (ffc,)-r-«,r  cos  («r,c)  -hcex  *osC~aax  cos  AI 

=  a7  -\-c*  —  lac  cos       =       -f-       —  2«^,  cos 
r*   =      cos  cos  (axbx)  +  aal  cos    —  hhx  cos  ü 

=  a*  -\-bx%  —1abx  casC^Jsa,3  -f-£a  —  2ä,£  cos(«»£) 
c,a  z=abx  cos  {ab x) a xb  cos  («r,£)  +       cos-^  —  M,  cos  ß  j 

=  a*-+b*  —  %rb  cos<«//)  =       -h^1  —  2*^,  cos («A) 

Dcmnacli  können  jede  zwei  Gegenseiten  auf  drei  verschiedene 
Aden  aus  vier  übrigen  Hauptseiten  und  den  0  von  ihnen  gebilde- 
ten Hauptwinkeln  gefunden  werde u;  Führt  man  endlich  noch  drei 
Hülfsgrösseo  tf,ö*,ö*,  ein.,  so  dass  man 

6* x7  =  bc  cos  {bc)+bcx  cos(Är1)-r-Ä1c  cos  cos 
6^=ac  cos  (ac)-\-acx  cos (ac x)^a tc  cos(axc)^axcl  cosf*»,*?,) 
d3*=ab coB(ab)-t-ab x  cos(abiy+-albcos{4ixb)-t-axlx  cos(a,£,) 

s 

hat,  so  ergiebt  steh  auch  noch: 

J.'ss^'-M,*— 2M,  cos  B  =  c*-\-cx2+2cct  cos  C\ 
oV  =  £* —  2er,  cos  C  =z  a%     a  x% +  *lma  x  cos  a\  4. 
6V  =«»-!-•,»  —  2a«,  cos  A  =  b*  -\-b*  +1MX  cos  B) 

» 

§.  5. 

Die  geometrische  Bedeutung  der  flülfsgrosseu  StStSt  ergiebt 
sich  sofort,  wenn  man  die  Ausdrucke  Nr.  4.  censtroirt.  Man  ziehe 
nämlich  Taf.  III.  Fig. 3.  aus  der  Hauptecke  B  die  Gerade  BNQAC 
und  verbinde  D  und  AI  durch  eine  Gerade,  so  ist  DN=dx.  Zieht 
man  ferner  aus  D  die  Gerade  DM^.AC  und  verbindet  B  und  iV, 
so  wird  die  Gerade  BM=$*\  and  macht  man  BPQAO  und 
I)P#Aß  und  verbindet  €  und  /»  so  ist  die  Gerade  CP=*,. 
Diese  Coastruktion  zeigt  erstens,  duss  die  ftiHfsgrössen  ö\ die 
doppelten  Verbindungslinien  der  Mittelpunkte  je  zweier  Gegenseiten 
sind,  und  zweitens,  dass  sie  sich  sämmtlich  in  einem  und  demsel- 
ben Punkte  schneiden  und  gegenseitig  halbiren  müssen.  Bezeich- 
net man  von  den  Winkeln,  welche  je  zwei  der  Linien  Sx62St  mit 
einander  an  ihrem  gemeinschaftlichen  Dtircbschnittspunkte  machen, 
diejenigen,,  die  den  Seiten  a  b  c  gegenüberliegen,  beziehungsweise 
mit  (Stt)  (Sxl)  (o\a),  so  hat  man  noch: 
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-2<rao%  cos  (0%a) 

—  2o\o*J  COS  (<f|,) 

—  2d,o%  cos  (<fia) 
H-2Jacfa  cos  (ö%,)( 
+  2J^,  cos  (Jlf) 


5. 


4r,a  =  J13-J-^"--*-2J1Ja  cos  (Jia) 


Aus  den  bisher  gefundenen  Formeln  ergeben  sieh  nun  durch  zweck 
'rc  Verbindung  derselben  folgende  neue  Ausdrücke: 


JI»  +  «*,«=2(Ä«-|- V)(  6. 


Demnach  ist  iu  jedem  vollständigen  Vierecke  die  doppelte  Suuii 
der  Huadrate  zweier  Gegenseiten  gleich  der  Summe  der  Uuadn 


i  nie 
Quadrate 

der  doppelten  Verbindungslinien  zwischeu  deu  Mittelpunkten  der 
keiden  anderen  Paare  von  (Jcsrcuseiten.  , 
Unmittelbar  ergiebt  sich  hieraus: 


'in  i  a 


<V  =     «»H-Äf.'  +  Ä'  +  Ä,»  —  — 
2(Ä»-+-Ä1»4-ca-|-crl»)=:2JI'+        +  d,' 


7. 


welches  die  bekaunten  von  Hu  ler  gefundenen  Sätze  sind.  Für 
3ie  verschiedenen  hier  vorkommenden  Winkel  eigebeu  sich  fol- 
gende Ausdrücke: 

cTa a  —  C?a *  =  4flT«r ,  cos  J,  <y,a  —  »a  =  62d3  cos  (oVj)l 
^•-.^»  =  4^,  cos/?,  V-Ä'=*tJa  cos  ((?13)  8. 
6*,a —  oV=4cr,   cos  C,  c,2 —  cz  =    c?a  cos  (o*,  .,)) 

a'H-0i'  =  6'  +  6|S— 2<V|  cos  C=c1  -r-c,'  -t-2/zÄj  cos/?\ 
£a  4-  £j '  =  ca  -f-  c, 1  —  2«»,  cos^=«*-f-«1a  +2cc,  cos  Cr 
c'  +  c.'rsa'+fl,'-^,  cosJÄ=^'4-^1»-f-2ff«1  cos^i 
0  =  <m,  cos  ^4-1-66,  cos  Zf-f-cr,  cos  C  ] 

Ferner  erhält  »an  durch  Addition  von  (2)  und  (4)  und  gehörige 
Substitution  aus  (1)  die  Gleichungen: 
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+  *V=*'  +  c*  cos  (*.c,) 

ml%-i-öl*=6*   -+-  rt*  -f- 2£,r  cos 

+  -f-2-r.r,  cos  {mtct) 


c*    -M,*=«*  cos 

=rjr,*H-Ä,*-#-2«Ä  cos 
f.'+i,'  =«»  +A,,+2*1*  cos  («,*) 


Sind  daher  die  9  Geraden  aal66lcclöld2dt  gegeben,  so  lassen  sich 
aas  je  sechsen  tod  ihnen  immer  zwei  Hauptwinkel  findest.  Sind 
die  Hauptseiten  allein  gegeben,  so  reichen  diese  bin,  alle  drei  cha- 
rakteristischen Winkel  zn  berechnen;  sollen  hingegen  die  4  Vier- 
eckswinkel irgend  eines  einfachen  Viereckes  gefunden  werden,  so 
muss  ausser  den  6  Hanptseiten  auch  noch  eine  der  Grössen  S  und 
zwar  diejenige  gegeben  seiu,  welche  zu  den  Diagonalen  dieses 
Viereckes  gehört   demnach  ist  also  z.  B. 

cos  A  = 

cos  C=s  ■   —  — — - 

xccl  \ccx 


12. 


-**«*  i 

_  Ä  s 

u.  s.  w. 

>.  6. 


Neben  den  in  $.  4,  unter  Nr.  1.  zusammeugestellten  Fundamen- 
talgleichungen  giebt  es  aber  bekanntlich  noch  eine  zweite,  in  wel- 
cher die  Sinusse  der  Winkel  vorkommen,  und  die  gewöhnlich  un- 
ter der  Form:  0  =  *f  sin  sin  Q-\- p  sin  it  für  das  Viereck, 
und  m  sin  P= n  sin  Q  für  das  Dreieck,  dargestellt  wird.  Der 
Kürze  halber  sollen  im  Folgenden  beide  gleich  zusammengezogen 
werden;  dies  giebt  die  Ausdrücke: 
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a 

siu 

(acx)  =  b 

siu  (bcx)  =  c 

siu  C  —  a  | 

siu 

=  c 

si  n  C  —  £ , 

sin 

CM.) 

a 

siu 

(ac)  =  b, 

sin  (btc)  =  c, 

siu  C — ax 

sin 

sin  C—  b 

sin 

(4e) 

a 

siu 

(abl)  =  c 

sin         =  £ 

sin  B-\-ax 

siu 

sin  B-\-cx 

sin 

a 

sin 

(ab)  =  cx 

siu  (//£•,)  =  £, 

siu  B-\-ax 

siu 

(axb) 

sin  Z?-f-e 

sin 

(bc) 

f, 

sin 

Olli 

(a  JA  -  -  c 

<u  n     •/    I  /» 

Ol  1 J      -  ■       1      V  | 

Kl  II 

•'■II 

(a  b  ) 

=  a 

sin  A-\~cx 

sin 

b 

siu 

(ab)  z=cx 

sin  = 

sin  -rdf-f-Ä, 

siu 

(•*») 

sin  ^f-t-c 

siu 

M 

13. 


Multiiilicirt  man  diese  sechs  Gleichungen  ihrer  Ordnung  nach  mit 
den  Grössen  clcbibaxa,  so  erhält  mun  durchgängig  die  Produkte 
je  zweier  Hauptseiten  in  den  Sinus  des  eingeschlossenen  Haupt- 
oder charakteristischen  Winkels.  Werden  daher  statt  dieser  Pro- 
dukte die  entsprccheudeu  Flächenräume  gesetzt  und  zugleich  die 
Bezeichnungen 

aax  sin  A  =W\  ' 

bb%  sin  B  =  2F'  14. 

i 

ccx  sin  C  =  2F  ) 


(iugelührt.  so  ergieht  sich  hei  gehöriger  Vergleichuug: 

F  =Tx  +  T*=Tt  +  TA 
F'  =  7\  —  T4  =  Tt  —  tA  15. 
F"  =  Tx  —  T,  =  T4  —  TJ 

Aus  dieseu  Gleichungen  folgt  unmittelbar,  dass  die  Grössen 
FF'F"  die  Flächeninhalte  der  einfachen  Vierecke  erster,  zweiter 
und  dritter  Form  sein  müssen,  und  ein  Blick  auf  Taf.  III.  Fig.  3. 
giebt  unmittelbar: 

Dreieck  BCP  =  F"  =  \aax  sin  A  =  \6iöi  sin  (J31) 
Dreieck  DCP=F'  =\bb,  sin  B  =  \dxd9  siu  (Sl3)\  16. 
Dreieck  DBM=  F  =\ccx   sin  C= sin  (Sx  2) 


Durch  gehörige  Verbindung  der  Ausdrücke  in  (14)  und  (15)  findet 
man  uoch  die  Werthe: 


F  +  F^r.  +  r,,  F  —  Fv=  T2  -+-  T4 

^+r=rI  +  T4,  -h  r,  >  n. 

*"H-jF"  =  Tx  -  T„  F'-F  =  Tt  _  TJ 
iu  gleichen 
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ZTX  =  F+F'+F" 
y  2T,  rzzF-f-F'  —  F"\ 

2T4z=F  —  F'-h  F' 
2T2=zF  —  F'—F" 

Wie  wir  bisher  Relationen  zwischen  den  Seilen,  iugleichen 
zwischen  den  verschiedenen  Fläcbenräumen  zusammengestellt  haheu, 
so  lassen  sich  auch  Relationen  zwischen  den  verschiedenen  Win- 
keln angehen.    Zu  dem  Ende  setze  man: 

(ab)  -f- =  i 

so  ist  zuvörderst  klar,  dass,  wenn  ^^180°  wird,  tp'  und  ip"^.0n 
werden  muss,  weshalh  denn  unter  allen  Umständen 

y  — 180°  (20) 

ist.  Auch  zeigt  ein  Blick  auf  Taf.  III.  Fig.  1.,  dass  %p  die  Summe 
zweier  gegenüberliegender  Hauptwinkel  im  einfachen  Vierecke  der 
ersten  Form,  360°  -i-tp'  und  360°  ty*' 'hingegen  dasselbe  Tür  die 
einfachen  Vierecke  zweiter  und  dritter  Form  ist.  Mit  Hülfe  dieser 
drei  Winkel  nun  so  wie  der  drei  charakteristischen  Winkel  des 
Viereckes  können  alle  12  Hauptwinkel  auf  folgende  Weise  ausge- 
drückt werden: 

(at)  =  ±(y —A-\- ß)  —  90° 
{ai6t)  =  l(y  +  A-B)+W<> 
(abt)  =  <)0°  +  {(-tp  +  J+ß)l  ' 
(at  b)  =  270°  —  |(uv  -\-A-\-B) 

(ac)=W°  -{(J+C-i-y'),    (bc)= l(B+C— tp")  —  90« 
{atct)=W»  -y{A+C-y%(bxcx)=l{B+C+y'')--  90< 
(ac%)  =90M-iM  —  C+V'),  (äc , ) = 90°  «H (— C+ip") \ 
(a,c)  =90°-|(— ^-§-C4-V/),  (blC)=W>  —!(ß-  C-f-ip") 

Es  sind  daher  allgemein  in  jedem  einfachen  Vierecke  die  vier  Vier- 
eckswinkel bekannt,  wenn  die  Summe  zweier  gegenüberliegender, 
und  die  beiden  zu  den  Vierecksseiten  gehörigen  charakteristischen 
Winkel  gegeben  sind.  Mit  Hülfe  dieser  Ausdrücke  lassen  sich  eine 
ungemein  grosse  Masse  von  Relationen  zwischen  den  einzelnen 
Winkeln  des  vollständigen  Viereckes  bilden.  Im  Folgeoden  sollen 
einige  derselben  zusammengestellt  werden,  da  wir  sie  späterhin  in 
Anwendung  bringen  müssen. 

cns(ab)  cos(a,£,)+cb's(flr61)  co8(<ar,£)=-f-c©s^ — cos^  cos/?) 
coa(ab)  cos (axb)  -+-cos(or//, )  cos  —  cos^#+co8^  cosß)  23. 

cos  (ab)  cos  (ab , )  -f-cos  (<»/>,)  cos  (a ,  b)=  -f-cos  B—  cos  tp  eos  A ) 


22 
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sin  (ab)  sin  (ir.^H-sio  (abx )  sin  (<?,//)=  —cos  ^  — cos    cos  B\ 
sin  (a£)  sin  («,£)  -f-siu  (axbx)  sin(«f^l)=-|-co8^/-hcos  tfp  cos/?}  %\. 
sin  (ab)  sin  -f-sin  (/*,£,)  siu(«I£)=  —  cos#  —  cos  #  cos^/J 

cos  («r£)  cos  (axb\)—  cos  cos  — sin  -/  siu 

cos  (/srÄ)  cos  (Va,"ä)  — cos  (flF,^,)  cos  = —  sin  if>  sin  ii)  25 

cos  («r£)  cos  (nbt)  —cos  («,//,)  cos  (atb)=  —  sin  i/' 

n.  s.  w.    Nimmt  man  hingegen  linker  llaud  immer  uur  die  Hälf- 
ten der  Huuptwinkel,  so  wird: 

4  *  . 

cos  {(ab)  cos  H"A)  — cos  JM.)    cos  \(axb) 
t   ,  =cos  Jy  — sin  U  cos  »Äj 

cos  2(«r//)  cos  ](ftxb)  —  cos    (",<£,)  cos  {(abt) 

=  sin  \A  —  cos  \tp  cos  \if[ 
tos  [(ab)  cos  !(*///,)  —cos  cos  af«,^) 

=  cos  iÄ  —  cos  sin 

*in  [(ab)  sin  !(//,//,)  ~  sin  £(«£,)    siu  \(axb)  \ 

=  cos       -f-sin  '.i  cos  »/fj 

siu  ](ab)  sin  i(«/>)  -»in  JK^,)  sin 

=  sin  ^+cos  \xp  cos 

sin  -£(<//£)  sin  ^(w^,)  — sin  ^(ffj^,)  sin  \{axb) 

=  cos  *Ä-f-cos       sin  \A-t 

*•  p"  *  w  •- 

cos  [{ab)  cos  !(*,/'(  )  +  cos  cos  \(nxb)  =  cos       sin  |/?| 

cos  ^(fl'Ä)  cos -.](«,£)  -J-cos  cos  J(«rÄ,)  =  sin  .Jt^  sin  ^/f?  28. 

cos  [(ab)  cos  -+-cos  l(axbt)  cos  ^ («,£)  =  sin       cos  \  J) 

n.  s.  w.  Wollte  man  alle  möglichen  Combinationeu  der  vorliegen- 
den Gattung'  unter  den  12  Haupt  winkeln  entwickeln,  so  würde  "dies 
72  verschiedene  Systeme  von  Ausdrücken  geben,  deren  jedes  aus 
drei  einzelnen  Gleichungen  bestände.  Ks  lohnt  jedoch  nicht  der 
Mühe,  mehr  von  diesen  Wormeln  hier  aufzuführen,  da  sie,  sobald 
man  ihrer  bedarf,  aus  den  Gleichungen  (21)  und  (22)  unmittelbar 
gefunden  werden  k (Minen. 

§.  8. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  können  wir  nun  dazu  übergehen, 
andere  verstektere  Relationen  zwischen  den  Bestandteilen  des  voll- 
ständigen Viereckes  aufzusuchen,  zu  welchem  Ende  wir  folgendes 
trigonometrische.  Theorem  vorausschicken,  das  wir  au  einem  anderen 
Orte  (M.s.Nr.  XIV.  im  2.  Hefte)  näher  eutwickclt  und  begründet  haben. 
Sind  nämlich  kmn  die  drei  Seiten,  ÄTP/jVdic  ihnen  gegenüberliegen- 
den Winkel  und  O  der  Flächeninhalt  irgend  eines  beliebigen  Dreieckes, 
und  werden  für  ein  anderes,  ebenfalls  ganz  beliebiges.  Dreieck  die- 
selben Grössen  beziehungsweise  mit  Axmx nx  KxMiA?l0l  bezeichnet; 


27. 
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so  finüeu  für  den  Fall,  dass  =  ist,  stets  folge u de  Glei- 
chungen statt: 
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20  ,  =  kxm  sin  K  cos  Mx  -+-  kmx  cos  Kx  sin  M 
=  kkx  sin  -flf  cos  Mx  +  *•*«,  sin  AT  cos  Ä", 

20,  =kxm  cos  K  sin  iV,  sin  Kx  cob,  Iff 

=  kkx  cos      sin  Mx  H-        cos        sin  J5f, 

$.  9. 

Die  vorstehenden  Ausdrücke  gestatten  nun  eine  unmittelbare 
Anwendung  auf  das  Viereck,  da  in  diesem  jede  Hauptseite  aucii  zu 
zwei  Hauptdreiecken  gehört.  Setzt  man  daher  zuerst  e  =  n  und 
dann  cx  =»,  so  erhält  man: 

c2cx*  =a%ax%       6*bx*  —  1aaxbbx  cos  y\ 
c%fx%  =  a%b*  +a*b*  —  2aaxbbt  cos  tyi  32. 
*,»/»•  sstf»V  -r-«ia^*  —  2aaxbbx  cos 

c'Vss«**'  +  +3«f  ,46,  cos(^-r-Ä) 

=         -r-»i*Ä*  -+-2*«^,  cos(^— /^)| 
c»^  ^.'H-^«,^  cos(^-f-Ä)j 

c1^*=«*«la+  b*bx*  +  2aaxbbx  cos  — 

die  vier  Grössen  fxf\tl\tl%  bestimmen  sich  durch  folgende  Glei- 
chungen: 


,'+2**,  c«i(<M-4r>=*'-t-*i  cos(r-<) 
^a,  cos  {C—^—b^b^—Ub,  cos 
»  =     H-       —  2*£    cos  \{bc)  —  (ac)\ 

=       H-/y,a  —2albl  cos  — 

,,'=«'  +  *. '-2«'.  cos  — (V,)] 

>.,  =  •«■  +  '■  cos  [(fea) -(•,*,)], 

Die  geometrische  Bedeutung  dieser  Hülfsgrössen  ist  folgende.  Denkt 
man  sich  (Taf.  III.  Fig.  4.)  in  dem  einfachen  Vierecke  abaxbx  die  bei- 
den über  der  Diagonale  c  stehenden  Seiten  b  und  ax  mit  einander 
vertauscht,  so  erhält  man  ein  neues  Viereck  von  der  Ordnung 
aaxbbx.  lu  diesem  ist  die  eine  Diagonale  c  unverändert  geblie- 
ben; statt  der  anderen  Diagonale  cx  aber  des  ursprünglichen  Vier- 
eckes ist  eine  neue  Diagonale  entstanden ,  welche  gleich  fx  ist. 
Die  doppelte  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  der  beiden  Diago- 
nalen c  und  fx  ist  dann  gleich  der  Grösse Hätte  man  dagegen 
in  Taf.  III.  Fig.  4.  die  beiden  Seiten  axbx  über  der  Diagonale  cx  mit 
einander  vertauscht,  so  erhielte  man  ein  neues  Viereck  von  der  Ord- 
nung abbxax  und  in  diesem  würden  cx  und  f2  die  beiden  Diago- 
nalen und  17,  die  doppelte  Verbindungslinie  ihrer  Mittelpunkte  sein. 
Ucbrigens  ist  klar,  dass  in  beiden  abgeänderten  Vierecken  die 
Grössen  F  und  fp  ihren  Werth  nicht  ändern.  —  Endlich  findet 
man  mittelst  des  Theorems  Nr.  30.  noch  die  Formeln: 

i 
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=  MiF'-t-W,/^,  cos  1/, 

=  16(F'=b  F")*  -  &Mr,46,  cor  M=p  \  35 

= mm,i^i -  *v»-y_8aai66>  eos(,+J  • 

10. 

Wendet  man  das  allgemeine  Theorem  auf  diejenigen  Haupt- 
dreiecke  an,  welche  über  den  Seiten  6  und  bx  stehen»  d.  Ii.  setzt 
man  ö  =  n  und  dann  ot=u,  so  bekommt  man: 

ä»2ä,  1  :=  -J-   c*c}2  —2aalrcl  cos  »//'i 

//V^nrrtV2    +«1»f|'  —  2*//,^,  eos  *A  3tf. 

/v,*ra2  =*Vt  -2^,rr,  cos  V''> 

+ff1,cllH-2ff«1fc,  cos  (.7  — 

=  cos  — 

/y1^V=^X,+  ^,1+2ff</,^1  cos(^+0) 

e.'rsrt'+ff,'— 2««,  cos  ty+ÄJr^-i-r,  z-\-2ccl  cos(/f—  y")  * 
ra*=»»M-<*,a—  2,/„,  cos(t/;-/?)=c»H-r12-4-2^r1  cos(//-h^)j 
£,  3  =  a*  -f-  c»  —  2*e    cos  [(alz)  (Ar)] 

=       H-r,2  —  2/ar.r,  cos  [(Ar,)  -t-(",'')|l 
f2*  =     4- ct- — 2#,r  cos  KffAJ  +  f/^f,)! 

1  —  ",2-+-f*   — 2/7,r    cos  [(*,£,)+ 

VV=  /-,)  («-r-rtr,— r-f-r,)  («— «.-H^+c.JX 

X  -r-r-f-r, )  — 

zzzIGF'H-S^.rr,  cos 

=  16(F±  /"')*  -  8"",rr,  C08  {A  =p  C)  > 
=  <»^"^-)  +  ^'-^V^,^  cos(^)( 

Vertauscht  man  (Taf.  III.  Fig.  5.)  Uber  der  Diagonale  />  die  beiden 
Vierecksseiten  ax  und  r,  so  erhält  man  ein  neues  Viereck,  in 
welchem  h  und  r,  die  Diagonalen  und  f,  die  doppelte  Verbindungs- 
linie zwischen  den  Mittelpunkten  der  letzteren  sind;  vertauscht  mau 
dagegen  die  beiden  Seiten  ax  und  i\  üher  der  Diagonale  so 
werden  //,  und  r.,  die  neuen  Diagonalen,  uud  C2  die  doppelte  Ver- 
bindungslinie zwischen  deren  Mittelpunkten. 


*,)  —  $anxcc,  1 
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f.  11. 

Wendet  man  endlich  das  allgemeine  Theorem  auf  die  Haupt- 
ilreiecke  Uber  den  Seiten  a  und  ax  an,  so  ergeben  sich  für  a=n 
und  ax=u  die  Formeln: 

£2/yE 2 -|-  c»c,'- cos  ^"j 

a*dx%  =b*c%  -k&^cS  —266lccl  cos  i//">  40. 

«»^•ss^.'+i.V  -2M,cc,  cos  V"' 

+^I»CI*  +  S^I£VI  cos  (/?  —  T) 

=         +  -f-W*,«?,  cos(/r-r-C) 

=  6*6,'  +  eV;,»-*-^,**,  cos(Ä  — C) 
*,2f32  =42V-*-  eV^+SW^rc,  cos  (Ä-f-T} 
//I^=c»-|-rl»-2cc1  cotf^+^ssd'+V-ft-BM,  cosfy— ^) 
j/s'se'-Hr.'-fev,  coi(^^)==^9+^i*+2^i  cos(tH-^#) 
fl2  =  ^-f-c»  —  2£c   cos  -r-(«^)I 

=  V  +  *i"  -  cos  [(«*,)  +  («*,)] 

«a*  =  ^+«,*— cos  [(«,6)-!- (*,<?.)] 

==  VH-**  -Mtc  cos  ((«,*)  +  («,*)]' 
Hier  entstehen  dx  und  e,  auf  die  bekannte  Weise,  wenn  über  a  in 
Taf.  III.  Fig.  6.  die  Seiten  h  und  c,  vertauscht  werden;  hingegen 
erhält  man  die  Diagonale  <(z  und  die  Verbindungslinie  t2 ,  wenn 
man  über  //,  die  Seiten  ax  und  ct  verwechselt.    Endlich  ist  noch: 

—  10/^/2  +  8^,  rc,  cos  t//' 
=  l6(F=b/^)*—  8M,w,  cos  (ß^pC) 
=  M|f#-VlH;W^t_M|(>[  cos(Ä+r) 

1 

*.  12. 

Von  den  gefundenen  Ausdrücken  wollen  wir  nun  zuerst  fol- 
gende zusammenstellen: 

***,'==£•*,>+<?'*,'  — 2^,«-,  cos  tp". 

£2£12==*2flr12-f-c2c12---2<ar«1ccI  cos  y'f  44. 

cV, 2  * — 2aatMt  cos  ^  I 

Es  ist  demnach  in  jedem  einfachen  Vierecke  das  Quadrat  des 
Produktes  beider  Diagonalen  gleich  der  Summe  der 
Quadrate  der  Produkte  je  zweier  Gegenseiten,  vermin- 
dert um  das  doppelte  Produkt  sämmtlicher  vier  Seiten 
in  den  Cosinus  der  Summe  zweier  Gegenwinkel.  Dieser 


43. 
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Satz  bildet  den  Ptolemäischcn  Lehrsatz  in  seiner  grösstcn  Allge- 
meinheit; er  geht  in  den  letzteren  über,  wenn  tß=180°  wird,  wo 
dann  ^'  =  ^"==0°  ist,   Ferner  ist: 

16JF*  =  («+«irM— *i)  («-H»,—  («— fl»,H-M-Ä,)X» 

X(— «H-«,-!-^,)— 16««,^,  cos»  jy>  1 

X( — g-H»!  I  g  I  g|) — 16flf«ir<?j  cos*  / 
16/*»=(£  +  £i-r-*— *i)  (b-\-bx—c-\-cx)  ^,-HH-^i)Xl 

X(— //-f-<5 ,  -f-c-Hr , )  —  1 6M ,    ,  cos*  I 

Demnach  ist  der  vierfache  Flächeninhalt  jedes  einfachen 
Viereckes  gleich  der  Quadratwurzel  aus  einem  Unter- 
schiede, dessen  Minuendus  aus  dem  Produkte  der  vier 
Ueherschüsse  je  dreier  Seiten  über  die  vierte  besteht, 
und  dessen  Subtrahendiis  gleich  ist  dem  16fachen  Pro- 
dukte der  vier  Seiten  in  das  Quadrat  des  Cosinus  von 
der  halben  Summe  zweier  Gegenwinkel. 

Sind  daher  vier  Seiten  gegeben,  nm  daraus  ein  einfaches  Vier- 
eck zu  bilden,  so  wird  dies  den  grössten  oder  kleinsten  Flächen- 
raum erhalten,  wenn  es  beziehungsweise  ein  Sebnenviereck 
erster  oder  zweiter  Form  bildet. 


Die  Gleichungen  Nr.  44.  zeigen  ferner,  dass,  wenn  man  die 
Produkte  je  zweier  Gegenseiten  eines  vollständigen  Viereckes  als 
die  Werthe  der  Seiten  eines  geradlinigen  Dreieckes  betrachtet,  als- 
dann die  Winkel  y  y' ip"  die  Winkel  dieses  Dreieckes  sein  müssen. 
Wendet  man  daher  auf  diese  Ausdrücke  die  bekannten  Transfor- 
mationen der  ebenen  Trigonometrie  an,  so  erhält  man  sogleich, 
wenn  zur  Abkürzung  aax~\-bbx  -f- ccx  =2*#,  gesetzt  wird: 


§.  13. 


aaxbbx  cos»        =«#t  (##, — ccx) 
aaxccx  cos»  ^=<i,         — bbx)  46. 
bbxccx   cos»  \%\f'=**x  (ssx—aax) 


cos  W  —  xp')        aax+bbx  i 


.in  W-*)=  **t-b/,A 
cos  lif,  ccx  \ 


Die  Gleichung  (46)  zeigt  übrigens,  dass  so  lange  nicht  #  =  180° 
ist,  immer 
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aax  -+-  bbx  ;>  ccx 

aax      ecx  >  bbx  \  49. 

bbx  -f-^c,  ^>aat 

sein  muss,  d;  h.  in  jedem  vollständigen  Vierecke  ist  die 
Sunme  der  Rechtecke  aus  je  zwei  Paaren  von  Gegensei- 
ten grösser  als  das  Rechteck  aus  dem  dritten  Paare  der- 
selben. —  Wir  wollen  ferner  den  Flächeninhalt  des  Dreieckes, 
welches  die  Grössen  aax  bbx  ccx  zu  Seiten  hat,  mit  E*  bezeich- 
oen  und  E  die  excentrische  Fläche  des  Viereckes  nennen,  so 
findet  man  für  " 


E*=jt{aax+bbl-i-ccl)  (aax-t-bbx— ccx)  (aax— bbx+ccx) 

X(-aax+bbx+ccx) 
±E*z=\aaxbbx  sin  \p  =  \aaxcc  t  sio  ip'  =  ibbxccx  sin  tfß" 

 l     a*ax*-i-A9dx*-i-c*cx*          ,     a*ax*  +b%bx%  — c*cx*  )  50. 

*  '  cot  v»H-cot  v'-»-cot  T  '  cot  yj 

  a%ax*  —  b*b*  +  c*cx%  __  ,     —  ä*a x *+b*b x t-j-c*cl 9 

— "*  *  cot  y/  T  '  cot  y>" 

Diese  Fläche  ist  positiv,  Null,  oder  negativ,  je  nachdem  tp  klei- 
ner, gleich  oder  grösser  als  180°  ist.  Sie  drückt  demnach  ge- 
wissermaassen  die  Grösse  der  Abweichung  des  Viereckes  von  einem 
Sehnenviereck  aus,  weshalb  der  oben  für  sie  gewählte  Name  uicht 
ganz  unpassend  sein  möchte.  Uebrigens  lässt  sich  E  noch  auf 
mehrere  andere  Arten  ausdrücken.    So  erhält  man  z.  B. 

aal(dl1-d%*)_  bbx{e*-eS)_  ccx{fS-fx*) 
M  —        sin  A        —        sin  B       —        sin  C  ÖV 

oder  auch: 

&  =  Hßb  +  axbx  -+■*/,)     H  +aA-f/,) 

X("/>,  —         -*-<•,/,)  (—  abk+axb  -f-r,/,) 
=  Ak  +  («c  +  <*xcx  — bex) 

X(ac  —  a.c,  -f-  (— +«.^, -f-^,) 

=  tt(*ci -|-*,£?  H-^i*») 

X  -f-^i^a)  (—  ocx  -\-axc  -+-b%e%) 

=  ^j(bc  +bxCx  -+-adx)    (bc  -+-bxcx—adx) 

X(i>c  —  bxcx+adx)    (—bc  +bxcx+adx) 
=z1\(bcx-t-bxc  +  (bcx  -hbxc  —  axd%) 

X{6cx—bxc  +axd7)  (—bcx+bxc  -+- a.rf,) 

Die  letztern  Gleichungen  zeigen,  dass  das  Maass  der  Abweichung 
des  Viereckes  vom  Seunenvierecke  stets,  dasselbe  bleibt,  wenn  man 
noch  über  irgend  einer  beliebigen  Hauptseite  zwei  andere  Haupt- 
seiten  verwechselt;  so  dass  hiernach  eine  uud  dieselbe  excentrische 
Fläche  zu  neun  verschiedenen  Vierecken  gehört. 

11.  16 


52. 
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§.  14. 

Aus  den.  iu  den  vorletzten  drei  Paragraphen  gefundenen  Aus- 
drücken können  nun  eine  ziemliche  Zahl  anderer  abgeleitet  werden, 
von" denen  indessen  nur  einige  beispielsweise  hier  Platz  linden  sollen. 


w 

M 

H 


3 


II  II 


P> 
M 

P> 


2 


p> 

M 


p> 


+ 

2  £ 


p» 
+ 


M 

P» 


I 

2 


2 


+ 

P> 
M 
Pi 


8 


p» 


o 

s 

I 


M 

fe»  P> 

*p> 

ps 


o 
o 

Vi 


+ 


p> 


18 


3 

V) 


2 


II     II  II 


p» 


p» 


m 

8 


n 
o 


I 


M 

p> 
»» 

+ 

ja«. 
*» 
\ 

I 


M 


-«  + 


p* 


PJ 


M 


P» 
P* 


+ 


-5 
O 

V. 


P» 
IJ 

P> 


I 

g 


v. 

S 


+ 


n 
c 

'JS 


+ 


M 


CS 

© 

W  I  V. 


1  p» 

- 


+ 

p» 

p» 
I 

— 

8 


3 

V. 


8 

8 


I 


p> 


+ 


p* 


8 


+ 


«2        b*c*  +  bx*cx*  -^W^cct  cos  {B  —  O 
PcS  +  bSct+UbtCCy  cos  (/?-+- C) 


f.* 


u.  s.  w.    Ferner  ergiebt  sich: 

**-4-oV  VH-J.^V  +  C.1}  56. 
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I 

so  wie: 

=  c2  -f-  6-, 2  —  2^,  cos  (i/;  —  A)  j 
+  -f- ^cr,  cos       —  1//) 

==^_Hc  J_2^1  cos  (V/-f-^T) 

=  a2      « ,  *  —  2cct  cos  (Zf  —  t//')y 
V =      -h  ^,'-4-2««,  cos  (tp—  //)  j 

rn/jr'-f-flr,1  —  lct\  cos  (J?-f- 
e»+i7l'=ö'  +  ff1J+2M1  cosfT-^')  1 

=  t>z  -4-<V  —  cos  (T  +  T/O 

«,»+^'=«'+«,'  +  2^,  cos(<?H-i//") 

=  £2 —  2*«,  cos  (C—  ty') 
Endlich  ist  aucb  Doch:  \  '   \     >  '     t  \ 

16/^  =4cac,'  —  (—  — 

=4£3V  -  (        +  —  *.*>»[  58. 

oder   1  ¥  X  A  ' 

4F  =  (— tang  6' 
4/v  =  (     ar2  ~J-  « , 2  —  r*  -—  <?,  2)  tang  H  59. 
4/,"=(-Ä2  -     J  +  c*  -h  r,3)  tang  ^ 

4    A  A        »         b  '  Ii  I    .»    III    -J     -    M  Iii    i^  ' 

Andere  Ausdrucke  wie  1$. 

16/"^"==  r,*i?3»  —  c'tjS  \ 

O        *  €  * 

sind  zwar  nicht  ohne  Interesse,  t'uhreu  jedoch  auf  zu  specielle  Be- 
trachtungen, als  da wir  sie  hier  näher  erörtern  könnten. 

kl  nd  ^  5; 

Es  ist  nun  zunächst  noch  ührig,  das  zugeordnete  Dreieck  mit 
seinen  Seiten  und  Wiukeln  zu  bctrachfeii,  was  mit  Hülfe  des  all- 
gemeinen Ptolemaischcu  Lehrsatzes  auf  sehr  einfache  Weise  ge- 
kann. Zuvörderst  erhalt  man  durch  Anwendung  des  bc- 
Satzes.  dass  Dreiecke  von  gleichen  Höhen  sich  wie  ihre 
i  verhalten,  die  Gleichungen: 


T4 

n  -f-  a 3  —  a  .  y^,,.  /y,  -f-  ff,  —  //,  . 


T 


V  •    ,  A 


10 


'Digitized  by  Google 


244 


und 


T2    .        ,  J\ 

T  T*  71, 

<ar,  =  /jr,  .         0,  _  *  ,  -^r,  cx  — Cx  .  ^ 


62. 


^63. 


Bemerkt  man  sodann,  riass  jede  zugeordnete  Seite  als  Diago 
nale  eines  einfachen  Viereckes  angesehen  werden  kann,  in  welchem 
die  von  ihr,  oder  ihrer  Verlängerung  geschnittene  Hauptseite  die 
andere  Diagonale  bildet,  so  giebt  das  Theorem  Nr.  44.  augenblick- 
lich folgende  Werthe: 

F*  F* 

=  ÄV  Ta4-+-  *,5lrl,7\4-r-2ÄÄIci?l7,>ar4»  cos  {B—C)\*. 
F1  Jp»  a1  a* 

=  &*cl*T9*+6t*c*.  TS+W&iCCtTSTS  cos  (Ä+C) 

=  a*c*  r,4  +  «l*cllT,4H-2«*1crI7V7V  cos  (C— -4) 
F1  P\*b*  ß* 

=         TV -4- 7\4-*-Wl«rITl»7'4»  cos(C-r-^#) 

F*F'*c%*y% 

=  a*b*  T2*  +  ax*bx*Ty*  -t-laajb,  7\*7V  cos(^-HÄ) 

F*F'*c*  y*  *  , 

zzra'VZV-r-*!1*1  T,4-f-2«ÄlWlTIa7,4a  cos(^—  Z?) 

Diese  Gleichungen  gestatten  nun  eine  grosse  Masse  von  Umformun- 
gen. Setzt  man  z.  B.  in  den  beiden  obersten  2T,=£Ic,  sin  (bxct) 
und  2T.  =  bc  sin  (6c),  und  lösst  und  F  nach  Nr.  16.  auf, 
fällt  der  gemeinschaftliche  Faktor  b*bx2c*cx*  ganz  heraus  und  o 
bekommt: 

isin»  /*  sin1  £  <*, 2«*  =  sin*  (Ä.rjT,1  -h sin»         T4*  j 

-r-2sin  (bxct)  sin  !T4  cos  (B  —  C) 


so 


54 

isin*  Ä  sin»  C  «»  a»  =  sin»  (£,<:)  T,»-f-sin»  (£c,)7V 

-r-2siu  sin  (bcx)Tx  Tt  cos  (ff-f-T) 

u.  s.  w.  Dann  könnte  man  auch  rechter  Hand  in  der  oberen  Glei- 
chung den  Faktor  *,»  und  in  der  unteren  den  Faktor«*  ausschei- 
den; indessen  würde  die  weitere  Verfolgung  dieser  Umformungen 
hier  zu  viel  Platz  einnehmen,  und  muss  daher  wegbleiben. 

Jede  zugeordnete  Seite  gehört  ferner  zu  4  Dreiecken ,  welche 
ihre  Endpunkte  und  eine  der  vier  Hauptecken  zu  Spitzen  haben. 
Dies  giebt  für  die  zugeordneten  Seiten  Ausdrücke  von  folgender  Form 

F*F*a*  1 
=r£»  F^TS+cSF^TS-Mc,  FPT2T<*\n2(-B+C+y,')\ 
=bx*F*TS+c*  F'TS+Ib^  FFTZT4  sin  \(B—C+qry  65. 
z=b*  jF»  7\  *-f-c»  F*Tx%—1bc  FFT%  Tt  sin  {(B+C—tf')] 
=V^*^.M-c1*/*»T,»--2£Ir1F/*7\  T,  sin  \{B+C+y») 
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u.  s.  w.  Auch  diese  Gleichungen  lassen  benicrkeuswerthe  Umfor- 
mungen zu.  Setzt  man  z.  Ö.  in  der  ersten  derselben  27*,  = 
mxöx  sin  (ajÄ,)  und  27\  =  «,c  sin  («,c)>  so  erhält  mau: 


,  M          (Mi)  .  sin»(«,g)  ,    2sin(*lAi  )»'"(«»*)  cos  (/*:,), 

a  —      ("shli-Zr       "lin»T  "+■   sin  B  sin  V  h 

./SinM«,^)  sina(a,r,)       2sin         sin  (a.c,)  cos 

=Ä»  (  sin'  Ä   +  "ffi^T"  H  sln^^T?  > 


Ausdrücke  würden  wichtig  sein,  wenn  <»s  gelänge,  die  in 
den  Parenthesen  stehenden  Winkelaggregate  auf  irgend  eine  Weise 
bequem  zusammenzuziehen.  Mit  den  bis  jetzt  gefundenen  Formeln 
scheint  dies  jedoch  nicht  gelingen  zu  wollen.  > —  Wichtiger  sind 
dagegen  die  Werthe,  welche  sich  durch  Anwendung  dieses  Verfah- 
rens für  die  Hauptseiten  ergehen.    Für  diese  ist  nämlich: 


F*a*  =ca7,la-+-r1*r,*  —  fcw.T.T,  cos 

F*a%  =^7\»-h//I»ri»-f-^lT1T,  cos 

F%mt%  =  c*T%*  +  cl*TS  —  2cctT,T.  cos  d 

F'»<fl*  =  Ä»r,»  +  ÄI»7,43-f-2^IT1T4  cos/T) 

u.  s.  w.  Demnach  ist  jede  Hauptseite  des  vollständigen  Viereckes 
durch  ein  Paar  Gegenseilen ,  ihren  charakteristischen  Winkel  und 
die  zwei  über  der  gesuchten  Hauptseite  stehenden  Hauptdreiecke 
bestimmt.  —  Sucht  man  endlich  den  Flächenraunt  des  zugeordne- 
ten Dreieckes,  so  hat  man  zuvörderst: 

Dreieck  CGE=^a  =  ^f^ 

Dreieck  CFE  =  &ß=  ^p^) 

Dreieck  CFG  =  &y  = 
und  hieraus  sogleich: 


i 
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Ausdrücke,  welche  hinsichtlich  ihrer  Rleganz  wohl  nichts  zu  wün- 
schen übrig  lassen.  Was  endlich  die  Winkel  des  zugeordneten 
Dreieckes  betrifft,  so  würden  sich  zwar  dieselben  aus  deu  drei  Sei- 
ten desselben  in  Verbindung  mit  dem  Flächeninhalte  A  ableiten 
lassen;  indessen  sind  die  so  erhaltenen  Ausdrücke  sehr  weitläufig 
und  unbehülBich.  Da  wir  die  Werthe  dieser  Winkel  im  Folgenden 
auf  eine  andere  Weise  bestimmen  werden,  so  mögen  dieselben  vor 
der  Hand  ausfallen. 


16. 

- 

Ks  bleibt  nur  noch  übrig,  die  Aufgabe  zu  lösen:  aus  irgend 
fünf  von  einander  unabhängigen  Stücken  des  vollstän- 
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digen  Vierecks  alle  in  dieser  Figur  vorkommenden  Sei- 
teo  und  Winkel  zu  bestimmen.  Die  Lösung  dieses  Problems 
wird  uns  eine*  allgemeine  Tafel  von  Wertlien  verschaffen,  wie  sie 
Carnot  in  seiner  Geometrie  der  Stellung  za  entwickeln  verlangt, 
um  durcb  Combiaation  der  in  ibr  enthaltenen  Ausdrücke  jeden  be- 
liebigen Bestandteil  der  Construktion  in  seinen  Beziehungen  zu 
den  übrigen  Bestandtheilen  übersehen  zu  können.  Als  die  fünf  ge- 
gebenen Bestimmungsstücke  mögen  im  Folgenden  die  vier  Abschnitte 
der  Bauplseiten  c  und  c,  zwischen  ihrem  zugeordneten  Punkte  E 
(Taf.  III.  Fig.  1.)  und  den  vier  Hauptpunkten  ABCD,  und  der  zu- 
gehörige charakteristische  Winkel  C  angenommen  werden.  Um  die 
Bezeichnung  ganz  unabhängig  zu  halten,  solleo  folgende  Benen- 
nungen eingerührt  werden: 


Hiermit  wird  nun  sofort  erhalten: 

2pl?l  cos  C,    &*=pl*-h<?i*+tyi92  cos  C 
ai*=pS+9S—1p%(?i  cos  C,  Ä.^.'-Hf.'+aM.  008  c 


71. 


\Z*=fTl'm\     c  siu  c 

2T4s=:gt{px  sin  C, 


—  20»,  —  />2)       -$r2)  cos  6]  73. 
-«*  +      -4-  4S  -h  V  =  %px  +  />,)  cos  C 

—  0»,?, +*>,?,)  cos  C  J  74 

-f-2(^1^2H-7Iy2)  -f- cos  C 
Ferner  ergiebt  sich: 

px=a   cos  (<w?)    H-y,  cos  C=zb    cos           —  q%  cos  C 

p2  =  at  cos           -4-^  cos  C=b{  cos           —  cos  C 

qx=a    cos  («rc.)  -+-/>,  cos  C=b,  cos           —  cos  C\ 

cos  («,0,)  +  ^.  cos  C=b    cos  (/*?,)  — />,  cos  C 

Durch  gehörige  Verbindung  und  mit  Hülfe  von  Kr.  72.  Gndet  man 
hieraus: 

ab  cos  {ab)    =(/>,*  —  — —  7»)  cos  ^1 

«i*,  cos  («,M  =  (p.*— +         -       cos  ^(76. 
<jtä,  cos(^,)  ~ /*,/>,)-?,(/>.  —  7'*>cos 

atb  cos  =  ('/3*  —  /'■/'.)-*- — /'»)  cos  r) 


75. 
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77. 


aax  sio  A  =  (pxq*  —        )  sin 
sin      =         — sin 
cos     ==(/>,/?,  H-?,  7»)—  (//, 7,  -4-^,7,)  cos 
—  M\  cos  /? z=.{pxpi  -+- qxq%)-\~\pxqx  -\-p*q%)  cos 

1M1  ahifsrfor, (y,H-7,)  (/*!/>,— 7,7»)  sin  C 
aaxbbx  cos^zz^^^,^,^)'^,^,^,^,)*-^!^,-*-^,)^  ?8 

■"MPi?*7i7*  cos2  C[ 
+  biP.+7,7,)  0»,  —  />»)  (9i  —  7a)  cos  C 

«w,  sin  ^  =  (^1^,-^,7,)  sij  C 
bbx  sio  yP={pxp%  — qtfi)  sio  C 

cos  ^=(^i7»-+-fi^»)— c°8  ^ 
66,  cos  ip"  =  (px(/l-i-prft)-i-(pxp*  +  9l<?2)  cos  C 

Da  man  ferner 


1 


79. 


«-  =  «   .  -  .  ö~  =  »   .  — 

P\9i—P%9\  t>'a- — 


1     Px9*-P*9x"     1        1  Px9x~P*9* 


80. 


findet,  so  ergiebt  sich  nunmehr  aus  den  Gleichungen  a*=£g 

cos  (6,c)  u.  8.  w.  nach  eiuigen  allerdings  ziemlich  weit- 
läufigen Reduktionen,  für  die  zugeordneten  Seiten: 
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Ausdrücke,  welche  durch  ihren  symmetrischen  Bau  sehr  bemerkens- 
werte sind.  Führt  man  die  Flächenräume  T  und  /'ein,  so  gehen 
dieselben  in  folgende  über: 
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F*  F'*a*  =c*  Tx »  T%%+c\ » T,*  T,2-*-^,  T,  T,  T9  T4  co*C\ 
F*F*ß*  z=c*  Tx  1  T2 »-hc,  2  Tt »  T4a~2rr,  T,  T,  T,  T4  cos i 


F*F"F»y*  =  c*  Tl2ftJ2(Ft  —  F)*  -+-<?,  * T% •  r4»(/*-r- (  82 

—  2cc,  r,  T,  r,  T4(/**  -        cos  c) 

In  dieser  Form  bilden  die  vorstehenden  Gleichungen  eine  höchst 
wesentliche  Ergänzung  der  unter  Nr.  63.  und  65.  zusammengestell- 
ten Ausdrücke.  Denn  die  letzteren  lassen  die  zugeordneten  Seiten 
aus  zwei  Paaren  vou  Gegenseiten  und  ihren  beiden  charakteristi- 
schen Winkeln  finden,  während  die  vorstehenden  Formeln  dieselben 
Grössen  durch  ein  Paar  Gegenseiten  und  dessen  charakteristischen 
Winkel  geben  (die  Dreieckflächen  T  natürlich  unberücksichtigt 
geJasscn). 

Uebrigens  führt  der  Gebrauch  der  Flächen  T  und  F  statt  der 
Grössen  p  und  q  immer  zu  bemerkenswert hen  Umformungen;  so 
geben  z.  B.  die  Gleichungen  (72) 

FF  =T,  T,  —  T2  T4  \ 
FF=TX  T4  —  Tx Tt\ 8V 
FF'=T,T4  —  TxTt) 

Für  die  Winkel  des  zugeordneten  Dreieckes  findet  man  nun,  wenn 
gleich  die  Flächen  T  und  F  eingeführt  werden: 

FF  F"  aß  cos  {aß)  =  c*  Tx*Tt* -±cx*T,*T42  \ 
F*FnF'  ay  cos  (uy)  =zcx  *Tt*  T4*{F  +  F')  j 

—  c*  Tx  3  Tt»(JP—  F)  -+-  2ccx  Tx  T%  Tt  T4F'  cos  C)  83. 
F*F  F'*ßy  cos  (ßy)  =  cx  »T,  *  T4*(F+  F)  l 

-r-<*  ^»T,«^  —  /"')  —  2cexTxT2TtT4F  cos  cj 

Ferner  ergiebt  sich  für  die  Winkel,  welche  die  Geraden  a,  /J  und  y 
mit  einer  Hauptseite  machen,  wenn  man  in  Taf.  III.  Fig.  7.: 

CEG  =  (ac)  CEF={ßc)  AFG  =  (y*) 

BEG  =  (acx)  DEF={ßcx)  BFG  =  (yax)l 

AGE=(ah)  AFE={ßa)  AGF=iyb) 

DGE=(ahx)  BFE=(ßax)  DGF=(y6x) 


setzt : 


FFu  cos  («c)  =c  7\  Ta-r-cl7'J7'(i  cos  C 

■ 

f/'o  cos  («*,)=<:,  TtT4  +  c  TxTt  cos  C 
Fa/\t£  cos(«£)  =:c*Tt*Tt  +  cx2TtTS 


9  -I    -»    -    -1  ( 

H-r^r.r^r.-t-r,)  cos  r/  • 

»l)  =  r27,l7,2i-4-r1ar,'T4  l 


FF'abx  cos(«£, 

-4-rr,  T,T3(T,  +  T4)  ro*  f 
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FF*'ß  cos  (ßc)  =f  T,  7'a  -  cx  Tt  T4  cos  C 
FF*ß  cos  {ßcx)=cxTsT4  —  c  TtT2  cos  f 

F*F»ßa  cos  (0«)  =     7\  *  T,  -h  c, 2  T, 3  7\ 

—  cf.T.rjT,^  T4)  cos  C 

P/^/S«,  cos  [ßat)  =  c*T,TS+cl*T%TS 

^-«?it1t4(tj  +  r.)  cos  c 
-^^T.jr^r.-r.H-rjr.-n)}  cos  c 

F>FF»y*t  cosfrsr, )=r, ■  7\  7*4 »( 7\  -  7\H-c»  7\  T,»(  T.  T4) 

F*PF"yb  cosi>£)  ==rl«T,T4»(7,1-T,)-c»TI»ra(T1-r4) 
-ccT.T.jr.fT.-TJ-^CT.-TJJ  cos  C 

PFF»ybx  cos »  7, 3  r4»( T, -  7;) — c Tx  T%*(T9-Tt) 
—ccx  T9  T$  \  T4(  Tx — 7',)—  Tx  ( T,  —  T4)  |  cos  C 

Kern  er  setze  man 

GMF=  (aa)     GPF={ßö)  EHS=(yc) 
GAIF=  {aax )    GQF=  (ßdt)    ESR  =  (ycx) 

so  wird  noch : 

F*F'a*  co8(oa)  =c*  T,  %T%—ct  1 T, 1 TVhtt.  7\  7,f  /*  cos  C 
F*F'amx  cos  («« ,  )=c%  Tx  Tt »— '  Tt  T4 »— «?,  Ta  T4 F" 
F*F'ß6  cosißö)  =c*Tl%T%—cl*T$f,4*—ccxTxT<F,cQ% 
F*F*ß6x  cos  (/!*,         7\  T9 »-c, >  Tf  »7V*-<*,  T,  TtF* 

FFP'y  cosfrc)  =c  Tx  T9{Tt-TA)-cx  T9  T4(TX-T9)  cosCj 
Ff*P'reoM(yel}=selTtT4(Tl^T9)^e  7\T,(Tf— T4)  cosCf 

Setzt  man  endlich 


87. 


88. 


1  1 

• 

8». 


90. 


HE=za%    PE=ßt  SG  =  yt 

JVE=a3    QE=ß%  GR=y9\m. 

AG  =  ax    QF  ==/?,  FR=zyx 

so  ergiebt  sich  alshald  noch: 

Ä  _ßF[_       _  ^ 


aF      a          ßF'  yJT 

a*=TTF'  P*=FTF'>  Y*=F^F' 

aF                  ßF  yF 

*■  =  'F+.~Fi  0.=K^>  =W+F' 
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Hieraus  findet  man 


« 


F 


ß~*-ßi  —  p^f=     ~    ß  :  ß*  =ß~h  ß>  '  ß% 
yF 


\ 


mithin  wird  im  vollständigen  Vierecke  jede  durch  zwei  zuge- 
ordnete Punkte  gezogene  Gerade  von  diesen  Punkten 
und  ihren  I)  u  rc  h  sc  h  n  i  ttspu  n  k  t  e  n  mit  dem  dritten  Paare 
der  Haunleiten  harmonisch  sretbeilt.  Auf  ffuuz  gleiche 
Weise  findet 


94. 


.       \.  V», 

woraus  «ich  sofort  mit  Hülfe  von  Nr.  61.  und  62.  ergiebt,  dass  im 
vollständigen  Viereck  ebenfalls  die  sechs  Hauptseiten  von  ein- 
arider selbst  und  den  drei  zugeordneten  Seiteu  harmo- 
nisch get heilt  werden.  —  Mit  diesen  Ausdrücken  ist  nun  die 
im  Eingange  des  Paragraphen  gestellte  Aufgabe  vollständig  gelösst. 
Ks  versteht  sich  übrigens  von  selbst,  dass  wenn  die  hier  entwickel- 
ten Formeln  auf  die  Abschnitte  eines  anderen  Paares  von  Gegen- 
seiten übertru^eu  werden  aollen,  von  diesen  Abschnitten  nur  das 
eine  Paar  positiv,  das  andere  hingegen  uegativ  genommen  wer- 
den miiss. 

*.  17. 

* 

Von  deo  Combinntioueu ,  welche  die  Formeln  des  vorigen  Pa 
ragraphen  zulassen,  soll  nur  eine  einzige  hier  erwähnt  werden, 
die  sich  auf  daa  Verhalten  der  exzentrischen  Fläche  des  Viereckes 
bezieht.    Ks  ist  nämlich  in  Nr.  78.  der  Ausdruck: 

mtxbb,  sin  V  =  {p,  -f-/»,)  [pxp*  —  ««  c  <*.  b 

gefunden  worden.  Hieraus  ergiebt  sich  unmittelbar,  dass  wenn  in 
einem  einfachen  Vierecke  die  Summe  zweier  Gegenwinkel  kleiner, 
gleich  oder  grösser  als  180°  ist,  der  Ueberschuss  des  Rechteckes 
aus  den  Abschnitten  der  durch  die  Winkel  gehenden  Diagonale 
über  das  Rechteck  aus  den  Abschnitten  der  anderen  Diagonale  be- 
ziehungsweise positiv,  Mull  oder  negativ  sein  mu&s.  —  Bildet  man 
tu  dem  vorstehenden  Ausdrucke  die  aualogeu,  so  erhält  man: 
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r\r%      Viva  —  p 
at(a  —  jjr.)  95. 

Demnach  verhalten  sich  in  jedem  vollständigen  Vier- 
ecke die  Unterschiede  der  Rechtecke  aus  den  Abschnit- 
ten je  zweier  Gegenseiten  umgekehrt  wie  die  Flächen- 
inhalte derjenigen  eiufachen  Vierecke,  zu  denen  jene 
Gegenseiten  als  Diagonalen  gehören.  Hndlich  folgt  auch 
aus  Vorstehendem  noch  der  einfache  Satz:  das s  in  jedem  ein- 
fachen Vierecke  die  excentriscbc  Fläche  die  mittlere 
Proporti oo nl fl  äche  zwischen  der  Fläche  des  Viereckes 
und  dem  Unterschiede  der  Rechtecke  aus  den  Abschnit- 
ten beider  Diagonalen  ist. 

*.  18. 

Wir  gehen  nun  dazu  über,  einige  der  bemerk enswertheren 
Fälle  zusammenzustellen,  in  welchen  ein  Viereck  durch  5  Stücke 
vollständig  bestimmt  ist.  Zuerst  zeigen  die  Formeln  des  f.  16. 
unmittelbar: 

1)  dass  ein  Viereck  durch  die  vier  Abschnitte  eines. 
Paares  Gegenseiten  und  deren  charakteristischen 
Winkel  vollständig  und  unzweideutig  bestimmt  ist. 

Die  blosse  Ansiebt  der  gedachten  Formeln  zeigt  aber  auch  fer- 
ner, dass  es  zur  vollständigen  Bestimmung  ebenfalls  hinreicht,  wenn 
die  ganzen  Seiten  c  und  c,  mit  ihrem  charakteristischen  Winkel  C 
und  ausserdem  noch  ein  Dreieck  aus  jeder  der  beiden  Complexio- 
nen  TXT%  und  T,7\  gegeben  ist.  Denn  man  würde  zuerst 
lFz=ccx  sin  C  und  dann  aus  den  Gleichungen  F=  Tx  -f-  T% 
=  Tt  -f-  T4  die  beiden  anderen  nicht  gegebenen  Hauptdreiecke 
berechnen,  aus  diesen  dann  nach  Nr.  15.  F*  und  F"  suchen  und 
hieraus  sodann  die  übrigen  Stücke  des  Viereckes  nach  den  For- 
meln des  f.  16.  bestimmen.    Demnach  ist 

2)  ein  Viereck  durch  ein  Paar  Gegenseiten,  deren  cha- 
rakteristischen Winkel  und  ein  über  jeder  der  ge- 
gebenen Seiten  liegendes  tlauptdreieck  vollstän- 
dig bestimmt. 

Da  übrigens  nach  Nr.  18.  jedes  der  Hauptdreiecke  T  durch  die 
drei  Vierecksflächen  FFP'  bestimmt  ist,  so  kann  man  auch  diese  als 
gegeben  betrachten,  und  dann  eine  der  Grossen  c  und  r,  wegfallen 
lassen,  indem  die  weggelassene  sich  aus  der  Gleichung  zF  = 
ccx  sin  C  sofort  finden  lässt.   Demnach  ist  ferner 

3)  ein  Viereck  durch  die  Flächenräume  der  drei  iu  ihm 
enthaltenen  einfuchen  Vierecke,  eine  Hnuptseite 
und  deren  charakteristischen  Winkel  vollständig 
bestimmt. 

Wollte  man  im  vorliegenden  Falle  statt  der  einen  Hauptseite 
lieber  den  charakteristischen  Winkel  C  weglassen,  so  würde  die 
Auflösung  zweideutig  sein,  da  C  aus  der  Gleichung  2F=rr,  sin  C 
bestimmt  werden  müsste.    Ferner  ist 
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•  ~'     "»  selten  und 

*-  es    i  ritten  Paares 

^  .--a    JÄrfiefi    *ajjbx  und  C, 

- 

~~  \       o.  s.  w. 
»■       — ccl) 

nika  durch  Division 


^•m  aber  alle  6  Seiten  des 
>  inaet  man  nach  Nr.  10. 
ve*te*  Nr.  14.  auch  die 
n-  Aufgabe  gelöst  ist. 

iu   1  gegeben,  so  giebt 


■   •  - 


~u$,  .:i>*  J  und 


-~±uuxi*hy  cos  (A-i-ß) 


lai'eu  von  Gegenseiten  und 
r..?cneo  Winkel  vollständig 

.e»icen  Übrigeos,  dass  statt  A 
Es  ist  nämlich  ganz  all- 


.  i  -  e  von  Gegenseiten  und 
Mittelpunkte  eines  der 
^.amt. 

^  nach  der  vorigen  Auflösung 
^         co*J  =  m9  +  mt*  —  ö»,* 
u.  t>e  vorige  reducirt 

rossen  ö*.  oder  ö%  gegeben, 

die  vorhergehende  zuruckge- 

v, -i  fa*re  von  Gegenseiten 
%  <  ii n  mgleick  in  dem  von 
,  vi:ED  Vierecke  die  Summe 

.  .    .<  T:  l-I  i*t. 

«an  ans  Nr.  48.: 


:a»g 
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woraus  wegen         -f- fff)  =  00  —  £9  die  beiden  Winkel  tp"  und 
gefunden  werden;  dann  erhält  man  ccl  durch  eine  der  Gleichungen: 

/  ll  \       cos  ^  sin 

er,  =(«,  si0  j(v,~-^)  =  <«».  coM(v,"_^T 

und  nun  aus  Nr.  11.  den  Winkel  C  aus  der  Gleichung  %ccx  cos  C 
— ■     -|- ^, •  —     —  a,'.    Ist  aber  einmal  C  gefunden,  so  lässt 
sich  das  Andere  durch  die  Formeln  der  Aufgabe  4)  finden. 
8)  Sind  von  den  6  Stucken,  nämlich  den  drei  Recht- 
ecken je  zweier  Gegenseiten  und  den  drei  charak- 
teristischen Winkeln,  5  gegeben,  so  ist  das  Tiereck 
dadurch  vollständig  bestimmt. 
Welches  von  den  genannten  6  Stücken  auch  fehlen  mag,  doch 
wird  es  immer  aus  der  Gleichung  Nr.  9. 

0  =  aal  cos  A+bbx  cos  B-\-cct  cos  C 

ohne  Zweideutigkeit  gefunden  werden  können.  Alsdann  geben  zu- 
vörderst die  Gleichungen  (47)  die  Werthe: 

.  .   "  — aa.)  (mm. — hb.} 

und  die  Gleichungen  Nr.  14.: 

2F'  =  aal  sin  A,   1F1  =  bbx  sin  B,    1F=ccx  sin  Ct 

woraus  mau  endlich  mit  Hülfe  von  (18)  und  (22)  die  Formeln 

,      —  {F+F-+-F)  (F+F-F'}  

a       bbt  cos        ip-t-A  +  B)  cos  }{y  —  A-}-B) 

(F-f-  F  -+-  F')  (F—  F  + 


b*  = 


aa,  cos  cos  U*P  —  A~t-B) 

(F+F  +  F)  (F—F'  +  F") 


~aax  cos  t(A  +  C+tf/)  cos  \(-A+C+if>') 

entwickelt,  aus  denen  abc  und  folglich  auch  albxc1  gefunden  wer« 
den  können. 

9)  Ein  Viereck  ist  durch  die  drei  Verbindungslinien 
zwischen  den  Mittelpunkten  je  zweier  Gegenseiten 
und  zwei  derWinkel,  unter  denen  sich  dieseLinien 
schneiden,  vollständig  bestimmt. 
Sind  o^ö^ö*,  und  zwei  von  den  drei  Winkeln  (o*,,)  (o*ia)  (ö*st) 
gegeben,  So  findet  mau  zuvörderst  den  dritten  Winkel  aus  der 
Gleichung  (o*, ,)  -f-  (o%,)  =  180°      (<J, ,),  und  sodann  aus  Nr.  5. 
die  6  Hauptseiten,  womit  die  Aufgabe  als  gelösst  anzusehen  ist. 
10)  Ein  Viereck  ist  durch  die  drei  Verbindungslinien 
zwischen  den  Mittelpunkten  je  zweier  Gegenseiten 
und  zwei  der  charakteristischen  Winkel  vollstän- 
dig bestimmt. 

Wären  also  o\b*,o%  und  z.  B.  A  und  B  gegeben,  so  suche 
man  aus  Nr.  6.  und  Nr.  11. 

2cos  A   =%aa"    2cos  B  =2W"  * 

■        4  • 

dann  wird: 
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t 

+  cos  A  =  Ö^  cob*  —  sin«  \A 
(«-«,)'  oos  A  =  dt*  cos2  \A  —  oV  sin*  j^f 
(ä-H ä,)*  cos  B  =  6t* cos*  iB  —  dS  sin3  \B 
(£  —  £»)*  cos  B  =  dts  cos*       —  o\*  sin*  |ff 


woraus  sich  sofort  die  Werthe  von  aaxbbx  ergeben  und  die  Auf- 
gabe demnach  als  gelöst  zu  betrachten  ist. 

11)  Ein  Viereck  ist  durch  die  vier  Seiten  eines  seiner 
einfachen  Vierecke  und  durch  einen  in  dem  letzte- 
ren liegenden  Viereckswinkel  vollständig  bestimmt. 

Sollte  man  z.  B.  aus  aaxbbx  und  dem  Winkel  (ab)  das  Viereck 
bestimmen,  so  hätte  man  aus  Nr.  10.  und  Nr.  2.: 

cx  *  =  a*  -f- b*  —  lab  cos  (ab) 
2atbl  cos  (axbx)  =  ax*  +  bx*-a*-b*-i-2ab  cos  (ab) 

fände  hieraus  y  =  (ab)  -f-  (axbx)  und  mit  diesem  Werthe  aus  (44) 

9  a2ax2  -f-  ^2//1a — 2aaxbbt  cos  ip 

C       ~      a%  +  b%  —ah  cos  (ab) 

12)  Ein  Viereck  ist  durch  drei  an  einander  liegende 
Hauptseiten  und  die  beiden  von  ihnen  eingeschlos- 
senen Hauptwinkel  bestimmt. 

Wären  also  z.  B.  die  drei  Seiten  babt  und  die  Hauptwinkel 
(ab)  und  (abx)  gegeben,  so  fände  man  aus  Nr.  2.: 

ci>  =  a'  +  b*  —  Zab    cos  (ab) 
c*  =  a*-^bxz—2abl  cos  (abx); 

alsdann  wäre  B  =  (ab)  -f-  (abx)  und  aus  Nr.  9.: 

ur^rrrc'-r-r,*—  «'-f-20/v,  cos 

womit  die  Aufgabe  als  gelöst  zu  betrachten  ist. 

J£s  mag  an  diesen  Aufgaben  genügen,  da  aus  ihnen  zur  Genüge 
erhellt,  wie  man  in  ähnlichen  Kälten  zu  verfahren  haben  wird.  Im- 
mer wird  es  möglich  sein ,  eine  solche  Combination  der  gefunde- 
nen Formeln  anzugeben,  dass  das  Viereck  aus  fünf  unabhängigen 
Stucken  sich  bestimmen  lässt,  dafern  nur  eine  solche  Bestimmung 
überhaupt  stattfinden  kann.  —  Uebrigens  ist  jedoch  zu  bemerken, 
dass  in  allen  den  Fällen,  in  welchen  die  Grösse  ip  durch  eine  tri- 
gonometrische Funktion  gefunden  wird,  wie  dies  z.  B.  in  der  4ten 
und  8ten  Aufgabe  der  Fall  war,  die  Auflösung  nur  dann  wirklich 

bestimmt  ist,  wenn  sich  anderswoher  entscheiden  lässt,  ob  tft^  180° 

ist.  Kann  eine  solche  Entscheidung  nicht  erhalten  werden,  so  tbun 
in  der  That  immer  zwei  Vierecke  der  Aufgabe  Genüge. 

*.  19.  ^ 

Zum  Schlüsse  wollen  wir  die  gefundenen  allgemeinen  Formeln 
noch  auf  das  Sehnenviereck  anwenden.  Da  in  diesem  bekauutlicb 
u/  =  180°,  ttV  =  y*  =  0°  ist,  so  ergiebt  sich  sofort,  dass; 
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(ac)  =  (axcx)  =  90°- $(A  C) 
)  =  =90°  - 

(4c)  =  (A, c, )  =  {(Ä     f7)  -  90» 
(**,)  =  (*,*)  =90o-i(i?-C) 

=  180°  —  (axbx)  =  i(B^  A) 
[ab x)  =  180°  ~-(axb)  =  }(ß  +  A) 

wird;  folglich  geben  die  Gleichungen  34,  38  und  42,  wenn  man 
statt  der  jetzt  gleich  werdenden  Grössen  /,  und  /„  ex  und  e%\ 
dx  und  dt  bloss  die  Zeichen  fed  ohne  Index  schreibt: 

f=a*  +  ax*+2aax  cos  C=£*H-V  -2bbx  cos  C\ 
••ss^+^  +  lc»,  cos  B  =  a*  +  ax*+2aax  cos  i?|  97. 
d*  =  b*      *i*  —         cos  A=z  c*  -\-  cy*  —  2ccx  cos  ^fl 

Demnach  gehören  zu  jedem  einfachen  Sehnenvierecke  drei  Diago- 
nalen, von  denen  zwei  unmittelbar  durch  die  Figur,  die  dritte 
hingegen  dann  gefunden  werden,  wenn  man  irgend  zwei  belie- 
bige neben  einander  liegende  Seiten  des  Viereckes  mit  einander 
vertauscht.    Ferner  wird  aus  (32)  erhalten: 

ccx  —  aat  •+•  bbx  \ 

cf  =  ab  98. 

Cxf=abx  -haxb  ) 

d.  h.  in  jedem  einfachen  Sehnen viereck  erster  Form  ist 
das  Reckteck  aus  beiden  Diagonalen  gleich  der  Summe 
der  Rechtecke  aus  je  zweien  der  Gegenseiten.  Kben  so 
findet  man  aus  Nr.  36.  und  40.,  unter  der  Voraussetzung  daas 
a>«,  und  b>bx' 

bbx  =  ccx  —afrx,    aax=ccx—bbx  \ 
be  =  ac  — »,cn  ad  =bc  — ^i^,  ?  99. 
bxe=acx — atc,    atd=bcx — kxc  r 

d.h.  in  j edeiÄSchnenviereck  zweiter  oder  dritter  Form 
ist  das  Rechrock  aus  beiden  Diagonalen  gleich  dem 
Ueberschusse  des  Rechteckes  aus  beiden  sich  schneiden- 
den Seiten  über  das  Rechteck  aus  beiden  sich  nicht 
schneidenden  Seiten.    Endlich  wird,  wenn  man  zur  Abkürzung: 

2$  =a  +  ax-+-b  +  bx\ 

2st  =a  +  ax  -+-  c  — f- c x  j  100. 

schreibt;  nach  Nr.  45. 

F*  =  (*  -a)  («  -«,)  («  — b)  (*  -bx)  , 
P2  =  (*'  —  a)  (i'-a,)      —  c)  (#'  —  c,)  —  aaxccx\  101. 
/*»  =      -  4)  (#"-*,)(#"-r) 

TM1  II.  17 
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Durch  schickliche  Verbindungen  der  Gleichungen  (98)  findet  mau 
ferner: 

d.  h.  die  Summe  der  sechs  Rechtecke  aus  je  zweien  Sei- 
ten eines  einfachen  Sehnenviereckes  erster  Form  ist 
gleich  der  Summe  der  drei  Rechtecke  aus  je  zweien  sei- 
ner drei  Diagonalen. 

(aax-\-  bh ,)  {ah-\-  axbx)     r  ab-\-axhx 
abx-\-axb  cl  abx-\-axb 


s   iaax-\-hbx)  (abi-i-axb)     c          aax  +  bbx  \  ( 


ab-+-atbt  '   f  abx-\-axbl 


{ab-\-axbt)  (abx  -+-axb)    cx          aax  -t-bbi 

aa ,  -h  hb ,  f        ab  -+-  a ,  b , 


/  (,±r,)=:(«±r;,)  (£    dbÄ.)  f 

=(tfdb/y)  (axdhbx 
c  (r,  ±/)  =  (ff  zfc*.)  (ff,  ±b) 


cx(c+f)  =(*±b)    (axdbbx)  (  10*' 

I        'i  *  i  ■  i 

Die  Gleichungen  (103)  lassen  sich  auch  als  unmittelbares  Ergebnis* 
der  Formeln  (53)  und  (54)  betrachten.  Auf  die  oehinlige  Weise 
kann  nun  auch  jede  Seite  des  Vierecks  bestimmt  werden.  Denn 
nach  (99.)  ist: 

at  —  —bbx)  (bc  —  bxcx)  b%  _  _  (ccx  —  aax)  {ac  —  axcx)  \ 
a  bcx—bxc  '  acx—axc  \ 

,  _{ccx  -bbx)  {bcx  -bxc)        %       (ccx-aax)  (acx  -~atc)l 

*■  — "     bc~bxCx  "  '  *i  — -  ! 

ingleichen: 

a         bc  —  bxcx     b    ac— -axcx  |nA 

ax  —  bcx  —bxc*  bx  -  acx-axc  «*, 

■.  8.  w.  Ferner  ist  nach  Nr.  2.  auch 

—  «•-r-W,*  — -M,*=2(«0  +0,^,)  cos  (axbx) 

==2c/cps  («,©,)[ 

1'  +  Ä»-Ä1'=2(^+^)   cos  («ffi 


=  2*?,/  cos 

und  hieraus  folgt  durch  Vergleichung  mit  Nr.  11.  sofort,  dass  die 
Durchschnittswinkel  der  Diagonalen  cf  und  Cyf  nothwendig  resp. 
gleich  (axbx)  und  sein  müssen.    Es  ergiebt  sich  demnach 

auch  wegen  Nr.  96.  und  Nr.  11.: 

a%—  axl-hb9  —  V 
 2{ab  +  axbx)  =  cos  «Ä  -  A) 

m%~Ü^l%kt%=™*  W  +  A  108. 


____=C08 
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ud(1  hieraus  auf  bekannte  Weise  die  Formeln: 
sin»  \(B—A)=  ^  


im 


co.M(/y-W~a'y'~Al), 


sin 


sio'jC 
ingleichen  i 


er,  ' 


cos»  |  r  = 


tang»  £C  = 


<«- 

-a)  {$- 

-  b) 

(*- 

«,)  u- 

-*.) 

(#- 

■«)  (*- 

(*- 

«,)  (#- 

-  B 

u- 

«  (*- 

(*- 

a)  (*- 

109. 


110. 


Zugleich  aber  ist  auch,  wenn  man  den  Halbmesser  des  dem  Vier- 
eck umgeschriebenen  Kreises  R  nennt» 

ilhfi.! 
I  lfj.il 

111. 


2F=cc1  sin  C=r/sin  i(ß  —  A)  =  cJ  sin  J(#-f-^) 


—  Zsm  C 


c,    c   ccj 

2sin        -      ~"  2sin  K#  4-  "~~ 


=»tf     (#-«)  (>-£)  (,-«,)  {s-bx)  ] 

Ei  verhalten  sich  deinuach  die  drei  Diagonalen  des  ein- 
fachen Sehnen viereck.es,  wie  die  Sinus  der  in  den  zuge- 
hörigen Kreisabschnitten  liegenden  Peripheriewinkel, 
oder  wie  die  Sinus  der  Winkel,  unter  denen  lieh  die 
beiden  anderen  Diagonalen  schneiden.  —  Zugleich  ist 
auch  das  re cbtwi nkliche  Prisma,  das  den  Flächeninhalt 
des  Viereckes  zur  Grundfläche  und  den  Radius  des  um- 
schriebenen Kreises  zur  Höh«  hat,  gleich  dem  vierten 
Theile  des  rechtwinklichen  Parallelepipedums  aus  den 


drei  Diagonalen  desselben. 

Durch  einfache  Multiplication  findet  man  aus  109. 


sin 

i(B-A) 

sin 

ÜB  4-  A) 

t  —  n 

sin 

f 

cos 

i(B-A) 

cos 

*(B+A)__ 

sin 

ic 

/ 

sin 

ÜB  +  A) 

cos 

*(B-A)__ 

s  —  bx 

cos 

IC 

f 

cos 

i(B  +  A) 

sin 

UB-A)__ 

M-b 

cos 

*€ 

f 

UMf. 

112. 


ihil 


u.  t.  w.  woraus  unmittelbar  auch: 


sin  \B  t       a  -f-  ax 

cös~~iC~~  ~~~7~ 
sin  \4  _  b  —  bx 
cos  \C  /  ■ 


cos  \B        a  —  ax 

sin  \V  ~~  f 
cos  \A  _     b  -f-  bx 
sin  \V  "~  f 


113. 


17 


17 


2«ö 


und  : 

tang  \B  tang  «r=^^- 

taug        tang  l-C=z-i~1^ 
folgt.    Ferner  ergiebt  sieb: 

s  —  n 


R  = 


Ann 

sin 

4) 

cos 

4cos 

|(Ä  -f-  ^)  cos  i(ü?  — 

4) 

cos 

4cos 

A)  sin  - 
s-bx 

V) 

sin 

4sin 

±{B  +  A)  cos  — 

^) 

sin 

115. 


Es  ist  ganz  unverkennbar,  dass  die  Formeln  von  Nr.  108.  bis 
115.  das  Analogon  zu  den,  Formeln  für  das  geradlinige  Dreieck 
bilden.  Trotz  ihrer  grossen  Einfachheit  und  Eleganz  scheinen  sie 
doch  bis  jetzt  noch  gar  nicht  gekannt  zu  sein,  weshalb  die  aus- 
führliche Mittheilung  derselben  hier  nicht  am  unrechten  Platze  sein 
möchte.  Die  Untersuchung  über  die  Eigenschaften  der  Sehneu- 
vierecke aber  noch  weiter  zu  treiben  dürfte  kaum  der  Mühe  loh- 
nen; die  gehörige  Verbindung  der  hier  entwickelten  Formeln  wird 
fast  immer  hinreichen,  jede  verlangte  Untersuchung  zu  Ende  zu 
führen.  Nur  folgende  Ausdrücke  mögen  hier  noch  Platz  finden, 
da  sie  bei  vorzunehmenden  Transformationen  gute  Dienste  leisten: 

0=aax  cos±(A+C)cosli{A—C)-hl>6l  cos^{B-t-C)coB±{ß—C)\ 
0=*«,  sin^(Ä-+-^)8in^(Ä-^)-f-c<7lcos.i(Ä-*-^)cos^(Ä-6T)|  116 
0=bbl  s\n-y{ß-hJ)s\ni(B— J)—  ccx  cos^(^-h6')cos|(^—  C)) 

Mit  ihrer  Hülfe  findet  man  für  den  Flächenraum  D  des  von  dei 
drei  Diagonalen  gebildeten  Dreieckes  die  merkwürdige  Gleichung: 

F*=R*  sin  M+C)  sin  (B+C)  sin  (C—A)  sin  (B—C)  11*}. 

i  20. 

Endlich  sind  noch  die  Werthe  zu  bemerken,  welche  beim  Seb- 
neoviereck  für  die  einzelnen  Bestaudtheile  des  zugeordneten  Drei 
eckes  erhalten  werden.    Man  findet  zuvörderst  aus  Nr.  64.: 

 ^     a  cos2  \{B  -j-C)  ^  g,  cos8  \{B  —  C) 

1     ax  sin  B  sin  C         1     a  sin  B  sin  C 

^     b  cos»  &C+A)  _  j  b,  cos»  \{C—A)  f  n8 
P        *  '   bx  sin  A  sin  C         *    h  sin  A  sin  C  l 

 ^     c  sin»  ±{B  —  A)      >  sin» 

*        ■  '       sin  A  sin  Z?         1  '    c  sin  >rf  sin  /? 

also  auch: 
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a  =  St 


•+■  ) 

COS 

f\ 

sin  // 

sin 

C 

COS 

cos 

4) 

sin  J 

sin 

c 

sin 

sin 

sin  J 

sin 

B 

Ferner  wird  nach  Nr.  69. : 


aaxbbx 

sin2 

sin*  KB- 

A) 

k 

sin  ^  sin 

it  sn  C 

bblccl 

cos* 

cos»  ±(B  — 

C) 

**» 

• 

sin    /  sin 

//  sin  C 

aa1ccl 

cos3 

cos3  •>(£  — 

A) 

—  ' 

sin  .4  sin 

sin  C 

120. 


woraus  denn  mit  Hülfe  von  116.  sogleich: 

a  — °i    *  2FF       Z2FFF'     •8,n  l°3»'J 

'  ~Ö»     2FF  —Z2FFF       810  V">1 
sin  (a£)  =        =  sin 

f 

sin  (ay)  =  -r-p  =  sin  (o*,,)/  1*22. 
hF' 

sin  (fr)  =  jr^r  =  sin  (o%,)| 

folgt.    Man  erhält  dadurch  unmittelbar  den  merkwürdigen  Satz: 

{aß)=  (6l7)  \ 

(ay)=  180  —  (cf..)}  12:3. 

(/?/)=  180  —  (o%,)J 

so  dass  im  Sehnenvierecke  die  zugeordneten  Winkel  unmittelbar 
aus  den  Winkeln  gefunden  werden  können,  unter  denen  sich  je 
zwei  Verbindungslinien  zwischen  den  Mittelpunkten  der  Gegensei- 
ten schneiden. 

Wie  nun  im  Vorstehenden  die  allgemeinen  Formeln  auf  das 
Sehnenviereck  angewendet  worden  sind,  so  könnte  das  auch  in  Be- 
zug auf  das  Tangentenviereck  geschehen.  Indessen  würde  dadurch 
theils  die  gegenwärtige  Untersuchung  allzuweit  ausgedehnt  werden, 
theils  erfordert  das  Tangentenviereck  noch  eigentümliche,  von  den 
bisher  geführten,  ziemlich  abweichende  Erörterungen.  Ich  spare 
daher  diesen  Gegenstand  für  eine  andere  Zeit  auf,  wo  ich  dann 
zugleich  auch  die  Eigenschaften  der  vier  merkwürdigen  Punkte 
der  Haupt-  und  Nebendreiecke  näher  betrachten  werde. 

ftOV    W"         '  H    '  »  •  711  ■  i 


Beweis  eines  geometrischen  Satzes. 

Von 

'     Herrn  Thomas  Clausen 

i  zu  Altona. 


Beschreibt  man  in  einem  Kreise  ein  Dreieck,  dessen  zwei  Sei- 
ten mit  gegebenen  Linien  parallel  sind;  so  ist  die  dritte  Seite  eine 
Tangente  eines  andern  concentriseben  Kreises.  Durch  die  ortho- 
graphische Projection  auf  eine  gegen  die  Ebene  der  beiden  Kreise 
geneigte  Ebene  werden  die  sämmtlichen  Parallelen  wieder  parallel» 
und  die  Kreise  ähnliche  und  ähnlichliegende  concentrische  Ellipsen. 
Man  sieht  hieraus,  dass  die  dritte  Seite  jedes  in  eine  Ellipse  ein« 
geschriebenen  Dreiecks,  dessen  zwei  Seiten  mit  zweien  beliebigen 
gegebenen  Durchmessern  parallel  sind,  eine  ähnliche,  ähnlich- 
liegende  concentrische  Ellipse  berührt. 

Da  die  Parabel  und  Hyperbel  aus  dem  Kreise  nur  durch  Cen- 
tral projection  entstehen,  wodurch  die  Parallelen  im  Allgemeinen 
nicht  wieder  parallel  werden;  so  lässt  sich  auf  diese  Art  nicht  die 
Curve  finden,  die  von  der  dritten  Seite  jedes  in  jene  beiden  einge- 
schriebenen Dreiecks,  deren  zwei  Seiten  mit  gegebenen  Linien  pa- 
rallel sind,  berührt  wird.  Ich  habe  daher  diese  Curve  auf  folgende 
Art  für  alle  Kegelschnitte  analytisch  bestimmt. 

1.  Statt  der  rechtwinklichten  Coordinaten  a?xz=zAN,  yx-=zMS 
des  Punkts  M  (Taf.  IV.  Fig.  1.),  nehme  ich,  wenn  AN  und  MO 
mit  den  beiden  gegebenen  Linien  parallel  sind,  und  also  einen 
constanten  Winkel  MON  =  O  eioscbliessen ,  schiefwinklichte 
&=zAO,  y=MO.   Auf  diese  Weise  wird 


&%  =&-\-y  cos  0,  y,  =y  sin  0. 

Der  Kegelschnitt  sei  eine  Ellipse  oder  Hyperbel,  und  die  rechtwink- 
lichten Coordinaten  .r,,  y,  auf  den  Mittelpunkt  der  Curve  -als  An- 
fangspunkt bezogen ,  die  Aze  der  jcx  sei  mit  einer  der  gegebenen 
Linien  parallel.  Die  Gleichung  der  Curve  ist  demnach  von  der 
Form : 

Axxxx  +  %Bxxyx  +  Cyxyx  -f-Z'rasO. 

Substituirt  man  hierin  die  obigen  Werthe  von  ar,  und  yxi  so  findet 
man  ebenfalls  die  Gleichung  mit  scbiefwinklicbten  Coordinaten  von 
der  Form 

axx  +  Wuvy  -+•  cyy  -+-/=  0.    ( l ) 
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Es  sei  also  M  der  Mittelpunkt  der  Curve  (Taf.  IV.  Fig. 2.);  MQ 
und  MP  die  Axeo  der  x  nod  y\  ABC  eiu  in  der  Curve  einge- 
schriebenes Dreieck;  die  Seite  AB  mit  und  die  Seite  AC 
mit  iVÖ  parallel.  Die  Cuordinaten  des  Punkts  A  seien  £,  v;  die 
Coordinaten  des  Punkts  B  seien  die  Coordinaten  des  Puokti 
C seien;            so  ist  offenbar  t/=i/'=^ZJ,  und  £=£'= — ZM/. 

Ich  nehme  an  dass  keiner  der  Punkte  A.  B,  C  unendlich  weit 
entfernt  liege,  oder  dass  weder  AB  noch  AC  mit  einer  Asymp- 
tote der  Hyperbel  parallel  sei;  in  welchem  Falle  BC  mit  dersel- 
ben Asymptote  parallel  wäre,  oder  unendlich  weit  entfernt  läge. 
Die  Linie  AC,  deren  Gleichung  y=pv=.  AD  ist,  schneidet 
also  die  Curve  in  zwei  Punkten;  eben  so  AB,  deren  Gleichung 
x  =  %  =  —  DM.  Demnach  können  weder  a  noch  c  der  Gleichung; 
(1)  verschwinden.  Es  sei  nun  die  erste  willkiih Hiebe  mit  MQ  pa- 
rallele Seite  des  Dreiecks  AC  gezogen  und  AD  =  v,  so  werden 
die  beiden  Werthe  von  x,  die  diesem  Werthe  von  y  entsprechen, 
£  =  — Jf/*,  und  i"  =  ME  die  Wurzelo  der  Gleichung 

axx  -+-  26xv  -f-  cvv  -f- /=  0 
*  a  a 

weun  man  y  positiv  nimmt  und  YY=  {hlt  —  acjvv — af  setzt. 

Die  beiden  Wertbe  v  =  DA  und  t/=zDB  sind  die  Wuneln 
y  der  Gleichung  cyy  -h  2££y -+-      H-/=  0,  also  ist 


oder 


t>'=(  1)  v  h —  y. 

Die  Gleichung  der  durch  B  und  C  gelegten  Linie  ist: 

der  offenbar  durch  Substitution  der  Coordinaten  von  ÜP:  =: 
y:=t/;  und  von  C*     =:      y = Geniige  geleistet  wird.  Sub^ 
stituirt  man  in  diese  die  fiir  §'  =  £,  £"»  *'  und  t>"=:w  gefundenen 
Wertbe,  so  findet  man  die  allgemeine  Gleichung  für  die  Linie  BC: 

ac)v  +  l*Y\x  +  c  .  y.  y-+6f=0.  (2) 

Der  Berührungspunkt  mit  der  Curve,  die  alle  diese  Linien  berühren, 
ist  der  Durchschnitt  von  einer  beliebigen  mit  einer  unendlich  we- 
nig verschiedenen  derselben.    Es  sei  die  Gleichung  einer  Tangente 

Ax  -f-  By  T=0 

so  ist  die  Gleichung  der  unendlich  wenig  verschiedenen  Tangente: 

deren  Durchschnittspankt  mit  dem  Durchschnittspunktc  der  beide 

Ax+By-h  C=z  0 
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i»t.    Die  Coordinaten  desselben  seien  jr=a?,  y=y'',  »•  ist 


Nacb  der  Gleichung  (2)  hat  man: 

J  =  (6b  —  ac)v  +  6Y:  B  =  cli  C=bf, 

e  .      .    .    rf^        (bb  —  ac)v  . 

folglich  da  ^-  =   y   ist: 


a1*  «C  ÖC  um  i'rj:,,1 


also 


und 

«f^^  -f-  2ba?y'  -f-  cyV  -4-^  =  0.     (3 ) 

Beide  Curvcn  (1)  und  (3)  sind  also  zugleich  concentriseke, 
ähnliche  und  äh  n  I  i  c  h  I  i  ege  n  d  e  Ellipsen,  oder  Hyperbeln 
/wischen  denselben  Asymptoten. 

2.  Ist  die  gegebene  Curve  eine  Parabel  und  der  Anfangspunkt 
der  (Koordinaten  im  Scheitel  derselben,  so  wird  die  Gleichung  für 
die  Curve  auf  die  mit  den  beiden  Seiten  des  Dreiecks  parallelen 
Axen  bezogen: 

{ax  -+-  byY  -+-  lex  -f-  Idy  =  0 

nnd  wenn  man  wie  oben  verfährt,  und  YY=  c*  -+•  tav{bc  —  ad) 
setzt: 

t_      abv-t-c  _  JK 
*  — ~~  ** 

"l:  abv  -\-c  21 

"""""  ™»  ^2 

t»  und  t>'  sind  dio  beiden  Wurzeln  y  der  Gleichung: 

^•yB+Sy(«^  +  «0  +  «mE9  +  M;  »l»o  ist 

,  ^abl  +  d 

2(/><?  — .  21' 
=  ab-  +Tb 

und  die  Gleichung  für  alle  dritte  Seiten  des  Dreiecks: 
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a\bc  —  ad+  6Y\*+b%  Y.  y  —  bv(bc  —  *d)  —  cd-+-  dY. 
Es  ist  also 

A  =  a(bc  —  ad+bY);  B=b*Y>,  C=-bv(6c-«d)-cd+dY% 
und  da 

  a(6c  —  ad)  . 

^—        f  181 

Y        dA  Y     dß  Y  dt' 

also  =  ~  7 

'    bc-ad  Y 
+  V  +  Tb 

(ax>  -f- Äs/)1  +       +  *<V  =  —  (6C^ad)%' 

Beide  Curven  sind  demnach  auch  zugleich  Parabeln  mit  glei- 
chem Parameter,  deren  Hauptaxen  zusammenfallen. 

3.  Hiernach  ist  es  leicht  in  jedem  Kegelschnitte,  wenn  es 
möglich  ist,  ein  Dreieck  zu  beschreiben,  dessen  zwei  Seiten  mit  ge- 
gebenen Linien  parallel  sind,  und  dessen  dritte  Seite  durch  eineu 

gegebenen  Punkt  geht.  Mau  beschreibe  neinlich  ein  willkürliches 
reieck  AXBC,  dessen  Seiten  AyB  und  AXC  mit  den  gegebenen 
Graden  parallel  sind,  und  dessen  Spitzen  AXBC  nui  dem  Umfange 
der  gegebenen  Curve  liegen.  Mit  BC  parallel  (Taf.  IV.  Fig.  3.)  ziehe 
man,  wenn  es  möglich  ist,  die  Tangente  B'C*  an  die  gegebene 
Curve.  Vom  Mittelpunkte  M  der  Curve  ziehe  mau  eine  Linie  an 
den  Berührungspunkt  T\  die  die  Linie  BC  in  T  schneidet;  so  ist 
T  der  Berührungspunkt  der  zweiten  Curve,  die  mit  der  gegebenen 
ähnlich,  ähnlichliegend  und  concentriscb  ist.    Es  ist  MT :  MT 

—  ^=  :  *  ftr  a"e  eingeschriebene  Dreiecke  constant.   Es  sei  A 

der  Punkt,  der  auf  der  gesuchten  Tangente  AU  an  die  zweite 
Curve  liegen  soll;  zieht  man  mit  dieser  parallel  A'tJ\  die  die  ge- 
rebene Curve  in  U'  tangirt,  und  die  Linie  MA  in  A'  schneidet; 
so  ist  ebenfalls  MU :  MU'  =  MA  :  MA'  =  MT :  MT.  Folglich 
müssen  AT  und  A'T  auch  parallel  sein.  Man  ziehe  demnach, 
nachdem  T  und  T'  bestimmt  sind,  TA  und  die  Parallele  T'A\  die 
die  Linie  MA  in  AH  schneidet,  und  von  A\  wenn  er  nicht  inner- 
halb der  gegebenen  Curve  liegt,  in  welchem  Falle  die  Construction 
unmöglich  ist,  eioe  Tangente  an  die  gegebene  Curve,  so  ist  die 
durch  A  gezogene  mit  ihr  parallele  die  gesuchte  Linie. 

In  der  Hyperbel  ist  keine  mit  BC  parallele  Tangente  möglich, 
wenn  BC  beide  Aeste  schneidet.  Die  Hyperbel,  die  alle  Linien  BC 
berührt,  liegt  in  diesem  Falle  in  den  Nebenwinkeln  der  Asymptoten. 
Es  sei  die  Gleichung  der  gegebenen  Hyperbel  auf  ihre  Asymptoten 

so  ist  in  diesem  Falle  die  Gleichung  der  von  BC  berührten  Curve 

*%y% =—*»/»  (5) 

wo  m  positiv  ist.    Beschreibt  man  die  zu  dieser  Hyperbel  supple- 
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uientaire,  in  der  jedem  Punkte  dessen  Coordinaten  in  der  einen 
der  zweiten  ein  Punkt,  dessen  Coordinaten  f 1  =^r1, 
v,  =  —  y,  sind,  entspricht;  so  wird  die  Gleichung  für  dieselbe 

?.*-,=*/,  (6) 

Diese  Hyperbel  ist  mit  der  gegebenen  ähnlich,  ähnlichliegend  uod 
concentrisch.  Ebenfalls  wenn  eine  Tangente  an  die  Curve  (5) 
durcb  einen  Punkt  geht,  dessen  Coordinaten  a,  ß  sind,  auf  die 
Asymptoten  bezogen,  so  geht  die  Tangente  an  den  entsprechenden 
Punkt  der  Curve  (6j  durch  einen  Punkt  dessen  Coordinaten  a,  —  ß 
sind.  Es  seien  Tai.  IV.  Fig.  4.  die  Asymptoten  der  beiden  Hyper- 
beln AB  und  CD,  ab  die  dritte  Seite  eines  Dreiecks,  das  in  der 
gegebenen  Hyperbel  eingeschrieben,  und  dessen  zwei  Seiten  mit 
gegebenen  Graden  parallel  sind,  welche  Linie  also  die  Curve  (5) 
berührt.  Es  soll  nun  durch  F  eine  Berührende  an  dieselbe  Curve 
gelegt  werden.  Die  entsprechende  Tangente  der  Hyperbel  (6)  geht 
durch  den  Punkt  F'9  wenn  man  FGsz^GF  macbt  uod  FF'  mit 
der  Asymptote  AB  parallel  zieht.  Die  der  Tangente  ab  entspre- 
chende Tangente  der  Curve  (6)  ist  ba*,  wenn  man  aM=Ma' 
macht.  Man  construire  also  wie  oben  eine  grade  durch  F'  gehende 
Linie,  die  mit  ba'  zugleich  eine  mit  der  gegebenen  ähnliche,  ähn- 
lichliegende;  concentrische  Hyperbel  berührt;  so  geht  die  gesuchte 
Linie  durch  F  und  den  Durchschnittspunkt  der  eben  gefundenen 
mit  der  Asymptote  CD. 

Sind  die  beiden  Curven  Parabeln,  so  schneiden  alle  parallele 
Tangenten  BC  und  B'C  von  der  grossen  Axe  gleiche  Stücke  aj>. 
Zieht  man  also  durch  den  gegebenen  Punkt  A  (Taf.  IV.  Fig.  3.) 
mit  der  Hauntaxe  eine  Linie  parallel  und  macht  AA'  dem  auf  dieser 
Axe  von  BC  und  B'C  abgeschnittenen  Stücke  gleich,  zieht  darauf 
aus  A'  eine  Tangente  an  die  Parabel,  so  ist  die  mit  ihr  durch  A 
gezogene  Parallele  die  gesuchte  Linie.  Ausser  den  angegebenen 
Fallen  sind  keine  vorbanden. 


XXV. 

lieber  die  neuesten  Erfindungen  in  der  Theorie 

der  bestimmten  Integrale. 

Von 

dem  Herausgeber. 


Erste  Abhandlung. 

Diese  Abhandlung  eröffnet  eine  Reihe  vou  Abhandlungen,  in 
denen  wir  nach  und  nach  von  den  neuesten  wichtigem  Erfindungen 
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in  der  Theorie  der  bestimmten  Integrale  ausführlich  Nachricht  er. 
theilen,  überhaupt  mit  der  Zeit  eine  vollständige  Theorie  der  be- 
stimmten Integrale  zu  liefern  suchen  werden.  Dem  Zwecke  dieser 
Zeitschrift  gemäss  beginnen  wir  mit  einer  kurzen  Darstellung  der 
wichtigsten  allgemeinen  Hauptsätze  von  den  bestimmten  Integralen, 
auf  welchen  alle  folgenden  Untersuchungen  vorzüglich  beruhen, 
und  einer  kurzen  Bntwickelung  einiger  sonst  schon  bekannten  he* 
stimmten  Integrale,  die  bei  andern  Untersuchungen  besonders  häu- 
fig in  Anwendung  gebracht  werden. 

i  p 

I. 

Die  wichtigsten  allgemeinen  Hauptsätze  von  den  be-. 

stimmten  Integralen. 

'*  *.  I. 

Wenn  überhaupt 

gesetzt  wird,  wo,  wie  wir  offenbar  anzunehmen  berechtigt  sind, 
die  willkührliche  Constante  in  der  Function  f(a)  schon  einge- 
schlossen sein  soll;  so  nennt  man  die  Differenz 

das  von  x  =  a  bis  a:  =  b  genommene  Integral  ff{w)dae, 
und  bezeichnet  diese  Differenz  am  besten  und  einfachsten  durch 

fbf[a:)da:, 

so  dass  also 

ist.   Auch  nennt  man 

fjX*)da: 

+r  ff 

das  zwischen  den  Gränzen  a  und  b%  für  a  als  untere  und 
b  als  obere  Gränze,  genommene  Integral  f f(a:)äa:.  Ein 
jedes  solches  zwischen  bestimmten  Gränzen  genommenes  Integral 
wird  aber  überhaupt  ein  bestimmtes  Integral  genannt. 

f.  2. 

1.    Weil,  indem  wir  immer  wie  vorher  überhaupt 

^  '  ;;;      .  -  -  - 

vorigen  Paragraphen 


und 


< 


i 


J 
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ist;  10  iit  offenbar  jederzeit 
oder 

+  fbf(*)dx  =  0. 
2.    Weil  ferner  noch  dem  vorigen  Paragraphen 

f"f(a:)da:  =  <p(a)  —  <p(a), 

/,/S/(^  =  9>(ft-9(«)> 

u.  s.  w. 
f**f(a:)da;=:<p(!*)--<pW, 

ist;  so  ist  jederzeit,  wie  man  sogleich  findet,  wenn  man  auf  beiden 
Seiten  der  Gleichheitszeichen  addirt,  --.  ^ 

and  folglich,  weil  nach  dem  vorigen  Paragraphen 

yy(ar)Är  =  Sp(^)-9(a) 

ist,  jederzeit 

.  * 

. . .  +  ffayx  +  f'^dx, 

wie  gross  auch  die  Anzahl  der  durch  a,  /*,     .  .  .  V/*  bezeichne- 
ten Grössen  sein  mag. 

3.    Wenn  A  eine  constuute  Grösse  bezeichnet,  so  ist  bekannt- 
lich jederzeit 

fAf(a:)da:=A  ff{a:)(te  =  J9{x), 

und  folglich 

fb  Af(x)dx  =  Afp(b)  —  =  A\<p(6)  — 

* 
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also,  weil  nach  dem  vorigen  Paragraphen 
ist,  immer 

J^Af{a;)dar=:Aff(a:)da:. 

4.  Wenn,  indem  A,  Ax%  A„  .  . .  An  lauter  conitante  Grössen 
bezeichnen, 


ist;  so  ist  bekanntlich  jederzeit    !   '       ,v-  V'"  +  : 

ff\x)dx  =  A  ff(x)dx  +  A,ff,  (x)dx  +  A,  Jft(X)dx  •+•  . . 

,  f  .  ..  .  •    .       '  ,  ...-*-A.fA{*)d* 

und  folglich,  wenn  wir  überhaupt 

u.  s.  w. 
ffn(&)da:=2<pn(a:) 

setzen,  ^  -I-  ^» 

J*X*)<te  =  ^jpfcr)  +     9 1 (*)  +  ^,9>,fcr)  -f-  .  . .  +  Amfn{*?)t 
also  nach  dem  vorigen  Paragraphen  ^ 

+^.{y.(*)-9,WI 


.!*.<*)  -»,<•)! 


■t-  .\  ■  \  .  \  — 


...>....  \ 

15«  fT,  !I,|M 


•+"  An\tpn{b)  —  9>w(«r)|, 
d.  i,  nach  dem  vorigen  Paragraphen  offenbar 

*  ■ 

^zAfj\x)dx  +  Axf/X(a:)da: ^,//a         -f-  . . . 

*.  3. 

Wenn  wir  wieder  überhaupt  " 

ff(x)da:  =  gp(;r) 
setzen,  ^so  ist  nach  dem  allgemeinen  Begriffe  des  Integrals  be- 
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wo  o/(.r)  wie  gewöhnlich  den  ersten  Differentialquotienten  der 
Function  <p(a:)  bezeichnet.  Setzen  wir  nun,  indem  n  eine  beliebige 
positive  ganze  Zahl  bezeichnet, 

b-a 

so  ist  nach  einem  bekannten  Satze  °) 

g>(a  -f-  t)  =  «/(« -f~  0»), 

?(«  ss       -f-  s)  -r-  (tf*  -h  •  -4- <9t  • «), 

<p(a  -f.  3t )  =  y(«  -+-  2*)  -f-  f/t«  H-^-t-  0,0, 

U.  8.  W. 

if(a  -*-(*  —  1)0  =  y(«  -f-  (n  -       +  tyfc  -h  (»  -  2)t  -f-  0_,#), 

wo  0,  0,,  0,,  ...0*_a,  0«-i  lauter  positive  die  Einheit  nicht 
übersteigende  Grössen  sind.  Addirt  man  jetzt  auf  beiden  Seiten 
der  Gleichheitszeichen,  und  bemerkt,  das« 

6  =  a  +  »i 

ist;  so  erhält  man  sogleich  die  Gleichung 

also,  weil  bekanntlich  ^ 

f/{x)da:  =  m-<l{*) 

=  #|/(a+0i)-f./(a-f-#+0i^-r- . .  -  +/(«+(#•- l)t +0^)1. 

Wenn  *  positiv  ist  und  die,  Function  A&)  fortwährend  wachst, 
wenn  man  sich  oc  von  x  =  a  bis  jc=zb  stetig  verändern  lässt; 
so  ist,  weil  0,'  0j,  0„  . . .  0*_i  lauter  positive  die  Einheit  nicbt 
übersteigende  Grössen  sind,  offenbar  ohne  Beziehung  der  «bete 
und  untern  Zeichen  auf  einander: 

/(»+©.)=/(«), 

-  -  >.  \  _  >■ 

/(*  H-  s  -+-  0lf )  —  /(«  -f-  #), 

U.  8.  W. 

/(«  -*-(«- !)•*  4-  0«-W)  ^A"  +  (*- 1» 


•)  TheU  L  XLV1I1.  §.  ft. 
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Ulli 

/<«-M  +  ©,.)=/(«  +  2<), 

Aa  +  2i  -h  (9,1)  =/t«  +  3i ), 
u.  i.  w. 

/(«  -h  (»  -  1  )t  -f.  0w-_,#)  -+-  »<) ; 

also*) 

/(«     ©i)  -+-/(«  +  t  +  0, H-  .  .  .  H-/(«H-  (»-  l)H-0„-i<) 

>/(«)  H-/(«  +  i)  -t~/(«  -4-  20  -f-  .  .  .  4-/(«  -M»-1  )t) 
und 

-|-  #)  -\-j\a  -f- 2i)  4-/(a  -f-  3i)  -f-  .  .  .  -+-/(« «•) ; 
folglich,  weil  nach  der  Voraussetzung  i  positiv  ist**), 

> '!/(«) H-/(« -f-  •)  +/(« -4- 2i) +  .  . .  -+-(*-  1)<)J 

!  !  • 

BIO 

<         H-  f )  +/(«  -f-  2«)  -*-/(«  +  3,)  +  ; .  .  -f-/(«  +  «»)(. 

Setzen  wir  also  hier  und  im  Folgenden  der  Kürze  wegen 
2=  i|/(a) +/(«  +  . )-*-/(«  + 2.)  +  . . .  + 

io  ist  nach  dem  Vorhergeheoden 

4.  h.  es  ist  f  ^f{j;)da?  eine  Mittelgrösse  zwischen  2  und  -5**  oder 

in  der  aus  Theil  I.  XL.  §.  33.  bekannten  Bezeichnung  der  Mit- 
lelgrossen: 

fj\a:)da:  sas  2). 

Wenn  wieder  t  positiv  ist,  die  Function  /(a?)  aber  fortwährend 
abnimmt,  wenn  man  sich  ae  von  =  a  bis  x  =  b  stetig  verändern 
läset;  so  ist,  weil  0,  0M  0«, . .  .  0*-i  lauter  positive  die  Einheit 

■ . 

•)  Theil  1.  XL.  6.  2.  $.  3. 
M)  Theil  I.  XL.  f  12.  f.  13. 
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oicbt  übersteigende  Grosseo  sind,  ohne  Besiehung  der  ober« 
aod  untere  Zeichen  auf  einander:  , 

fi«   et)  ^f(*i 

u.  s.  w. 

/(•  -h  (•  -  1 »     e_,t)  -+-(»- !)•) 

und  ,   

/(«+i+e1i)=/(« -+-*#), 

U.  S,  w. 

also 

+  ''-+-*.*)  + .  •  l)tH.e^if) 

=/(•)  +f{*  -4-  •)  -4-  ti)       .  -h/T*     (»  -  1)*) 

und 

/(Ä + et)       -t-  •+ e,  *)-*-.. .  -+-/(« + (»- 1  M-t-ßUiO 

=/t«  + •')  +/(• + 2*)  +/(*  +  *)  +  •  •  •  -H/t« + 
folglich,  weil  nach  der  Voraussetzung  t  positiv  ist, 

<  +  »)  2i)  +  .  •  -r-  (*  - 1)01 

■ 

und 

=  t (/(•  ■+■  •)  •+-/(•  -f-  tt)        -h  *)  -t- . . .  -+-/(« -f-  «01 ; 

d.  i.  oach  dem  Vorhergehenden 
uu4  folglich  wieder 

/yt^)->==JrX^^). 

Wenn  *  negativ  ist,  und  die  Function  f(ar)  fortwährend  wächst, 
wenn  man  sich  x  von  4?  =  «  bis  x  =  b  stetig  verändern  lässt; 
so  ist,  weil  6>4,  €>v  . . .  &*-\  lauter  positive  die  Einheit  nicht 
übersteigende  Grössen  sind,  wieder  gnns  wie  vorher 
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/(« -f-  ®<)  +/(« + f-i-e,*)  ■+-...  +/(«+(»-  i).-f-«.-ii) 

=/(.)+/(. +  l)+/(.  +  t0+.  .+/(«  +  (—  1),) 

und 

A*     ©0  +/(«  +  t -f-  ®x i)  -h  .  . .  l)j-f-0^-i») 

-4-  0  ■+-/(«  4-  2<)  -*-/(«  -f.  3i)  -I-  .  . .  -+-/(«  -f-  *>). 

Weil  aber  jetzt  nach  der  Voraussetzung  *  negativ  ist;  so  ist 
i|/(a+0f)+/(«+i-|-©1f-)  +  .  .  +/(a-M»- 1  )#-*-©„_!,)) 

5  •(/(«)  -+-/(«  -f  -  0  +/(«  +  2<)  H-  .  .  .     /(«  -f-  (»  -  1  )t  j 
und 

O/teH-^OH-ZtÄ+'+^OH- 

>  i\A*  -4-04-A«H-2»)  H-  3i)  +  .  .  .  +/(a  -f-  *0  | ; 
also  nach  dem  Vorhergehenden 

und  folglich  wieder 

Wenn  *  negativ  ist,  und  die  Function  /t«a?)  fortwährend  ab- 
nimmt, ^wenn  man  sich  von  ac=.a  bis  a;  =  6  stetig  verändern 
lässt;  so  ist,  weil  0,  0t,  ©t, . . .  0»_ i  lauter  positive  die  Kinheit 
nicht  übersteigende  Grössen  sind,  ganz  wie  oben 

fia -T-  Gi)  +f(a  +  4 !     exi)  + . . .  -h/(a -*-(*- 1)<-t-0*_,O 

</(«)  ■+•  0  -+-/(«  +  *t )  +  .  . .  (*  -  1)0 

und 

/(a  +  ÖH/lö  +  i  +  ^iH  .  .  •  -+-/(«+(»- \)i+Gn-ii) 

>/(*  +  0  +•/(«  ■+■  *0  ■+•/(<* '+  30  ■+-  •  •  •  -*-/(«-*-  »0. 

Weil  aber  jetzt  nach  der  Voraussetzung  *  negativ  ist,  so  ist 

>  •!/(«)  -*-/(«  +  *)  -+-/(«    *)  +  -  •+-/(«  -*-(!.- 1)0 

und 

0/(«-|-e0+/(«+<+9a0+  • . .  +fifi+(n-X)i+G^i)\ 
^  i\f[m  -f-  0  +  2#)  H-/(«  -f-  30      . .  .  -f-  »0 ) ; 

also  nach  dem  Obigen 

Thtil  II.  18 
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«ad  folglich  aacli  jetxt 

*  » 

AU  allgemeines  Resultat  ergiebt  sich  nun  ans  den  Vorher* 
gehenden,  das»,  wenn  die  Function  f{&)  entweder  stets  wächst 
uder  stets  abnimmt,  wenn  man  sieb  &  von  xzzza  bis  3r=£  stetig 
verändern  lässt,  das  bestimmte  Integral 


jederzeit  eine  Mittelgrösse  zwischen  2  und  .2'  ist,  was  auch  die 
positive  ganze  Zahl  n  sein  mag.  Du 

y  -  2 = t  (/(«  +    -/(«)  | 

oder 

v,  _  v  _  (/>-*)  1/0*) -/•(*)  | 


n 


ist,  so  ist  klar,  dass  die  Differenz  21  —  2.  Bich,  wenn  n  wächst, 
der  Null  nähert,  und  derselben  beliebig  nahe  gebracht  werde« 
kann,  wenn  man  nur  n  gross  genug  nimmt  Also  «ähert  sich  nach 
dem  Vorhergebenden  die  Grösse  2,  wenn  n  wächst,  offenbar  dem 
bestimmten  Integrale 

fh 

f  J{a:)dx 

und  kann  demselben  beliebig  nahe  gebracht  werden,  wenn  man 
uur  n  gross  genug  nimmt   Setzt  man 

S  ==  i\f{a)  +f(a     i)  +f(a     2#)  -4-  . .  .  -f-/(#  -f-  «•#)), 
so  ist 

oder 

'    S    z=.{b~a)f{b\  ''''  <m 

und  diese  Differenz  nähert  sich  folglich,  wenn  n  wächst,  der  Null, 
und  kann  derselben  beliebig  nahe  gebracht  werden,  wenn  man  nur 
n  gross  genug  nimmt.  Also  nähert  sich  nach  dem  Obigen,  auch 
die  Gross? 

Sz=z  i\f(ä) -4-  f(a  +  i) -t-/(« -f- U)  -f-  .  .  .-f-/(«  -f.  «*)|, 
wenn  »  wächst,  dem  bestimmten  Integrale 

und  kann  demselben  beliebig  nahe  gebracht  werden,  wenn  man 
nur  u  gros»  genug  nimmt,  wobei  man  immer  zu  beacbtenjbat,  dass 

b  —  a  . 

gesetzt  worden  ist 

Wenn  die  Voraussetzung,  dass  die  Function  f(&)  entweder 
fortwährend  wachst  oder  fortwährend  abnimmt,  wenn  man  sich  x 

'S.  .  •     .  . 
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von  x  =  a  bis  4?ss6  stetig  verändern  lässt,  nicht  erfüllt  ist;  so 
wird  man  sich  dos  Intervall  ab  'doch  immer  in  eine  gewisse  An- 
zahl anderer  Intervalle  aa,  aß,  ßy,  . .  fy*,  ftb  gctheilt  denken 
können,  in  deren  jedem  die  Function  f(ar)  entweder  fortwährend 
wächst  oder  fortwährend  abnimmt.    Und  weil  nun  nach  §.  2.  2. 

//(*)<&: 

•  •  •  +fiA*W*  -+-  fl/i-xW* 

ist,  so  wird  man  sich  leicht  überzeugen,  dass  das  oben  Bewiesene 
auch  dann  noch  gilt,  wenn  die  Function  f(&)  nicht  fortwährend 
wächst  oder  fortwährend  abnimmt,  wenn  man  sich  ac  von  a:  =  a 
bii  x=b  stetig  verandern  lässt.  Daher  ergiebt  sich  jetzt  der  fol- 
gende allgemeine  Air  die  Theorie  der  bestimmten  Integrale  in  jeder 
Beziehung  höchst  wichtige  Satz: 

Wenn  man,  indem  n  eine  beliebige  positive  ganze 
Zahl  bezeichnet, 

b  —  a  . 
n 

setzt ,  so  nähert  sich  die  Grösse 
oder 

if{a)      i/(a  -T-  i)      */(<*  -t-2»H  ■+-  •+- 

wenn  »  wächst,  jederzeit  dem  bestimmten  Integrale 

J 

und  kann  demselben  beliebig  nahe  gebracht  werden, 
wenn  man  nur  n  gross  genug  nimmt.  . 

Wir  wollen  jetzt  annehmen,  dass  /(.r,  y)  eine  Function  der 
iwei  veränderlichen  Grössen  a:  und  y  sei.  Wenn  man  nun  aber 
bloss  w  als  veränderlich  betrachtet,  so  ist  das  bestimmte  Integral 

y)dx 

offenbar  eine  bloss  von  der  veränderlichen  Grösse  y  abhängende 
Function,  und  es  kann  also 

gesetzt  werden. 

Lässt  man  y  sich  um  fay  verändern,  so  ergiebt  sich  aus  dieser 
Gleichung  auf  der  Stelle  die  Gleichung 

A  faA*,  y)<*x  =  9(y  -+-  AsO  —  v(y)- 

18' 
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Weil  ferner,  wenn  man  sich  y  um  i\y  verändern  läist, 

&A*>  y)  =A*>  y-*- Ay)— /(^>  y), 

also  auch 

A/t-^v  y)  • dx  =/(^>  y  ■+■  Ay)«kr  — y)<*r 

ist;  so  ist  nach  §.  2.  4. 

/  * A/te  y)  -     ==//(*,  y  -+-  Ay)**  y)<** 

So  wie  aber  nach  der  Voraussetzung 
ist,  so  ist,  da  diese  Gleichung  für  jedes  y  gilt,  natürlich  auch 

f /{*>:y =<p[y-*-ky),  , 

und  nach  dem  Vorhergeheoden  ist  also 

y^A/(^>  y).dx  =  y(y -f-Ay)  —  y(y). 

Vergleichen  wir  diese  Gleichung  mit  der  oben  gefundenen  Gleichung 

kfA* '  y)** = +  Ay)  —  y(  y)> 

I 

so  erhalten  wir  die  Gleichung 

yK*  =  /^A/to  y)  • 

aus  der  sich  ferner 

 AiT — =S./.£/(*' 

also  nach  f.  2.  3. 


Ay  ~~/« 


ergiebt.  Lassen  wir  nun  s^cö  der  Null  nähern,  und  geben  zu 
deu  Gränzen  über,  so  erhalten  wir  unmittelbar  die  merkwürdige 
und  wichtige  Gleichung 

rfy  ./«     dy  ' 

welche  man  auch  unter  der  Form 

zu  schreiben  pflegt. 

Diiferentiirt  man  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichuug  nach  y 
von  Neuem,  so  erhält  man 
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und  folglich,  wenn  mau  wieder  nach  y  differeutiirt, 

also,  wenn  man  wieder  nach  y  differentiirt, 

Wie  man  auf  diese  Art  weiter  gehen  kauu,  ist  klar,  uud  es 
itt  daher  in  völliger  Allgemeinheit 

Man  nennt  die  durch  diese  Gleichung  vorgeschriebene  Ope- 
ration die  Differentiation  unter  dem  Integralzeichen,  und 
bedient  sich  derselben  häufig  bei  der  Entwickelung  bestimmter  In- 
tegrale. Hat  man  nämlich  ein  von  mehreren  allgemeinen  Grössen 
abhängendes  bestimmtes  Integral  gefunden,  so  kann  man  offenbar 
jede  dieser  Grössen  als  veränderlich  betrachten,  und  nach  dersel- 
ben das  in  Rede  stehende  Integral  auf  der  einen,  die  Function  un- 
ter dem  Integralzeichen  auf  der  andern  Seite  des  Gleichheits- 
zeichens willkübrlich  oft  diiferentiiren,  wodurch  man  jederzeit  eben 
so  viele  neue  bestimmte  Integrale  findet,  als  man  Differentiationen 
verrichtet  hat. 

♦•5. 

Wir  wollen  jetzt  auch  den  Fall  betrachten,  wenn  die  beiden 
Gränzen  des  Integrals  selbst  veränderlich,  nämlich  zwei  beliebige 
Functionen  von  y  sind,  die  wir  durch  Y  und  V  bezeichnen  wollen, 
so  dass  Y  die  untere,  Y'  die  obere  Gränze  des  Integrals  ist.  Set- 
zen wir  nun  wieder  der  Kürze  wegen 

/*T 
f(xy  y)dx  =  y(y), 

und  lassen  sich  y  um  Ay  verändern,  so  wird 

&/*YjXx>  y)dx  =  y(y  -f-  &y)  -  y(y). 

Ferner  ist,  unter  der  Vorausetzung,  dass  y  und  Y'  in  K+iV 
und  y  +  il"  übergehen,  wenn  y  in  yH-Ay  übergeht,  offenbar 

J  Y+A  T  A*>  v  ■+•  Ay)<**  =  y(y  +  Ay)> 

*  ■ 

und  folglich 

/•Y'+Ar  fY' 

also  nach  dem  Vorhergehenden 


■  ■ 
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Nach  f.  Z.  '2.  ist 

/'Y+&Y'  pY' 
y+*y  f{*>  V+teVt*=J  y^Yfi*,  y+b,)djc 

r  A*,y+teW* 

und 

_      _  pY-\-h  Y 

JyA*,  y+M<t*=JY    A*>  y+by)d* 

pY' 

also 

y+A  r/(^>  v  -H  AyK-*  =,/  y  fix,  y  •+-  Ay)** 
folglich  ist 

*  J*y+ly       y-HAyK«*    .  »  ,\Tu  lwt 

/►y*  py+&y 
r  A*>  y  *+-  Ay)^  — y  y  y  -f-  Ay)** 

also  Dach  dem  Obigen 


cl.  i.,  weil  nach  f.  2.  4.  , 


r       y  -+-  AyK*  —J  Y     ,  y)d* 

/*Y' 
Y  l/to  y+&y)-A*>  y)f^ 

uod  folglich 

/*Y't  rV  pY' 

yA*,  y-+-äy)<t*-JrA*>  y)<t*=JYAA*,  y)  -** 


ist, 

/*Y 
YA&>  y)<ix 

r  A/(*»  y)  •  <**  — / y    A*>  y  ■+-  AyK* 

-h/r     A*>  y-*-Ay)^> 
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also  itucli  offenbar 

-+-  /(•*•  y  AyK** 

Selxen  wir  ouo  überhaupt  < 

so  ist    i(  t  v  ä 

yr    A**  yJ-^r,  y), 

und  folglich  offenbar 

also  auch  '  \  f 

Lässt  man  jetzt  Ay>  a*80  Aat&rlich  auch  A  Y,  sich  der  Null  nähern, 
und  geht  zu  den  (»ranzen  über,  so  ist 

■  in,  ^(y-HA^y-hA,y>-0(r,  y-4-Ay)  , .  W 
=  Lim   ,  .  Mm 

und  weil  nun  offenbar 

Lim  0(r-+-ar,  y-f-Ay)-^*,  y  +  Ay)  y) 

■ 

ist,  so  ist  « 

Lim       y    f(x,  y-+- Ay)<**  =  rdKy  •  ^- 

■ 

Weil  aber  bekanntlich 

y)  ==/a*. 

in,  sp  ist 

^>=/(^y),»iso^=/(y,y),  /" 

uid  folglich  nach  dem  Vorhergehenden 
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Ganz  eben  so  ist  aber  natürlich 
Aus  der  oben  bewieteneo  Cleiehaog 

folgt  Dun,  wenn  man,  immer  unter  der  Voraussetzung,  dass  fcy 
sich  der  Null  nähert,  zu  deo  G ranzen  übergeht: 

-H  L>m       r  y-h  Ay)«**» 

und  es  ist  also  Dach  dem  Vorhergeh  enden  offenbar 

=ftr*ßWa't* -* Y>  r)  •         *  y) •  f  • 

Für  y= «,  d.  h.  in  dem  Falle,  wo  die  untere  Gränze  Y  eine 
constante  Grösse  ist,  gebt  diese  Gleichung,  weil 

dy 

ist,  in  die  Gleichung 

über.  Für  Y'  =  6,  d.  h.  in  dem  Falle,  wo  die- obere  Gränze  Y 
eine  constante  Grösse  ist,  geht  die  obige  Gleichung,  weil 

dY' 
dy 

ist,  in  die  Gleichung 

über.  Wenn  Yz=a  und  Y'  =  6  ist,  d.  h.  wenn  beide  Gränzeo 
coostant  sind,  geht  die  obige  Gleichung,  weil 

a  i   dY'  r\ 

fy=0  UDd   ^  =  0 
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* 

ist,  in  die  Gleichung 

über,  welche  ganz  mit  der  im  vorigen  Paragraphen  gefundenen 
Gleichung  übereinstimmt. 

Wir  wolleo  jetzt  überhaupt 

"1.1 

also 

setzen.  Nach  der  zuletzt  im  vorigen  Paragraphen  gefundenen 
Gleichung  ist 

oder 

und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden  . 
also 

y^V(^,  y)ito  =y^yj/(*.  y)<fcr  -f-  Const. 
Setzen  wir  nun  überhaupt  v 

yj>(ar,  y)dx  —  y), 

so  ist  , 

y y)<fcr  ==         y)  -  V>(a,  y), 

und  folglich 

A'  /*/<*>  y)^-H  Const  =        y)-<K«,  y), 

also 


Nach  dem  Obigen  ist  ,  K 


Sh*>  y)^  =  9>(vr,  y), 


Digitized  by  Google 


und  folglich 

J nf{x.  y)dy=ifi*t  ß)  —  y{*:t  a), 

•Im 

da:  / aA*>  y)<iy  =  <f{x,  ß)<t<*  —  <f(*,  u)dx, 
woraus  nach  f.  2.  4. 

f^J^fk**  y)<ty=S^9(*>  ßW*  -~y^9(*> 

folgt.    Weil  quo  v 

0 

J&x,  y)da:  =  ip{*;,  y) 
gesetzt  worden  ist,  so  ist 

f<p(ür,  ß)dv  =  y{ar,  ß),  t/y(^r,  <*)djc  =  ip(x,  a), 

also 

J9H*%  ß)<** = ß) - ßh 

a)«te  =        a)  —  tp(a,  a); 
also  uach  dem  \  orhergehenden 

v    v  \ 

Vergleicht  man  die  beiden  gefundenen  Ausdrücke  von  \ 

\ 

mit  einander,  so  findet  man,  dass  sie  gleich  sind,  woraus  sich  die 
wichtige  Gleichung 

ergiebt,  welche  mau  kürzer  auch  auf  folgende  Art  zu  schreiben 
pflegt: 

y)<t*  dy=  f*J**f(a:,  y)dy<he. 

Hieraus  kann  mau  ohne  Schwierigkeit  ableiten,  dass  es  bei  mehr- 
fachen Integrationen  zwischen  gegebenen  Gränzen  nach  eben  so 
vielen  veränderlichen  Grössen  ganz  gleichgültig  ist,  in  welcher 
Ordnung  mun  die  Integrationen  verrichtet,  wenn  nur  in  Bezug  auf 
jede  veränderliche  Grösse  immer  dieselben  Gränzen  beibehalten 
werden.  So  überzeugt  man  sich  z.  B.  durch  sehr  eiufache  Schlüsse 
mittelst  des  Vorhergehenden  sogleich,  dass  immer 


=jyyfld*flf^  y>  *)<** 


ist. 


II. 


lieber  die  bestimmten  Integrale 

o   1  -\-x    u-n   »/  o    1  —IT' 
#.7. 

Zuerst  wollen  wir  in  der  Kürze  die  beiden  Integral 

/»  {x-«)dx       .  r  dx 

entwickeln. 

Für  a:  —  az=zu  wird 

/*  (x  —  a)dx       t    /*  udu 
J  (x  -«)'-f-l*  ~*  /  u*  H-  /?*  ' 
und  folglich,  wenn  man  t#*  =  v  setzt; 

y*  (  j:  —  «>£r     _  l  /*  <fo 
— «)»  -f-  0*      V  v-f- /** ' 

Setzt  mau  nun  endlich  v-\-ß*  =  «r,  so  wird 

und  folglich,  weil  •  * 

w  =  v  -f-  0*  =  » 1  -f-  0*  =  ( &  —  <*) *  -fr-  ß* 

ist, 

Ferner  ist,  wenn  man  wieder  a:  —  a  =  *  setzt, 

/*       ifar    /*  <fo 

«/(.r  —  «)*-•- 0*      ./  «»rf-/**' 

also,  wenn  uszßx  gesetzt  wird, 


ydr    J_  r  dz 

{x  —  ay  +  fi*  ~~  ßjl  +  x*1 

d.  i.  mach  cioer  bekaonten  Formel 

= 7 Arctan^  * 

und  folglich,  weil 


^   X  —  a 


ist, 

———p  _  j  Arctang     ^  . 
Oboe  Schwierigkeit  ergiebt  sieb  dud  aas  dem  Obigeu 


/»y      (x  —  a)dx    __xt\kp^     (1  -  aty)*      (foy)»  i 
./     1  +7*  '  d-Mr^)*  +  0J^),i* 

l«t  also  f  eine  der  Null  unendlich  oabe  kommende  Grösse,  so  ist 

/*      (x-«)dx  _ 
±{x-a)*  +  ß*  —  > 

woraus  sieb,  wemi  man,  was  offenbar  verstattet  ist,     =  *  setzt, 

—  ob  Cr-«)»-!-/**  — 

ergiebt. 

Bezeichnen  wir  den  der  trigonometrischen  Tangente  ^jp^  *" 

gehörenden  Bogen,  welcher  den  kleinsten  absoluten  Werth  bat. 
durch 

(Arctang  ^j-^h 

so  ist  nach  dem  Obigen,  wenn  k  eine  beliebige  ganze  Zahl  be- 
zeichnet, 

/•  1  /  m  x  —  et  hn 

J(x -a)'+r  =  J  (A"ta-g  — ) + 7 

und  folglich  offenbar 

J^(x-%  +  ß*  =  7  UArcUng  -♦-*)- (Arct.og  -oo)|, 
also,  weil 

(Arctang  -f-  oo)  =  \n,  (Arttang  —  oo)  =s  —  \n 

ist,  -  ' 

dx    n_ 

J  _x  (x-«)*+ß*  ~~  ß' 
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Weil,  wie  man  leicht  findet, 

x-a-ßl^l    \  x-a  +  ßVZTi  (*-«)» -f. » 

und  folglich 

ist,  so  ist  nach  dem  Vorhergeheoden  offenbar 

ein  Resultat,  welches  für  die  folgcudeu  Betrachtungen  von  grosser 
Wichtigkeit  ist. 

Für  B  =  0  ergieht  sich  aus  der  vorhergehenden  Gleichung 

und  folglich,  wenn  man  6=0  setzt,  auch  immer 

Also  ist  jederzeit  ^        _    /  A  *    »■  ^ 

;  1  f+*Adx  __Q 

welches  auch  eine  in  mehrfacher  Beziehung  wichtige  Gleichung  ist. 
Setzt  man  in  der  obigen  Hauptgleichung  —  B  für  B>  so  er- 


halt 


§.  8. 

Es  sei  jetzt 


wo  J\as)  und  /^or)  ganze  rationale  algebraische  Functionen  be- 
zeichnen, deren  erste  von  einem  niedrigem  Grade  als  die  zweite 
ist,  eine  beliebige  echte  gebrochene  rationale  algebraische  Function; 
der  Coefficient  des  höchsten  Gliedes  der  Function  JF\af)  sei  die 
Einheit,  und  die  Gleichung  F(a?)  =  0  habe  lauter  ungleiche  Wur- 
zeln.   Die  reellen  Wurzeln  dieser  Gleichung  seien 

af  •„        «„  ,  ^\ 

« 

und  ihre  imaginären  Wurzeln  seien 

azhßV^T,  ax  ±:ßy^T,  a,  db^V^^T, ...... 
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Unter  der  Voraussetzung,  dass  wie  gewöhnlieh  den  ersten 

Differentialquotienten  von  F(ä:)  bezeichnet,  seien  die  Werthe, 
welche  die  gebrochene  Function 

F{x) 

für  f 
und  für 

xz=az*zß\/=Tt  a:  =  al±ßlV/~=\,  ^==  a,=fc/J,l/=7,  

erhält,  respective 

X  31»,  3,  

und 

^rfc^i^nr,  ^  ±/m/=t,  i,±Ä,i/=r.  ; 

so  ist  nach  der  Theorie  der  Zerlegung  der  echten  gebrochenen 
rationalen  algebraischen  Functionen  in  rartialbrüche  bekanntlich 

A*)  _    *    l|      «»      ■  ,.      *»  , 

"~  *  —  a      x  —  ax       x  — a?  —  ff,"1" 

x  —  al—ß1  V—  1       ar  — a, -H/JjV^— 1 


in 

u.  s.  w. 


und  folglich  nach  §.  2.  4. 

J  -a>  Fi,*)"*  — y  _oo  x-a~*~J  -*>  x-ax  «,       '  * 

— »  1    —  a,  —  —  I       j:  — fu-MjK— 1  7 
-f-  ü.  s.  w. 

also  nach  §.7.                 '       V  '  \\ 

J^l^Ld*  =  -  2,r(Z?  +  +      +  ßz  -f-  .  .  .  .). 

Wir  wollen  nun  das  Differential  ^ 
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1  -f-ar« 

betrachten,  wo  m  und  m  positjve  ganze  Zahlen  bezeichnen,  und 

m  —  1  <C  i»,  also  m  n-\-\ 

■ 

sein  Boll.  ' 
Die  Wurzeln  der  Gleichung 

1  -f-jr«  =  0  oder  #»  =  —\ 

■ 

sind  alle  in  der  Formel 

enthalten.    Setzen  wir  nun  in  Theil  1.  XL.  f.  57. 


so  ist  a  =  —  1,  ß  =  0,  und  folglich  nach  Theil  1.  XL.  f.  52., 
wenn 

>    a     ß\Z—  1  r=  ?(cos  9  + «in  yl^ —  1)  .', 
gesetzt  wird,  in  dem  vorliegenden  Falle  £  =  1  und 

> 

9  =  ArctangO  H-X-tf, 

wo  ArctangO  den,  absolut  genommen,  kleinsten  Bogen,  dessen 
trigonometrische  Tangente  0  ist,  und  ky  weil  a  negativ  ist,  eine 
beliebige  ungerade  ganze  Zahl  bezeichnet.  Weil  nun  Arctang  0=0 
ist,  und  offenbar  £=1  gesetzt  werden  kann,  so  ist  6s  verstattet, 
9  =  7r  zu  setzen. 

Daher  hat  nach  Theil  1.  XL.  f.  57.,  wenn  n  eine  gerade  Zahl 

JL  •  \ 

ist,  (— 1)*  die  folgenden  n  sammtlicb  von  einander  verschiedenen 
Werthe,  also  die  Gleichung  l-r-^rÄ  =  0  die  folgenden  n  sämmt. 
lieh  unter  einander  ungleichen  Wurzeln: 

cos  ^-  -f-  sin  ~jr  V —  1,    —cos  ~  —  srn  -^-l^—  l ; 


3*  .        3*,  , — r  n  n  ly  r 

cos  —      sin  —  V  -—  I,       cos  —  —  sin  —  \r —  1 ; 


Ün  in ,  / — r  Sn       .    I»,/ — - 

cos  ~-f-sin  1,        co8  —  —  810  —  1/ —  1  ; 

U.  S.  W.  U.  8.  W. 

M  t=^+  ,in  t?L^Ü2j/3T,  co.  ^h-Bia  ÜL^xz—i. 

n  n  n  n 

Weil  nun  aber 


-cos  i_,i0  i|/rr 

TT  fl 
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ist;  so  kann  mau  die  obigen  n  ungleichen  Wurzeln  auch  unter  der 
folgenden  Form  darstellen: 


cos  —  ±8in  — K  —  1, 
in  .    .  3 


cos  --zfcain  — -K  —  1, 

U,  8.  W. 


COB 

n  n 

Wenn  dagegen  #»  eine  ungerade  Zahl  ist,  so  hat  nach  Theil  I. 

XL.  §.  57.  die  Grösse  ( —  1)*  die  folgenden  n  sammtlich  von  ein- 
ander verschiedenen  Werthe,  also  die  Gleichung  1+^  =  0  die 
folgenden  n  sammtlich  unter  einander  ungleichen  Wurzeln; 

cos  •—  -h  sin     1/ —  1, 
n  ss 

cos  •— -f-  sin  — k — 1,  cos  --  —  sin  -—V  —  1; 

3n       .    5ff  i  >  7         Zn  in 

— -  -4-  sin  — v  —  1.  cos  sm  - 

u.  s.  w.  u.  s.  w. 


•ct       .    nnt  / — 7         (»  —  2)n       .    (n  —  2)tt,  /  7 

cos  — *-|-8in        —  1,  cos  —  sm  - — -~t-k — 1. 

*  ii  , 

Weil  aber 

1 

cos  —  -I-  sin  —V —  1  =  cos  n  -f-  sin  jrl/ —  1  =  —  1 

ist;  so  kann  man  diese  n  sammtlich  unter  einander  ungleichen 
Wurzeln  auch  unter  der  folgenden  Form  darstellen: 

-1, 

i 

cos  --zfcsin  — K  —  1, 


—  rbsin  —V—  1, 


cos  —  zfcsin  1, 
7?  /• 


U.  8.  W 

cos  - — sin 
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Wenden  wir  jetzt  den  im  vorigen  Paragraphen  bewiesenen  un- 
gemeinen Satz  an,  so  ist 


und  folglich 

/(*)  —  1  „ 

zu  setzen. 

Ist  nun  zuerst  »  eine  gerade  Zahl,  so  ist,  wenn  alle  im  vori- 
gen Paragraphen  gebrauchte  Symbole  ihre  dortige  Bedeutung  auch 
jetzt  beibehalten,  nach  dem  Obigen  ° 

a  =  cos  -,  a,  =cos  — ,  a2  =cos  — ,  .  .  .  «4(w_2)  =  cos  — 
und  folglich 

^=fcÄl/^TT=i(cos  ^-zhsin  ÜLl/^Tw-«. 
.    ^tdbÄ,l/=T  =  -I(co.  ^dzsio  ^l/=T)-  -», 

U.  8.  W. 

<J.  i.  nach  Theil  I.  XL.  f.  54.  • 

>  ' 
^1=t=^Il/-l_-|cos  zfcsm  -  ~V-\\, 

^,  =fc  ä,K^t= i-ico»  5ÖL=** ±  sin  ^"'-"»Vzrri 

Polglich  ist 

„       1    .    {m  —  n)n 

B>  =  «  «■ — s--- 

■ 

»        1    .    5(#i  —  n}n 

^==*8In   »  ' 

U.  8.  W, 

TWU  II.  19 
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I 

1    .    (,.-.)  (m-«>, 

und  daher  noch  dem  im  vorigen  Paragraphen  bewiesenen  allgemein 

nen  Satze  für  ein  gerades  n 

+  gi|t(„-l)(OT-n);i) 

immer  unter  der  Voraussetzung,  dass  »*-l<:»  °**er  «O-M»*' 
Wenn  n  ungerade  ist,  so  ist  nach  dem  Obigen  ^ 

«  =  cos  ~  «.  =cos  «,  =  cos  ~.  .  .  .  <**(„_,)  =co8  —  ; 
ß  =  sin  i-,  ßt  =  s»n  -,  ß7  =  sin         .  .  ftf«^*)  —  *»n      -  , 

e  Betrach 

■h;  « 

- j»  *  •  ■  * 

J  _0B    1  -h  3?» 

2tt,  .    (tn  —  v)n  *(w  -  n)n       .    5(m  — *)* 

.    (*  —2)  (m  — nfr, 
t..+sio  —  ;r—  |. 

Sind  nun  überhaupt  •  ... 

rT>     -+-  Vi  x  -*r  2y»  •  •  •  x "+"  *y 

Winkel  in  arithmetischer  Progression,  so  ist  nach  bekannten  go- 
niometrischen  Formeln  -i  '* 

sin  x  =  sin  ac, 
sin  t>  +  y)  =  2si»  x  cos  y  —sin  O  —  y), 

sin  O -4- 2y)  =  "2sin      +     cos  y  —sin  .r, 

sin  (o:-T-3y)  =  2sin  (o:  -+-  2y)  cos  y  —  sin  (ar  +  y), 

... 


™r  ,      -      >  r         \  i:  i«-    «...  •,       1  •  '  f         ~~  » 

und  durch  eine  ganz  ähnliche  Betrachtung  wie  vorher  erhält 
also  offenbar  in  diesem  Falle 


U.  8.  W. 


sin  (^-f-»y)  =  2sin  (;r -+-(*  —  l)y)  cos  y—sin  («r-H»  — 2)y); 
und  folglich,  wenn  man 

Ä  =  sin  .r-r-sin  (o:  +  y)-r-siii  (.r-r-2y) •  •   -Hain  (-r-»-«y) 

—     fa    •  '  * 

setzt,  wie  man  leicht  durch  Addition  der  obigen  Gleichungen  Gndet: 

£  =  sin  .r-f-2|£  —  sin  (>-r-»y)J  cos  y—sin  (o:  —  y) 
-|Ä-sin  (a?-4-(i»-I)y)-sin  (arH-isy)!, 


.4  > 
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25(1  —  cos  y)=sin  .r  —  2sin  (;r-4-*y)  cos  y  — sin  (ar~y) 

-haltt  (&+-ny)  cos  y— cos  (a>\-ny)  sio  y+sin  (&+ny) 

=  sin  &(1  —  cos  y)  -h  cos  x  sin  y 

-f-sin  (.*-f-»y)  (1  — cos  y)  — cos  *y)  sin  y, 

also,  weil  , 

1  —  cos  y  =  2s?n  jy»,  sin  y  =  2sin  |y  cos  |y 


■st,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  mit  2sin  *y  dividirt, 
*a  wn  8^=sin      sin  |y-h  cos      cos  £y  m 

+  *  (.  +  *y,  »in  +  cos 

=  cos      -  *y)  -  cos  (.r  +     +  i)y). 

Folglich  ist 

jy_cos  (g- jy)-cos Cr -j- (* -r- 

2sin  4y 

oder 


!  ■ 


_  «in       -4-  l)y  sin      -|-  foy) 
sin  4y 

Aus  dem  ersten  dieser  beiden  Ausdrücke  erhalten  wir 
der  Voraussetzung,  dass  n  eine  gerade  Zabl  ist.  leicht 

n  n  *^  «*  •    •  •  • 


,  1  —  CO»  (gl  —  w)n 

und  folglich,  weil 

cos  (m  —  n)n  ^=  cos  mir,  sin  (w  i~  *fe  =  —  sin  — 

n  n 

igf  ■  W  C>  '.  ,!«' 

sin  (m  — fi.    3(«»  — «fr       .    5(#»— n>7i  , 

w      1-  »m        n       -+-  sin  h  .  .  . 

{n  —  1)  (m  —  n)n 


sio 

71 


■ 

1  —  cos  f/m 

-  .  IW7I 

„  2sm  — 


Ist  also  «w  eine  ungerade  Zahl,  so  ist 

*ä^+,u.at-i!+1iDs-^!!.+... 


292 


sin  — 

und  folglich  nach  dem  Obigen 

-»  1  -\-xn 


ff  in' 
n  sin  — 
n 


wo,  da  »  gerade*  **  ungerade  ist,  und  nach  dem  Vorhergehenden 
m<C.n~\-  \  sein  muss,  offenbar  m<Z  n  ist. 

Aus  der  in  §.  3.  bewiesenen  Haupteigenschaft  der  bestimmten 
Integrale  erhellet  auf  der  Stelle,  dass  unter  den  gemachten  Vor- 
aussetzungen, wenn  nämlich  n  gerade  und  m  ungerade,  also  m — 1 
gerade  ist,  jederzeit 

J  o  \-\-x*      J  -»  1  -f- x* 9 

und  folglich 

%f  —oo  1  -+-  xn  J  o      1  -t-x»       Ja     1  -f-.r«' 
also  nach      2.  2. 

*/  —od  1  -f-.r*         t/o    1-4- X» 

oder 


0    1  -f-ar»       T«/  —oo  1 


folglich  nach  dem  Obigen 

,°»xm~^dx 


o   1  -\-x» 


.  tnn 
n  sin  — 


ist. 

Igt  tn  eine  gerade,  also  m — 1  eine  ungerade  Zahl,  so  erhel- 
let aus  der  in  §.  3.  bewiesenen  Haupteigenschaft  der  bestimmten 
Integrale  auf  der  Stelle,  dass  in  völliger  Allgemeinheit  für  ein  ge- 
rades n 


y-+<*x>»~idx  __  fO  x 
0      1  -i-x"  v  —oo  1 

und  folglich 


x*> 


-t-x* 

also  nach'§.  2.  2. 


/"0  x'»— ^dx  ,    /M-opj^w— lrfjr  . 
«/ _od  1 -f- :r»  ""*""t/  o  —  ' 


*/  -OD     1  -\-X» 


ist. 

Pür  ein  ungerades  »  erhält  man  aus  dem  Obigen 
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(m  —  n)n  .  S(m  —  n)n  $(m  —  n)n 
«in   ~  hsin  - — — —  -hsm  


(»  —  2)  (m  — 

...-+-  siu  


2sin  <£LZ1Ü>L 
ft 


> 


oder,  weil  n  eine  ungerade  Zahl  ist, 


sin  - — —t-     hd  - — ~  h  sin  — — 

•  n  n  n 

(n  —  2)(m  —  n)n 
.  .  .  -f-  sin  


1  —  cü»  mn  cos  — 

  n 

*  mn 

■  >    2sin  — 
n 


Ist  duii  m  eine  gerade  Zahl,  so  ist 

■ 

(m  —  n)n  &(m  —  n)n       .  5(m  —  n)n 

sin  ;  -|»  sin  h  sm  — — —  -f-  .  .  . 

7i  n  n 


(n  —  2)  (#»  —  w)« 
tin  '  ■ 


sin 

n 

mn 

1  —  cos   

n  mn 


_,  .  t/tn 
2sm  — 


flir  ein  ungerades  m  ist  dagegen 


{m  —  *)7i  .    .    3(m  —  n)n       ,    5(m  — 

«n  - — — sin   h  sin  r} 

n  rn  ft 

*  .  -  «  »  i 


,    .    (»  —  2)  («i  — fi)n 
...  4-  sin  ^  

#7171 


2sm  — 


Folglich  ist  nach  dem*  Obigen  für  ein  ungeradem  n  und  ein 
gerades  m,  wenn  m^n  ist, 


•/  -»  1  +  w        B  2w 


Dagegen  ist  nach  dem  Obigen  für  ein  ungerades  n  und  ein  unge- 
rades w,  wenn  i»<»  +  l  ist, 


j  if»'// 
/•+<*x'»-ldj:        ji^      .  mn 
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$.10. 

Wir  wolleu  nun  ferner  auch  das  Differentiul 


1  —  x* 

betrachten,  wo  wieder  m  und  u  positive  ganze  jZahlen  bezeichnet], 
und 

m  —  1  <  »,  also  m<  n-\-  1 

sein  soll. 

Die  Wurzeln  der  Gleichung 

—  l  =  0  oder  ar»  =  1 

sind  alle  in  der  Formel 

2. 

or  =  (-r-l)n 

enthalten.    Setzen  wir  nun  in  Theil  I.  XL.  §.  57. 

so  ist  a  =  H-l,  /?  =  0,  und  folglich  nach  Theil  I.  XL.  f.  52., 
wenn 

a  -f-  ß\S  —  1  =  g(cos  9  H-  sin  yl/ —  1) 

gesetzt  wird,  in  dem  vorliegenden  Falle  q  =  \  und 

<jp  =  ArctangO  Xr7r, 

wo  ArctangO  den,  absolut  genommen,  kleinsten  Bogen,  dessen 
trigonometrische  Tangente  Oist,  und  Xr,  weil  «  positiv  ist,  eine 
beliebige  gerade  ganze  Zabl  bezeichnet.  Weil  nun  Arctang  0  =  0 
ist,  und  offenbar  £  =  0  gesetzt  werden  kann,  so  ist  es  verstattet, 
gp  =  0  zu  setzen. 

Daher  bat  nach  Theil  I.  XL.  ».  57.,  wenn  u  eine  gerade  Zahl 

ist,  (-f-  1)*  dje  folgenden  u  sämmtlich  von  einander  verschiedenen 
Werthe,  also  die  Gleichung  acn  — 1  =  0  die  folgenden  n  sämmt- 
lich unter  einander  ungleichen  Wurzeln: 

'±1. 

cos  —  =fc  am  — v  —  1, 

7b  Tl 

cos  —dbsin  — V  —  1, 

»  -  n,  n  . 

6ti  6ti 


U7T    .      .     07I|  y — rr 

cos  — -  zzr  Sit)  — k  —  1 , 

■  i   •  i  ? 


u.  s.  w. 

n  7i    t  ' 

Wenn  dagegen  #»  eine  ungerade  Zahl  ist,  so  bat  nach  Theil  I. 

XU  § i  57.  die  Grösse  (-f-  1)"  die  folgenden  *»  sämmtlich  von  ein- 
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ander  verschiedenen  Werthe,  also  die  Gleichung  1 — jtä  =  0  die 
folgenden  vi  sämmtlicli  witer  einander  o*«rk$uhe!i  Wuriiln? 


1, 


2jj 


2n 
n 


<:os 


6»  .     .    wi.  ✓  =• 

cos  —  =fc  sin  —k  —  1, 
n  '* 

> 

u.  s.  w. 


6n, 


cos 


Im  nun  wieder  den  in  $.  8.  bewiesenen  allgemeinen  Satz  anzu- 
wenden, müssen  wir 

r  » 

und  folglich 


,t  i 


setzen. 


Ist  nun  zuerst  i»  eine  gerade  Zahl,  so  ist  in  Bezug  auf  §.  8. 

2«                  4*                   6a                               («  — 2)n 
a=cos  ~t  ax  =cos  -,•  o,  =  cos  — .  .  aK*_4)  =  cos  —  ; 

jS  =  sio  ^,  /»,  =»vn  ~,  ß,  =  8io  -,  . . .  ft(„_4)=*io  — - — . 
■■d  folglich  -  . 


d.  i.  nach  Theil  I.  XL.  f.  54. 


n.  s.  w. 

I  ,         (»  —  2)71 


:sin 


(»-2)71 


V/_  1)*-»; 
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^»dziTjK—  I  =^--|co8  — — ^-zfcsin  -i — — ^-V/  —  1|, 


m 

u.  s.  w. 


4o^>  ±  Ät(^V/3T=  ~  j  |  cos  ("-2H— J»  . 

=baio("-8)<— * V±Tj. 

Folglich  ist  , 

_      1        2(m  —  n)rt 

/»           1     •    6(»i  —  w)n 

//»  = —  sin  , 

U.  8.  W. 

o  1         (*  —  2)  (f»~ 

Ä»(»-«)  =  -  8.0   '-  , 

und  daher  nach  $.  8.  für  ein  gerades  »,  weil 

-cd  1  —  .T»  c/  _ob  jrn  —  1 

ist, 

-»   1  —  3r* 

■ 

=  —  Bin   _i_  +  B,n_l — - — siu  —  — h  •  •  . 

.  ^  (*  —  *)  (m  —  n)rt\ 
.  .  .      sin   —  —  j , 

immer  unter  der  Voraussetzung,  dass  m  — 1<*»  oder  m<t$-\-\ 
ist. 


r 


Wenn  it  ungerade  ist,  so  ist  nach  dem  Obigen 

2tx  4*  6n  («—1)ti 

a  =  cos  — ,  «,  =cos  — ,  oa  =cos  — ,  .  . .  aK«_3)  =  cos       n  ; 

•*  i 

Ä   •      271     /9    •  P  .671-  («— 

P —  8,0  ^»  Pi  =81n  — »  Pa  =  810  — ,  .  .  .  ßk(n-t)  =  sin  — —  ; 

und  durch -eine  ganz  ähnliche  Betrachtung  wie  vorher  erhält  ms  o 
also  offenbar  in  diesem  Falle 

-ae  i—Xn 

n  {  n  •  n  n 

...  -f.  sin  )• 
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Für  ein  gerades  u  ist  nach  dem  vorigen  Paragraphen 

sin         7  -f-sin  -f-  sin      _  —  sin  1  — - 

7i  n  vi  /i 

cos  ^ — cos-  —  — 

 »  n  

~~  ggin  <m  ~  n)n 

H 

oder,  weil  »  eine  gerade  Zahl  ist,  wie  man  leicht  findet, 

g.n  2{m-n)n  +  gip  *(m-n)n  +  ^  6(m-»)*         ^  g. p  (»-2)  (m-n)n 

n  n  n     *.  n 

•  <  »# 

=  |(1  —  cos  «wr)  cot  — . 

*  * 

Ist  also  //i  eine  ungerade  Zabl,  so  ist 

.  2(m— njn  .    .  4(m— ifjn         6(//t— .  .   (»— U)  (m— w)n 

sm     ^      *frglD  -HBin      ^      -H...-1-Bin  ^  

7?  n  n  n 

V  ■ 

t/m 

=  cot  T'   ■  . 

uod  folglich  nach  dem  Obigen 

idx  2*  «ff 

»>-.». 

wo  «O  ist,  da  »  gerade,  m  ungerade  ist,  nnd  nach  dem  Vor- 
hergehenden «i<w-|-l  sein  muss. 

Aus  der  in  f.  3.  bewiesenen  Haupteigenschaft  der  bestimmten 
Integrale  erbellet  auf  der  Stelle,  dass  unter  den  gemachten  Vor-( 
aossetzuogen,  wenn  nämlich  n  gerade  und  m  ungerade,  also  m  —  1' 
gerade  ist,  jederzeit 

J 0        \—X*        t/-*  1  —  S*'  r  " 

uod  folglich  • 

«/  _»  1  —  JT"        J  0       1  —  X*  J  0       1  —  JT*  ' 

also  nach  §.  2.  2. 

«/        1  —  .r»        t/  o   I  —  J" 


oder 


o   1  —  Tt/       1  —  ' 

folglich  nach  dem  Obigen 

0    1-^  *  *.  «.       .  ;  t'. 

ist. 


f 
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Ist  m  eine  gerade,  also  m — 1  eine  ungerade  Zahl,  so  erhellet 
aus  der  in  §.  o.  bewiesenen  Haupte  igenschaft  der  bestimmten  In- 
tegrale auf  der  Stelle,  dass  in  völliger  Allgemeinheit  für  ein  ge- 
rades u 


/  0  1  — -  J  —Oft  1  —  X*  ' 

und  folglich 

-.l-.^  +  /o      1  -  ar«  —  ' 

also  nuch  §.  2.  2. 

r  — od    1  —  X11  • 

ist. 

Für  eiu  ungerades  m  erhält  man  aus  dem  Obigen 

sio  i-4-sin-5-—  HM«  — — -f-...H-sm  

7»  w  '*  n 

(tn  —  n)n         \  . 
cos  i  ^ ,     —cos  (wi —  »)n 

oder,  weil  m  eine  ungerade  Zahl  ist, 

.  ?{m  -7t)n  .  6(«n— n)n  .  (»— 1)  Qw— *)* 
im  —  — -f-siu  r-sm  h  •••+  sin  


cos  iwn  — cos  — 


&.0  - 


Ist  nun  a»  eine  gerade  Zahl,  so  ist 

'Mm — n)n  *{m—m)i% 
■in  ■  *    n  -    -r-  sm  


*(m— «fr       .  Ms»-»)*       .  C(j*»-»)ti  („— 

♦  ■ « >  ii  -f~  in  ^    -  -f  . . . «+•  sin  —  ^ 


,  tnn 
1  —  cos  — 

2s  in  — 


für  ein  ungerades  ■«•  ist  dagegen 

sin   Mm  |-H»n      „      -f-  . .  ,-f-  sin  ^-  


1+co«  ^ 

Folglich  ist  nach  dem  Obigen  für  ein  ungerades  n  und  ein  gerades 
m%  wenn  ist, 
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J-*  T^r  =  -  n  tttD«  2^* 


Dagegen  ist  nach  dem  Obigen  für  ein  ungerades  /*  und  ein  unge- 
rades     wenn  m<n-+-\  ist, 

/+a>X'>*-\dx  n_  CQt  mn 
-oo  1  —  x*        n        '  2n 

•  !  i    •  f 

§11. 

Setzen  wir  in  der  in  §.  9»  für  den  Fall,  wenn  m  ungerade 
und  n  gerade  ist,  gefundenen  Formel  für  x»  und  »  respective 
im-t-ltred  2m,  so  erhalten  wir 

/'ob  g&mdx     n  

2« 


för  2*»-f-  1  <2«  oder 


<  < 


■  «.  - 


2»     ^  I# 


Auf  ähnliche  Art  ergieht  sich  aus  10. 

ob  aflmdx  n 


y*  od  aflm&x 
0  '  1  —  «2#n 


I— »  2m -f.  1 

2/4  ^ang      ^  7» 


ftr  2»t     1  <!  2«  oder 

2//I  -f- 1 
Setzt  man  .r2*  =  s  und 


<1. 


2ffl  4-  1  

ST-  —  a' 


I". 


so  findet  man  leicht 


; 


and  folglich,  weil  für  ^r  =  0  und  ar  =  oo  auch  respective  *  =  0 
und  *  =  od  ist,  i  <\ 

Also  ist  noch  dem  Obigen 
i  '  0   1  -f-x       sin  an1 

/»oega— \d%    n 
0   1—*        tang  an' 
oder,  was  natürlich  dasselbe  ist, 

/*  <*x*—ldx   n 
o   \-{-x        sin  an* 
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Nicht  unbeachtet  zu  lassen  bat  man,  dass  nach  dem  Obigen 

2m  -f-  1  .  2m  -f-  1   ^  t 

— ^ —  =  a  und  — <  1 

i.t. 

Wenn  nun  aber  jetzt  a  eine  beliebige  positive  Grösse  ist,  so 

2m  -|  l 

kann  man  leicht  zeigen ,  dass  man  den  Bruch  — ^ — ,  wo  m  und  » 

veränderliche  positive  ganze  Zahlen  bezeichnen,  dieser  Grösse  be- 
liebig nahe  bringdn,  d.  h.  dass  man  die  positiven  ganzen  Zahlen 
m  und  n  jederzeit  so  bestimmen  kann»  dass  der  numerische  oder 
absolute  Werth  der  Differenz  zwischen  den  beiden  Grössen  »und 

1  kleiner  a*8  je<*e  g€gebenc  noch  so  kleine  positive  Grösse 
v  ist.   Um  dies  zu  zeigen,  wollen  wir  die  beiden  Bedingungen 

2»i-f  1  2«»-t-l  ' 

zu  erfüllen  suchen.  Diese  beiden  Bedingungen  sind  aber  offenbar 
jederzeit  erfüllt,  wenn  2mg^" 1  eine  Mittelgrösse  zwischen  a  und 
«r-r-v,  d.  h.  •)  wenn 


2n 

ist.  Diese  letztere  Bedingung  ist  aber  nach  der  Lekre  vo*n  deo 
Mittelgrössen  jederzeit  erfüllt,  wenn  die  Bedingung 

2«-*-  1  =  M\1an,  2(a  + v)n\ 

erfüllt  ist,  und  es  kommt  also  jetzt  offenbar  bloss  darauf  an,  zu 
zeigen,  dass  die  positive  ganze  Zahl  »jederzeit  so  bestimmt  wer- 
den kann,  dass  zwischen  den  beiden  positiven  Grössen  2an  und 
2(a -f-y)*  eine  gewisse  ungerade  positive  ganze  Zahl  liegt.  Dies 
ist  aber  jederzeit  der  Fall,  wenn  die  Differenz 

2(«  -f-  v)n  —  2a»  ==  2nv 

grösser  als  2  ist.    Setzen  wir  nämlich 

2am  =  k  -f-  j ,  2(«  -f-  v)m  =  k>  j, 

■  — 

.i ,  ,  , 

wo  k  und  k'  positive  ganze  Zahlen»  -r  und  -z  positive  echte 

0  P  p 

Brüche  sind,  so  ist 


2w  =  X/  — —  4' 


Ist  nun 


» -. 


k'     *  -f-  ~y  —  y  >2, 


so  ist  offenbar  jederzeit 


')  Tbl.  I.  XL.  §.  M. 


■ 
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und  folglich,  weil  kf  —  k  eine  positive  ganze  Zahl  ist. 

*  —  *  =  2 

oder 

Wäre  nun  auch  bloss 

so  würden  doch  zwischen  % 

' '  «  <t ' 

d.  i.  zwischen 

%an  und  2(a+*v)n 

jedenfalls  die  beiden  ffanzen  Zahlen  und  Xr-f-  2  liegen,  von 

denen  eine  nothwendig  ungerade  sein  muss,  und  um  so  mehr  muss 
also,  wenn 

2 

ist,  zwischen 

2a*  und  2(a-£r)/» 

jederzeit'  eine  ungerade  Zahl  liegen.  Man  sieht  also,  dass  unsere 
oben  ausgesprochene  Behauptung  bewiesen  sein  wird,  wenn  man 
zeigen  kann,  dass  sich  die  positive  ganze  Zahl  n  jederzeit  so  be- 
stimmen lässt,  dass 


ist.  Da  nun  aber  diese  Bedingung  erfüllt  ist,  wenn  man,  was 
offenbar  jederzeit  möglich  ist,  die  positive  ganze  Zahl  n  so  be- 
stimmt, dass  %4<l.4 

ist,  so  ist  unsere  obige  Behauptung  nun  als  vollständig  bewiesen 
anzusehen,  d.  h.  es  ist  in  völliger  Strenge  gezeigt  worden,  dass 
die  positiven  ganzen  Zahlen  m  und  n  immer  so  bestimmt  werden 
können,  dass  der  numerische  oder  absolute  Werth  der  Differenz 

zwischen  den  beiden  Grössen  a  und  — — —  kleiner  als  jede  ge- 
gebene noch  so  kleine  positive  Grösse  ist. 

Nimmt  man  dies  mit  dem  Obigen  zusammen,  so  ist  klar,  dass 
für  jedes  positive  a,  welches  kleiner  als  die  Einheit  ist, 


.  J  o  \-\-x       sin  aiC 


./o  1  —  x  ~ 


71 


tang 
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ist,  welches  zwei  in  jeder  Beziehung  höchst  merkwürdige  und  wich- 
tige Resultate  sind. 

.11.  .  .  t .    ,|  i 

III. 

Von  den  Ruler'schen  Integralen. 

Culer'sche  Integrale  der  ersten  und  zweiten  Art 
heissen  respective  die  beiden  bestimmten  Integrale     <  . 

in  denen  die  Grössen  a  und  h  immer  als  positiv  angenommen  wer- 
den. Das  erste  dieser  beiden  Integrale  wollen  wir  durch  (— ),  das 
zweite  durch  l\a)  bezeichnen,  und  wollen  also 

setzen  •). 

Jedes  dieser  beiden  Integrale  ist  einer  bemerk enswerthen  Trans- 
formation fähig,  die  wir  jetzt  zunächst  kennen  lernen  wollen. 
Setzt  man  nämlich  * 

x 

.  \w.  \\   Ii!-,  j   x  ==  y>  "i'iu'  lMjfi'fttai 

x  =  T+y>  1  —  ^~ ^  —  (l  4. y)* ; 
so  ist,  wie  man  leicht  findet, 

*t\ff       :■•  i:i    (;:iiv/      a—i/l   yv—ldy  ■          .nn    k<I  ,Ui 

-:»d  <iv  \v   !)li>N  •    ^      ^        ^  ^       (l-j-yW+A*  »\ inb  u  *ii;J(mBo 


und  folglich,  weil  für  or  =  0  und  ^r=:l  offenbar  respective 
und  y  =:  oo  ist, 


,/o         ^        ^  ./^o  ( 1  -4- y 

Setzt  man  ferner      1 '   '  u*?H>  t  i;  > 

fc.itrvr/  T&mtiiiiT  *m  rmt-i:  i\  buu  a\  u*Ur\  u^juj/.'ü         liacrtf  iif» 

°)  Diese  Bezeichnung  gebraucht  Herr  Lejeune  Dirichlet  in  seiner  aus- 

fezeichneten  Abhandlung:  Sur  les  integrales  Eulcriennes  in  Crelle's 
ournal.  T.  XV.  S,  258,  Legen  «Ire  gebraucht  für  die  Integrale  tler 
ersten  Art  eine  andere  Bezeichnung,  und  geht  auch  von  einem  etwas 
verschiedenen  Begriffe  dieser  Integrale  aus.  Wir  sind  aber  hier  Herrn 
Lejeune  Dirichlet  gefolgt.  ,\ 
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und  folglich 


Weil  Dan  fiir  a:  =  0  und  x  =  \  offenbar  respective  4  =  00 
und  *  =  0  ist,  so  ist 

folglich  nicb  Dach  f  1  I. 

Weil  man  im  Vorhergehenden  für  y  und  s  offenbar  auch  sc  schrei- 
ben kann,  so  hat  man  die  folgenden  Gleichungen: 


<£> = fl^x  -  ***** = 7Tü+ 

♦ 

Weil,  wie  wir  nachher  sehen  werden,  die  Kuler'schen  Integrale 
der  ersten  Art  immer  durch  Euler'sche  Integrale  der  zweiten  Art 
ausgedrückt  werden  können,  so  wollen  wir  unsere  Betrachtung 
hier  für  jetzt  auf  die  letzteren  einschränken. 

♦  • 

§.  13. 

Nach  dem  vorigen  Paragraphen  ist 
Weil  nun  bekanntlich 


ist,  so  ist 


f 7-xdx  =  — 


Const. 


Für  a:  =  0  ist  e~x  =  1,  und  für  a?  =  oo  ist  offenbar  e— *  =  0. 
Also  ist  • '  ' 

/V*«/*==o-(-i)±=i, 

folglich 

r(l)  =  l. 
♦  M- 

Nach  einer  aus  der  Integralrechnung  bekannten 
formel  ist 
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■■ 

und  folglich,  wenn  man  für  f  e-*djc  seinen  aus  dem  vorigen  Pa- 
ragraphen bekannten  Absdruck  setzt, 

f  r-*ac°da:  =  —  ac"e~*  +  */  r-*x*~*dx  ■+•  Const. 


Für  oc  =  0  ist,  weil  a  immer  als  positiv  angenommen  wird, 
ac**^*  =  0. "  Für  ,r  =  oo  werden  Zähler  und  Nenner  des  mit  der 

Grösse  a^e~x  identischen  Bruchs  —  unendlich.    Weil  nun 


und  • 

dx*< 


ist,  so  ist  für  >  =  oo,  was  auch  die  positive  ganze  Zahl '  k  sein 
mag,  ^p=9e;  weon  man  aber,  was  offenbar  verstattet  ist,  k 

grösser  als  a  nimmt,  so  ist  für  offenbar    ^  =0.  Hier- 

aus schliesst  man  nach  bekannten  Principien  der  Differentialrech- 
nung,  dass  auch  für  ;r  =  oo  der  Bruch  ^  oder  das  Product 
&ae— *  =  ()  ist.    Also  ist  nach  dem  Obigen  offenbar 


/»CD  fCD 
0  '  0 


d.  i.  in  der  bekannten  Bezeichnung  der  Euler'schen  Integrale  der 
zweiten  Art 

r\a     1)  =  al\a), 

welches  eine  sehr  merkwürdige  und  wichtige  Relation  zwischen 
den  Euler'schen  Integralen  der  zweiten  Art  ist. 

Ist  a  die  positive  ganze  Zahl  »,  so  erhält  man  durch  succes- 
sive  Anwendung  der  obigen  Relation  leicht 

fl[»-r-l)  =  *(«  —  l)...  3.2.1  T(l), 

und  folglich,  weil  nach  dem  vorigen  Paragraphen  T(l)t=:l  ist, 

7?»-*-!)=  12.  3.  4  ...» 

oder 

T\n)  =  \  .  2.3.4  (»— 1). 

*.  15. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  fi  eine  positive  Grösse  ist,  sei 

V  '  du 
=  y,  •r  =  TT'  ^  =  !?;  s»  ist 
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i 

und  folglich,  weil  für  ^  =  0  und  4?  =  00  offenbar  respective 
y=  0  und  y  =  oo  ist, 

/*•         ,      1  /** 

oder 
also 

immer  unter  der  Voraussetzung,  dass     positiv  ist. 

Setzt  man  für  a  die  positive  ganze  Zahl  so  erhält  n 

/  o  r^**"**  ~~^H~> 

und  folglich  nach  dem  vorigen  Paragraphen 

anter  der  Voraussetzung ,  dass  n  eine  positive  ganze  Zahl  und  {* 
positiv  ist. 


man 


ry.- 


.  16. 

Wenn  eine  positive  Grösse  ist,  so  ist  nach  dem  vori- 

gen Paragraphen 

wo  b  als  positiv  angenommen  wird.   Folglich  ist  offenbar 
(1-1-  xy>       l\b)  J  0 

also 

/ 0  (l-f- *)*      JX*)  / 0      /  0  ' 
woraus  sich  ferner  nach  §.  6. 

ergiebt.   Nun  ist  aber  nach  f.  2.  3. 

0  7  0 

und  folglich,  wenn  wir  u  als  positiv  annehmen,  nach  dem  vorigen 
Paragraphen 

Thdi  11.  20 


Digitized  by  Google 


•  306 

also  Dach  dem  Vorhergehenden 

oder,  wenn  wir  «  +  £  für  b  setzen, 

f~jB*^4x_         r(a)     f  V"**-** 

y0  (i+^     r(a+Ä)  /0  ^ 

d.  i.  in  der  bekannten  Bezeichnung  der  Euler'schen  Integrale  der 
ersten  und  zweiten  Art 


wodurch  nun  die  in  f.  12.  ausgesprochene  Behauptung,  dass  die 
Euler'schen  Integrale  der  ersten  Art  immer  durch  Euler'sche  Inte- 
grale der  zweiten  Art  ausgedrückt  werden  können,  vollständig  ge- 
rechtfertigt ist.  Dass  im  Obigen  also  auch  1  -fr-  j?t  und  u  po- 
sitiv genommen  werden  können,  findet  seine  Rechtfertigung  darin, 
dass  die  Integrale  sowohl  in  Bezug  auf  a?,  als  auch  in  Bezug  auf 
v,  immer  nur  von  0  bis  o©  genommen  werden.  Andere  Beweise 
der  obigen  merkwürdigen  Gleichung  haben  Poisson  im  Journal 
de  ricole  polytechnique.  Cahier.  XIX.  und  Jacobi  in 
Crelle's  Journal.  B.  XI.  S.  S07.  gegeben.  ,  . 

Wenn  a <^  1  ist  und  b  =  1  —  a,  also  «r-f-Ärr:  1  gesetzt  wird, 
so  ergiebt  sich  aus  dem  Obigen,  und  weil  bekanntlich  ZT[1)=1  ist, 

(i^)=/T-)/Ti-«>, 

<L  i.  nach  f.  12. 

n«)  m  -*)=/** 


Unter  den  gemachten  Voraussetzungen,  nach  welchen  nämlich  a 
positiv  und  kleiner  als  die  Einheit  ist,  hat  man  aber  nach  $.11. 

>x       sin  an* 

und  man  wird  folglich  durch  das  Obige  zu  der  höchst  merkwürdi- 
gen Gleichung 

r(a)r(l-a):  " 


J  o  I 


sin  öT 


geführt,  wo  immer  a  positiv  und  kleiner  als  die  Einheit  sein  muss. 
Für  ergiebt  sich  aus  der  vorhergehenden  Gleichung 

und  folglich,  weil,  wie  sogleich  aus  dem  in  f.  3.  bewiesenen  Satze 
erhellet,  7\£)  eine  positive  Grösse  ist, 

Nun  ist  aber 
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also,  wenn  wir  x  =  t*  setzen, 
Folglich  ist  noch  dem  Vorhergehenden 


welches  nach  ein  höchst  wichtiges  und  merkwürdiges  Resultat  ist 
Nach  i.  %.  2.  ist 

und  nach  dem  in  $.  3.  bewiesenen  Satze  ist  offenbar 
Also  ist 

und  folglich  nach  dem  Vorhergebenden 

»  ... 

Nach  S-  14.  ist 

U.  8.  W. 

- 

=  (»      2")  (*  —  2")  •  •  •  y  '  "2  ^("2"^ 
und  folglich,  weil  nach  dem  Obigen 

r(-I)=i/* 

ist, 


f.  17. 

Umgekehrt  kann  man  min  aber  auch  die  l&uler'schen  Integrale 
der  zweite»  Art  immer  durch  Kuler'scbe  Integrale  der  ersten  Art 
ausdrücken.  Bezeichnet  nämlich  n  eine  positive  ganze  Zahl,  so 
ist  nach  der  im  vorigen  Paragraphen  gefundenen  Hauptformel 

20* 
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I 

p 

X  (sc  —  cos  ^     sin        —  1) 


X  (x  -  cos  ^  -  sin  <-2=2V=D 


X  (^P  —  €08 


(72—2)71   ^     .  (»— 2)rr 


sin 


also,  wenn  man  immer  je  zwei  conjugirte  imaginäre  Factoren  mit 
einander  verbindet, 


271 


xn — 1  =  (a:7  —  1)  (.r1 — lac  cos  —  H-  1) 


4/r 


X       —  2.r  cos  —  +  1) 


(in 


X  (^r3  —  2.r  cos  —-hl) 


X(.r*-2*  cos 

mau  duu  durch  or1  —  1,  so  erhält  man  nach  einem  sebr 
bekannten  aritlimctiscbcu  »Satze 


+  1 


2* 


=  (ar9  — 2or  cos  —-1-1) 


X(^a  —2^7  cos  —  -h  1> 

X  {±2  —  2^7  cos 
U.  f.  w. 

X(**-2^  cos  (-^~ 

71 


I), 


also  für  x=  1 


«—2 


271 


^  =  2  Ml -cos  ^)  (l-co.^)...(l- 


cos 


in  —  2)ti 


oder,  wenn  wir  jetzt  n  für  die  positive  ganze  Zabi  jM}t*e*, 

A.     l/t  71  \    tl  2flk  „  (»—  l)7f. 

«=2^-1(1 -cos  -)  (l—  cos  ~)...(l-cos  —^—) 

«of-   «II  •      71     .    271.371  .     (*t — 
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I 

folglich 

Nun  ist  aber  ullgemein 

8ln  ~»  =2sin  2^  cos  aJ==2s,n  ^  8,11    2»  > 

ind  folglich 

y|  ti.  /f  /i 

.     *     .    2»    .    3*  .    (*— l>t 

X»id     ^     «m     2n     sin  l— . . .  sin  ^ 

»  • 

A  7i    .   2ti    .   In         .    in  —  l)7f1(1 

=  2*-i|un  ~  sin  —  sin  —  ...sin  l— ^~\\ 

also  nach  dem  Vorhergehenden 

71    .   2*i   .   S71        .    (n  — 1)71      ft  .        n  n 

...  -  «m  -  s.d  -  . . .  bid  L-1H?  =  2^'  •  =  2=1- 

D.her  ist  nach  de»  Obigen 
folglich 

/Ti)71(|)/T(i)...n^>=^-|«. 
Nach  §.  14.  ist  nun 

_  /» _i_  2         2  2 

•  * 

u.  s.  w. 


alsu 


H^2)  r(^J) . . . 


1  .  2  .  3  . . .  {n  —  I)  nl  .  rv  *  \  n  ^  \        r*/n  —  ^  v 
=  n«=i  ^n)  r<  «)  '  '  '  r<">; 

folglich  nach  dem  Vorhergeheudeu 


Ji 
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i  • 

Folglich  ist,  wenn  auch  m  eine  beliebige  positive  ganze  Zahl  be- 
zeichnet, 


<rr?  = 


2  * 


'  1  •  *'  3  • 

< 

r(-) 

U.  8.  W. 

■ 

rt— )  i\  ) 

Multiplicirt  man  nun  auf  beiden  Seiten  der  Gleichheitszeichen,  so 
erhält  man 


1  \m 


7t 


also 


(-  1  I.      )  1- 1 1    1  .  •  .  l    ,  > 

VI  :  n'  yl  :      M  :  n'  1  :  n  1 

Für  «i=i»  erhält  man  aus  dieser  Formel,  weil  bekanntlich  r(l)-=l 
ist, 

n±) = i(H5>  <rf3  <rf£>  •  •  •  <!iff^)t  -  . 


also  nach  dem  Vorhergehenden 

«   t  •'fr 

1 »'     (Li»)        (Ll5)  . . .  (—''*)  ' 

1  :  »    1  :  «l    1  ;  n  1  :  ft; 


Digitized  by 


uod  es  kann  folglich,  weil  ^  jeder  positive  rationale  Brach  sein 


kann,  jedes  Kuler'sche  Integral  der  zweiten  Art  durch  lauter 
Euler'sche  Integrale  der  ersten  Art  ausgedrückt  werden. 


18. 

Wenn  *  wieder  eine  positive  ganze  Zahl  bezeichnet,  so  ist 
nach  «.  16. 

^1)^,  =  -^, 


sin  — 

sin  — 
n 

sin  — 
n 

> 

.  .  u.  s.  w. 

71 


n   '    v*'~  .  (»-!)*' 

sin   - 

n 


and  folglich,  weon  man  auf  beiden  Seiten  multiplicirt, 

^)  *fr -n^t-^ .   »  S....m^ 

n       n       n  n 

■ 

In  §.  10.  haben  wir  gesehen,  dass  die  Gleichung      — 1  =  0, 
wenn  n  eine  gerade  Zahl  ist,  die  folgenden  n  sämmtlich  unter 
ungleichen. Wurzeln  hat: 

271    .      .     271,  >  r 

-     cos  -=bs.n  -V-\, 

cos  —zbsin  -~V  —  1, 

n  n 

671    .      .      671.  y  r 

cob  —  =fc  sin  —V  —  1. 
n  n 

u.  s.  w. 


Folglich  ist  nach  einem  bekannten  Satze  von  den  Gleichungen 


—  1  =  (a:  —  1)  [x  -f- 1)  (x  —  cos  ^  —sin  ^Vy—  1) 


X(^r  — cos  — sin  ~k  —  1) 


Digitized  by  Google 


310 

► 

X     —  cos  ^  -I-  sin  ^1/ —  1) 


x(,_eM!fida!_li>äÄ/=ij 

w  ,  2>7I    ,      .      (»—2)71,/  =-k 

also,  wenn  man  immer  je  zwei  «onjugirte  imaginäre  Factoren  mit 
einander  verbindet, 

—  1  =       —  1)  (^»—2^  cos  ~  + 

X  —  cos  ^  +  1) 
X(^3— 2.r  cos  -4-1) 


X(^-2/r  cos  (W~2)7t4-l). 

I)ivi4«t  man  nun  durch  a'-I,  so  erhält  man  nach  einem  sehr 
bekannten  arithmetischen  Satze 

jt«-2-|_ ar«-«4- ,r»-«4-  .  .  .4-^'  4-  1 
=  (a:3  —2a:  cos  -—4-1) 


also  für  x=\ 

71—2 


X(^*~2^  cos  ^4-l> 
X  (&2  —  Ix  cos  ?<4-1) 

71 

u.  s.  w. 

X       —  %x  cos  ^=-—4-1), 


i  =  2  »  (1  -  cos       (1  -  co.  ^) ...  (1  -  cos 

oder,  wenn  wir  jetzt  m  für  die  positiv«  ganze  Zabl  £  «etees, 

»=*— «(l-eos       (l-cos^)...(l-cos  ^~^) 
•>r.  «c       «    .   2»    .   3»         .    («  — 
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* 

folglich 

»/*  =  2-.  ..n  ^  ..d  5  s.n  ^  . .  .  sin 
Nun  ist  aber  ullgemein 

sin  —  =  2sm  5-  cos  —  =  2sin  —  sin  — — — , 
und  folglich 

*»  iL  -Jn  —  |in  «5«  (»■— *>» 
sia       810  —  bid  —  , .  .  sin   

7i         il        n  n 
=  2-»  8m  ^  ..n2-  ..o^  ...  ..» 

X  am  — ^ —  am        —  sin  v— ...  bid  gj 

-  • 

=  2^-1(810^810-  8,D-...8ID1— ^1», 

also  oach  dem  Vorhergehenden 

n    .   2n   .   9n        .    (n  —  l)n     A  t       n  n 

«d  -  ..n  -  s.n  -  . . .  s.D  — ^—  =        .  =  55-j. 

Daher  ist  nach  dem  Obigen 


Nach  §.  14.  ist  nun 

u.  s.  w. 


also 


K^')  n=±-*)  r(^5)  . . 


folglich  nach  dem  Vorhergehenden 

rtn+l\  nfJ-h3i  n"-*"3*       rr*-li     1  2  •  {n  ~  !>  i  t2")""1 1  * 
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§.  19. 

Nacli  §.15.  ist,  wenn  s  eine' positive  Constante  bezeichnet, 

1.    f*  e-*xa*-itlx  = 

Nun  ist,  wovon  man  sich  leicht  durch  Differentiation  überzeugen 
kann, 

J  e-**dx  =  —  -b  Const., 

und  folglich,  weil  die  Grösse  s  positiv  ist, 

also 

und  folglich,  wenn  a  und  ß  positive  Grössen  bezeichnen, 

a     t/  0  <* 

Nach  §.  6.  ist  aber 
und  folglich  auch 

y 00«^:  f*e-*xds  =  /  — . 
o      «/  «  « 

Weil  .    .      .  '  V 

Jer-**ds  =  —  — — \-  Const, 

ist,  so  ist 

f**  er-*xds  = 
also  nach  dem  Vorhergehenden 


•ß         m       er-gx  —  e-ß  * 

x 


3.  r*-"'-^*  d*=£. 

J  o         ^  « 


Setzt  man  «  =  1  und  /?  =  *,  so  erhält  man 

Weil  nun  nach  12. 

f™<r"s«-ids  =  r(a) 
ist,  so  ist,  wenn  der  Kürze  wegen 
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gesetzt  wird, 
also  nach  §.  5. 

d.  i.,  wie  man  nach  bekannten  Regeln  der  Differentialrechnung  so- 
gleich findet, 

5.  yo  e-<s°-Us  <h  =  r>{a), 
und  folglich,  wenn  man  für  U  den  Ausdruck  4.  setzt, 

f~  <r-*<-id*  f~{*~*  -  *-~)  £  =  r>(*)9  . 
oder  nach  f.  2.  3. 

> 

and  folglich  oacb  6. 

oder  nach  f.  2.  3.  und  §.  2.  4. 

oder 

Weil  nun  nach  f.  12.  und  §.  15. 

0  — 
ist,  so  wird  die  vorhergehende  Gleichung  offenbar 

oder 

.    f"dxi   i_    1  _  r(«)  <//r(«) 

*  ^  r(«)  —    da  ' 

Da  die  Integrale  in  Bezug  auf  a:  zwischen  deu  Gränzen  0  und  ao 
genommen  werdeu,  so  kann  man  .r,  und  folglich  auch  1  -f-  .r,  wie 
es  die  vorher  in  Anspruch  genommene  Anwendung  von  §.  15.  er- 
fordert, immer  als  positiv  betrachten. 
Setzt  man  nun 

1  .  1— V       1  i 


- 
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■  i 

so  ist 

y»»  x  —  y(l-y)' 

und  für  .r=rO  und  jc  =  qc  ist  respective  y=I  und  y=0.  Abo 
ist  nach  7. 

oder  nach  f.  2.  1. 

*  /o('    ^^l-y)—     «fa  • 

Setzt  man  jetzt,  indem  *  eine  von  0  unabhängige  positive 
ganze  Zahl  bezeichnet,  für  a  nach  und  nach 

1           2           I  w-1 
ö?  «  t  ~»  «  -T-  — »  «  -t-  — ,  . .  .  a  -\  —  > 


und  addirt  alle  dadurch  aus  8.  sich  ergebenden  Gleichungen  zu 
einander,  so  erhält  man,  wenn  der  Kürze  wegen 

1  n  1 

*=~3^H — m — «-•••+ — as — 

gesetzt  wird,  nach  %.  2.  4.  die  Gleichung 

1  ~M  * 

fl\ne^ -y«(l  H-y*  -+-  y«      .  .  +  y~Mjfl*^=* 
oder,  weil 

l-r-y+y" -r-.  --r-^w  =  jf 

1-y» 

■ 

ist, 

i 

1 

l—  y" 

Setzt  man  y»  für  y,  so  wird  diese  Gleichung,  wie  man  leicht 
findet, 

«/ o  i—  y*      i— y  y  \ 

Wird  in  der  Gleichung  8.  ffir  m  die  Grösse  na  gesetzt,  so  wird 
diese  Gleichung  ;  ,n  , 

rxt  .  dy  diT\nti) 

Nach  einem  bekannten  Satze  der  Differentialrechnung  ist  aber 

dlTjna)        dll\na)    d .na   dlrjnd) 

da  d  *na  '    da  d.ua  ' 
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und  folglich 

flll\na)   dll\na) 

d.na        n'     da  9 

also  nach  dem  Obigen 

T/u1         *  'yU— y)~~  <*» 

oder 

Zieht  man  diese  Gleichung  von  der  Gleichung:  10.  ah ,  so  erhält 
man 

mr\9^—  —  *    Vr  -    ig  dlr{na) 

Vo(i-y«      ^y7-Ä  Ä"' 

Weil  nun  nach  dem  Obigen  offenbar 


rf/.iX«)it«  +  i)...rt«H-  — ) 


ist,  so  ist 

IX«a) 

und  folglich  nach  dem  Obigen 
Setzen  wir 


wo,  was  man  wohl  zu  beachten  hat,  die  Grösse  //  von  <?  ganz 
abhängig  isl,  so  wird  die  vorhergehende  Gleichung 

\r{a)  r(«-f-l)... rx«-i-^i) 

 w— — 

und  folglich,  wenn  man  inlegrirt,  und  die  willkübrliclie  Cuuslaute 
durch  lg  bezeichnet, 

U«)n«+i)...ix«+^) 

— -\na)  -- 

oder 
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'  •  W  =  'I  röST"  

also 


=  qp 


n 


T\na) 
oder 

< 

12.   l\a)  I\a  +         F(a  -+-  =  <,p°rtna). 

Um  die  vod  «  unabhängigen  Grössen  p  und  7  zn  bestimmen, 
setze  man,  um  zunächst  den  Werth  von  p  zu  finden  in  dieser  Glei- 
chung       —  für  «r,  so  wird  dieselbe 

l\a  +  ±)  *>-r-|)  •  •  •  IX«  +  \)  =  qp"**  Kta-t-  1). 

Dividirt  mau  nun  diese  Gleichung  durch  die  vorhergehende,  so  er- 
hält man 

Hg-f-1)        £  Tina  -+- 1) 
T\a)    =P      I\na)  ' 

also,  weil  nach  f.  14. 

I\a-hl)  =  aT\a),  r[na  +  \)  =  nar(n*) 

ist, 

l=*/i»,  />»=»->,  />  = 


Um  »7  zu  bestimmen,  setze  man  in  der  Gleichung  12.  die  Grösse 

I  l 

a  =  —,  so  erhält  mau,  weil  71(*flr)  ==  T(l)  =  1  und  //« =«-*=— 

ist, 

und  folglich 

^„ni)^)^)...^):  j 

Nach  f.  18.  ist  aber  -  "  j 

ni)r(|)r(l)...n»-^,=  {^-'J',     .  \ 

*  ♦ 

und  folglich 

Führt  man  nun  die  gefundenen  Werthc  von  p  und  ij  in  die 
Gleichung  12.  ein,  so  erhält  man 
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1»  ZV  -f  -      I\a  + 1)  • .  IX«  +  fL=li)  =  (97r)~««-«»r(*«). 

Mit  dem  Beweise  flieser  höchst  merkwürdigen  Gleichung  haben 
sich  verschiedene  berühmte  Mathematiker,  namentlich  Gauss  (Com- 
ment.  Gotting,  rec.  Vol.  II.),  Legendrc  (Bxercices  de  calcul  inte- 
gral. T.  II.  i>.  23.  Tratte*  des  fonetions  elliptiques.  T.  II.  p.  444.), 
Csochy  (Exercices  de  Mathematiques.  IS""  Livraisoo.  p.  Ol), 
Cr  eile  (Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik.  B.  VII.) 
beschäftigt.  Der  obige  äusserst  schöne  und  sinnreiche  Beweis,  der 
uns  vor  allen  übrigen  sehr  wesentliche  Vorzüge  zu  haben  scheint, 
\ii  von  Lejeune  Pi  richtet  in  Crelle's  Journal.  B.  XV.  S.  258. 
gegeben  worden.  ^ 

*.  20. 

I3nter  der  Voraussetzung,  dass  a,  ß,  y,  b\ . . .  und  p,  q%  r,  #,  • , . . 
positive  Grössen  sind,  wollen  wir  im  Folgenden  der  Kürze. wegeu 

l 

» 


?(x)  =  (!|l-(^j 


SP.(*,y)=y|l-(^-(f)»|', 

,,,(*,  y, ») = «r j  i  _  (OLy  -  [f\f  -  <iy  \  t, 

setzen,  u.  s.  w. 

Dies  vorausgesetzt,  kommt  man  nun  bei  Anwendungen  der  In- 
tegralrechnung auf  Geometrie  uod  Mechanik  häufig  auf  Integrale 
?oo  der  Form 

u.  s.  w. 

wo  die  GröiMD  *,&,  c,  </,... .  auch  sümmtlich  positiv  »ein  sollen. 
Für  diese  Integrale,  die  man,  wie  sogleich  erbellet,  auch  unter  der 
Form 


/>-'**./rV''* 


U.  8.  W 
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darstellen  kann,  hat  Lejeune  Di  richtet  sehr  merkwürdige  Aus- 
drücke gefunden  *),  welche  .wir  jetzt  entwickeln  wollen. 

Zuvörderst  wollen  wir  eine  Transformation  mit  diesen  Inte- 
gralen vornehmen.    Setzen  wir  nämlich  für 

.       < (f)r  

respective 

so  müssen  wir,  wie  sogleich  erhellen  wird,  für 

dx,  dyy  dx,  .... 

respective 

a    —i  ,      ß  — l  ,     y  —l  , 

— da:,  -^yt    dy,  ^xr    dx,  . 

•  •  '  •       •  • 

setzen,  und  eben  so  leicht  wird  man  sich  überzeugen ,  daas  statt 
der  G ranzen 

0  und  et,  0  und  <jp(a?),  ®  mi(*  9Pi(**j  fh  

respective  die  Gränzen 

0  und  1,  0  und  1  —  ar9  0  und  1  —  oc  — -  y9  • . . 

oder,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 

l—x  =  yiy  1  —,jr —  #  =      .  .  . . 

setzen,  die  Gränzen 

0  und  1,  0  und  yl%  0  und  xxy  

gesetzt  werden  müssen.    Daher  haben  wir  es  jetzt  mit  der  l£at« 

Wickelung  der  folgenden  Integrale  zu  thun: 


p  «/  o  9 


< 

u.  s.  w. 

oder  mit  der  Entwickelung  der  Integrale 

gn  --i 


•)  Comptes  rendus  hebdoinadäires  des  seances  de  l'Acadltnie  des  Sciences. 
T.  V III.  p.  156.  Journal  de  Mathematiques  pures  et  appliquees  par 
J.  Liouville.  T.  IV.  p.  168. 
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*  « 

0  t/  o  y        *«/  0 

U.S.W.  1 

Das  erste  dieser  Integrale  lässt  sich  leicfit  finden.  Es  ist  näm- 
lich nach  einer  sehr  bekannten  Hanptformel  der  Integralrechnung 

faß   <tet=£är? -t-Gonst., 

wobei  man  nicht  unbeachtet  zu  lassen  hat,  dass  nach  der  Voraus- 
setzung —  positiv  ist,  und  folglich 

Nun  ist  aber  nach  §.  15. 


und  folglich 


2-=  V 


also  nach  dem  Vorhergehenden 


Ferner  ist 

</y  =  -j£y7-H  Consta 
und  folglich,  weil  y,        — a:  ist, 

also 

a  b  a  b 

oder,  in  der  aus  §.  12.  bekannten  Bezeichnung  der  Euler' scheu 
Integrale  der  ersten  Art, 

fl^fl^^s.  fei) 
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Weil  nun  nach  §.  16. 


und  nach  $.  15. 


rtl  +  7  +  7> 


/T(14.  *)=*  /XA) 
ist,  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden  offenbar 


«Vi         a  *x 


Um  ferner  das  Integral 

zu  finden,  wollen  wir 

i  y  =  yli^  3  =  3^ 

setzen,  so  ist 

</y  =  y,</#,  </»  =  »,</«', 
und  statt  der  Gränzen 

0  und  y,,  0  und  *, 
sind  offenbar  respective  die  Gränzen 

0  und  1,  0  und  1 
zu  setzen.   Also  kann  man  das  gesuchte  Integral  unter  der  Foi 

Q^    thj^y^ui    dmJoxxrvr  dvy 

oder,  weil 

y4  =  1 — *r,  a ,  =  1  — -  .r  —  y  =  ( 1  —      (l  —  u) 
ist,  offenbar  unter  der  Form 

(1-*)*    rdxJ^i    (X-mYduJ^v*  dv, 
oder  auch»  wie  sogleich  in  die  Augen  fallen  wird,  unter  der  Form 

darstellen.   Es  ist  nun  nach  $.  16. 

n»  +  7-H7+-) 
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,1-,      <  n^nn-f) 


y^n'f    (1  —  f$ydm  = 


c 


)  n») 

woraus  sich,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  der  Gleichheitszeichen 
multiplicirt,  und  beachtet,  dass  =  1  ist,  für  den  Werth  unsers 
gesuchten  Integrals  die  Grösse 

it-)  IX-) 
p      g  r 

orgiebt. 

Um  zu  zeigen,  dass  das  so  eben  angewandte  Verfuhren  eine 
»llgemeine  Anwendung  gestattet,  wollen  wir  noch  das  Integral 

bestimmen.    Zu  dem  Ende  setzen  wir 

y  =  y»«>  *  =  *,c,  t  =  txw, 

also 

dy=yxduy  d%  =  xxdv,  dt  =  txdw, 
und  demnach  für  die  Gränzen 

0  und  y,,  0  und       0  und  tx 
offenbar  respective  die  Gränzeq 

0  und  1,  0  und  1,  0  und  1. 

Dies  vorausgesetzt,  kann  unser  obiges  Integral  unter  der  Form 

J^**~  «xflyS**1  duJv*S«r  **>f^x>u>*  d«>, 

oder,  weil 

yi  =  1  — 

%t  =  \—  x  —  y=(l—  x)  (1—  «), 

/1  =  i-^-y-*  =  (i~^)  0-*) 

ist,  wenn  man  sich  die  beiden  folgenden  Reihen  ohne  Unterbrechung 
in  eine  Zeile  geschrieben  denkt,  unter  der  Form 

ya  6       c      d  h  od 


c  d  u 


oder  auch,  wie  sogleich  erhellen  wird,  unter  der  Form 
Twin.  21 
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dargestellt  werden.    Es  ist  dud  Dach  §.  16. 


^^J  +  J  +  T  +  T* 

»     ,      ^  f_,        1      n-p)  1x14-7)" 

/V      (\-vYdvC=  T, 

woraus  man,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  multiplicirt,  and  beach- 
tet, data  =  1  ist,  für  das  gesuchte  Integral  sogleich  den  Aus- 
druck 


r(lH  h  1  ) 


erhält. 


Auch  ist  nun  völlig  klar,  wie  man  auf  die  obige  Art  immer 
weiter  geben  kann,  und  das  Statt  findende  allgemeine  Geseti  Kegt 
mit  völliger  Deutlichkeit  vor  Augen. 

Aus  allem  Vorhergehenden  ergiebt  sieb  unmittelbar,  dass,  wenn 
wir  das  allgemeine  Glied  der  Reihe 

<         U.  8»  W. 

wo  fx(&,  y)y  SP.to  y,  *)>  die  »un  dem  Obigen  be- 

kannte Bedeutung  haben,  nämlich 


Digitized  by  Google 


I 


323 


■  5K*)*=fll_(ip|f, 
u.  s.  w. 

Mit,  durch  F  bezeichnen,  jederzeit  unter  den  oben  gemaeft«en  Vor- 
aussetzungen, die  wir  bier  nicbt  wiederholen  wollen, 

ist. 

'  In  einer  der  Theorie  der  vielfachen  Integrale  vorzugsweise 
gewidmeten  späteren  Abhandlung  werden  wir  auf  diesen  wichtigen 
und  interessanten  Gegenstand,  welcher  durch  Liouville  und  Ca- 
talan  schon  mehrfach  erweitert  worden  ist, .  zurückkommen.  Für 
jetzt  müssen  wir  uns  mit  der  obigen  Darstellung,  die  wir  nur  als 
eine  vorläufige  bezeichnen,  begnügen. 
'■■<<■■.,  •  ■  '  . 


XXVI. 

Zwei  neue  Satze  vom  ebenen  und  sphärischen 
Tiereck  und  Umkehrung  des  Ptolemäischen 

Lehrsatzes. 

Von  dem- 

Herrn  Professor  und  Director  Strehlke 

zu  Danzig. 


Nach  einem  bekannten  Satze  der  ebenen  Trigonometrie  ist 
(Taf.  III.  Fig.  8.) 

>*C»  =     =  —  tob  cos  Ä  =3  — 2erf  cos  D, 
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■  « 

folglich 

a->  -f.  /,»  —     —  </»  =        cos      —  2c//  cos  // 

Addirt  man  auf  beideu  Seiten  dieser  Gleichung  %tb  uod  2c//,  so 
erhält  mau 

(a  +.  (,y  —  (c  -       =  4«Ä  cos  l  B*  -f-       sin   (1) 

und  eben  so 

(c-4-#/)*  —  («  —  b)2  =  iffÄ  sin  j-i?» -f-4c<S  cos  JZ>5  (2) 

Durch  Multiplikation  von  (1)  uud  (2),  Zerlegung  der  Quadrate  in 
Faktoren  und  Einführung  der  Bezeichnung  a-{- b-\-c-t- d=z  M 
wird  erhalten 

(£- •><£-') 

=a*£*  cos^Ä^sin|Ä2+«/W(sin  ii?^sini/>2-f-cos4Ä2  .cos£/>*) 

-+.c»/Asin|J9*  cosfö*.  ' 

Wenn  man  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens 
\abcd  sin  B  .  sin  Z)  hinzu  addirt  und  subtrahirt,  so  erhält  man 

(f-«)  ({■-*)  (t4-*)  <t-j*> 

"(y .  sin  .sin/})*-4-ar£c</(cos  JZ?  cos£/> — sin£/?.sin£/))2 


==(—  .  sin  Zf-h  y  s,n  Dy-\-abcd.  cos  ( — — ) .  cos  (     ^  ). 

Da  nun  ^  .  sin  Ä  +  y  sin  ZJ  =  der  Flächensumme  der  beiden 

Dreiecke  *  ABC  und  ACD  ist  oder  die  Fläche  des  Vierecks 
ABCD  ausdrückt,  die  mit  F  bezeichnet  werden  mag,  so  ist 


2. 

Verfolgt  man  denselben  Gang  bei  dem  sphärischen  Vierecke, 
so  ist 

cos  e  =  cos  a  .  cos  b      sin  «  .  sin  b  .  cos  /? 

=  cos  c  .  cos  d-{-  sin  c  .  sin  #/ .  cos 

folglich 

cos  «r  .  cos      cos  r .  cos  d  =  sin  c .  sin  d cos  D — sin  a .  sin  b .  cos  /». 

Wird  auf  beiden  Seiten  der  Gleichheitszeichen  sin  a  sin  £  und 
sin  c  .  sin  d  addirt,  so  erhält  man 

cos  cos  (c-t-d)=2a\n  c.  sin  d.  cos  j/)'-f-2siu  a.sin  £.§in  $ß9 

und  durch  ZeVfällung  der  Differenz  der  beiden  Cosinus  in  Fakto- 
ren und  Einfübrung  von  «r-f-  b  -f-  c-H  «/=  # 
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sio       —  a)  .  siu       —  0) 

=  sio  r  .  sio       cos         -4- sio  «  .  Bio  h  sio  J-Ä»  (I) 

und  eben  so 

sio  (~  —  c)  .  sio  (~  —  f/) 

=  sio  «  .  sin  £  cos  $B*  -+-  sio  c  .  sio  r/  sio   (2) 

Durch  Multiplikation  von  (1)  und  (2),  durch  Addition  uud  Subtrak- 
tion voo  |sio  a  .  sin  b  .  sio  c  .  s\o  r/.  sio  //  .  sio  /?,  bekömmt  man 

sin  (y  —  a)  .  sin  (-j  —  <*)  .  sio       —  c)  •  sin       —  d) 

=  (|sin  «  sin  £  sin  /?  +  ?sin  c  .  sin      sin  ZJ)a 
-|-  sin  a  sio  6  sin  r  .  sin  d .  cos  ^(/?-r-  />)  cos  ZJ). 

Ist  nun  J#  der  Mittelpunkt  der  Kugel,  auf  deren  Oberfläche  das 
sphärische  Viereck  AB  CD  liegt,  so  ist  der  Cubikinhalt  des  Te- 
traeders MARC"=.\%\w  a  .  sin  A .  sin  Ä,  der  Cubikinhalt  des  Te- 
traeders MACD  =  |sin  r  .  siu  r/.siu  Bezeichnet  man  jene 
Tetraeder  mit  T  und  T\  so  erhält  man 

(37+ 31")*  =  sin       -  «)  sin  (|  - /,)  si.i(-^-<0  sin  (~-f/) 

—  sin  «  sin  £  sin  r  .  sin  d .  cos  i(Z?-f-ZJ)3.  * 

Umkehrung  des  Pto I  eniäischen  Lehrsatzes.  , 

Da  A*  =  BE*  -4-  CE>  —  2BE .  CE  cos  X,  (wenn  X  deu  Kreis- 
bogen bezeichnet,  der  den  Winkel  BEC  misst) 

und  a%  =  BE*  -f-  JE1  -f-  %BE .       .  cos  X9 
so  ist  //»—«»=  CE*  —  AE*  —2BE.  e.  cos  X, 
Tvelln  e  die  Diagonale  bezeichnet, 

und  c*  —  <**  =  CE*  —>AE*  -f- 2Z*i£ .  e  .  cos  A. 
Zieht  man  die  obere  Gleichung  von  der  untern  ab,  so  bleibt 

c»_rf»_ Ä»-f-«*=2.e  {BE+DE)  cos  &  =        cos  A, 
weno  /IjÖ  durch  /*  bezeichnet  wird.    Hieraus  folgt 

a*  -f.  c3  —  />»  —  rf* 


Wird  nun  für  ein  ebenes  Viereck  die  Bedingung  gemacht .  das» 
rf=ac-t-titt,  so  ist  in  diesem  bdsoodero  Kafle 


COS  X  =  — ~t  T~TT\  • 

%ac  -f-  Ad) 

Aus  diesem  Ausdrucke  für  cos  V  lässt  sich  leicht  ableiten 
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*  (T  ~a)  <T  ~&)  (T  ~c>  <T 
(1  -f-coa  V)  ( 1  —  eo« k')=mu  X'*  =  —  5 


Da         sin  i'  +  ^.iiil's^.Bil'sr,  wodurch  die 
des  Vierecks  bezeichnet  werde»  soll,  in  welchem  ef=mc  +  bd,  so 
erhält  man 

=  (y-*)  (-5—«)  (|— 

da  aber  auch 

■ 

so  muas  sein 

cos  }(*-+-/>)  =  <>,  folglich  =  -f-!>. 


Da  ^-f-  B+  C-\-  D=z1n,  B-\-  D  also  <2w,  so  kann  *  kei- 
nen andern  Werth  als  ffoll  haben,  woraus  folgt 


Dass  ein  Viereck  von  dieser  Eigenschaft  ein  Kreisviereck  sei,  lässt 
sich  dann  leicht  beweisen. 


Anmerknng  des  Herausgebers. 

Herr  Professor  Strehlke  schreibt  mir  bei  Ueberseudung  des  vorstehen- 
inieresxanten  Aufsatzes:  Ks  müsste  nicht  ohne  Interesse  sein,  den 
„Satz  für  die  Flache  des  sphärischen  Vierecks  zu  soeben,  der  dem  ersten 
„für  das  ebene  Viereck  eigentlich  entspricht.'4  Gewiss  wurde  diese  Unter- 
suchung mehrfaches  Interesse  darbieten,  und  möchte  ich  mir  daher  wohl 
erlauben,  die  Leser  des  Archivs  zu  derselben  aufzufordern.  Dass  ich  den 
gefundenen  Resultaten,  wenn  sie  mir  mitgetheilt  werden,  sehr  gern  eine 
3 feile  inttem  Archive  einräumen  werde,  verstejit  sieh  von  setbst.  G. 


XXVII. 

ITebungsaufsaben  für  Schüler. 


1.  r  el»  u  n  ff  saufgab  e  n  für  Schüler.  Mitgetheilt  von  Herrn 
Professor  Dr.  Kunze  in  Weimar. 

1.    Wenn  die  Entfernungen  der  Eckpunkte  A%  B%  C  eines 
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Dreiecks  ABC  vom  Mittelpunkte  des  eingeschriebenen  Kreises  fol- 
ge weise  mit  a,  ß,  y  bezeichnet  werden,  so  besteht  die  Gleichung 


worin  a>  e  nach  der  üblichen  Weise  die  Seiten  des  Dreiecks 
bedeuten.  Im  ersten  Theile  dieses  Archivs,  S.  331,  ist  eine  andere 
Relation  zwischen  a,  /S,  y  und  «,  6,  c  angegeben. 

2.  Aus  den  Winkeln  eines  in  einen  Kreis  beschriebenen  Fünf- 
ecks, nebst  dem  Halbmesser  dieses  Kreises,  die  Seiten  des  Fünf- 
ecks zu  berechnen. 

3.  Durch  die  Spitze  C  eines  gegebenen  Dreiecks  ABC  ist 
zu  dem  gleichfalls  gegebenen  Funkt  D  in  der  Basis  AB  die  Ge- 
rade CD  gezogen:  man  soll  durch  den  einen  Endpunkt  A  der  Ba- 
sis eine  gerade  Linie  AF,  welche  die  CD  in  E  und  den  Schenkel 
BC  in  F  trifft,  so  zieh  en,  das»  das  Dreieck  ACE  dem  Viereck 
BDEF  gleich  werde.  Ks  giebt  dafür  mehrere  ganz  leichte  Con- 
struetionen;  Kästner  hat  in  seinen  geometrischen  Abhandlungen 
1.  Samml.  S.  145  die  Aufgabe  weitläufiger  mit  Hülfe  der  Trigono- 
metrie behandelt. 

4.  In  ein  gegebenes  Quadrat  ein  regelmässiges  Fünfeck  der- 
gestalt tu  beschreiben,  dass  eine  Seite  des  Fünfecks  auf  eine  Seite 
des  Quadrats  falle,  und  die  zwei  zunächst  liegenden  Eckpunkte  des 
ersteren  in  die  aufstehenden  Seiten  des  letzteren. 

5.  Ein  zu  seinerzeit  berühmter  Ingenieur  Samuel  Marolois 
giebt  in  seiner  Geometrie ,  die  1616  in  gross  Querfol.  erschien,  für 
die  vorige  Aufgabe  folgende  Construction  an:  Auf  der  Seite  AB 
des  Quadrats  ABCD  verzeichne  man  auswärts  ein  regelmässiges 
Fünfeck  ABEFG,  und  ziehe  von  der  gegenüberliegenden  Spitze 
F  nach  den  Reken  C,  D  des  Quadrats  die  Geraden  FC,  FD, 

#  welche  die  Seite  AB  in  //,  /  schneiden;  die  Strecke  HI  soll 
nun  die  Seite  des  einzuschreibenden  Fünfecks  sein.  Diese  Con- 
struction ist  aber  falsch;  es  ist  zu  zeigen  warum? 

6.  In  ein  gegebenes  Viereck  einen  Rhombus  zu  beschreiben, 
dessen  Seiten  mit  den  Diagonalen  des  Vierecks  parallel  laufen; 

7.  In  einen  Kreis  sei  ein  beliebiges  Vieleck  ABC '., . .  LMK 
beschrieben,  und  auf  der  Peripherie  des  Kreises  sei  ein  willkübr- 
ücher  Punkt  P  angenommen.  Fället  man  nun  von  P  auf  jede 
Seite  des  Vielecks  oder  dereu  Verlängerung  eine  Senkrechte,  näm- 
lich Pa  auf  AB,  PO  auf  BC  u.  s.  f.  Pm  auf  Mßf,  P*  auf  AA, 
so  gilt  allemul  die  Gleichung 

Aa_    Bh       •       Mm  An' 

aB'  14)   " mS  '  hA 

Diese  Gleichung  besteht  auch  dann  noch,  wenn  das  eingeschrie- 
bene Vieleck  ein  Vieleck  im  weiteren  Sinne  ist,  bei  welchem  man 
nämlich  die  Punkte  A,  B,  C .  .  .  M,  X  in  beliebiger  Folge 
'durch  gerade  Linien  zu  einem  zusammenhängenden  Zuge  vereini- 
get hat. 

8.  In  der  Peripherie  des  über  AB  beschriebenen  Halbkreises 
denjenigen  Funkt  C  zu  finden,  für  welchen  das  Rechteck  aus  der 
Abscisse  AD  und  Ordinate  CD  ein  Maximum  wird.  Die  Con- 
struction folgt  aus  sehr  einfachen  geometrischen  Betrachtungen. 

9.  Verlängert  man  die  gegenüberliegenden  Seiten  eines  in 


Digitized  by  Google 


einen  Kreis  beschriebenen  Vierecks  AB  CD,  bis  sie  sich  schneiden, 
nämlich  BA,  CD  über  A  und  D  hinaus  bis  E-y  BC,  AD  über  C 
und  /)  hinaus  bis  uud  zieht  man  von  dem  Mittelpunkt  Ö  des 
Kreises  nach  den  Durchschnittspunkten  E,  F  die  Geraden  OE, 
OF,  nebst  dem  Halbmesser  OB,  so  ist  immer 

OE .  OF .  cos  E0F=  OD\ 

10.  Wenn  man  in  die  vier  Dreiecke,  von  welchen  jedes  durch 
zwei  Seiten  und  eine  Diagonale  eines  eingeschriebenen  Vierecks 
gebildet  wird,  Kreise  beschreibt,  so  bestimmen  die  Mittelpunkte 
dieser  vier  Kreise  die  Winkelpunktc  eines  Rechtecks. 

11.  Die  vier  senkrechten  Linien,  welche  man  von  der  Mitte 
jeder  Seite  eines  eingeschriebenen  Vierecks  auf  die  ihr  gegenüber- 
liegende Seite  fallet;  schneiden  sich  sämmtlich  in  einem  einzigen 
Punkte. 

12.  Die  Summe  der  Quadrate  von  allen  Seiten  und  Diagona- 
len eines  eingeschriebenen  Vierecks  ist  gleich  der  vierfachen  Diffe- 
renz zwischen  dem  Quadrat  des  Durchmessers  des  umschriebenen 
Kreises  und  dem  Quadrat  der  Entfernung  seines  Mittelpunktes  von 
demjenigen  Punkte,  in  welchem  sich  die  vier  Linien  aus  der  Mitte 
jeder  Seite  senkrecht  auf  die  Gegenseite  begegnen  (II). 

13.  Nimmt  man  auf  den  Seiten  eines  Dreiecks  ABC  drei 
Punkte  an:  D  auf  BC=a,  E  aut  CA=b,  F  auf  AB  =  c,  wo- 
durch  die  Abschnitte  BD  = DC=a"y  CE=b%  EA  =  V, 
AFr^zir'y  FB  =  c"  entstehen,  und  verbindet  alsdann  jene  Punkte 
zu  einem  Dreieck  DEF,  so  findet  allemal  die  Proportion  statt 

A  ABC:  A  DEF=a  .  b.ca'.b'  ,c>  +  a"  .  b"  .  c". 

14.  Eine  sehr  einfache  Construction  der  mittleren  Propor- 
tionallinie  ist  folgende:  Man  schneide  von  der  grösseren  gegebe- 
nen Liuic  AB  die  kleinere  ACnU,  verlangen-  AB  um  A/J=CB, 
und  beschreibe  über  BD  mit  BA=±  DÖ  ein  glcichschenkcliges 
Dreieck  BEDt  oder  bemerke  bloss  durch  ein'  Paar  Kreuzbogcn 
seine  Spitze  E,  so  ist  eine  Gerade  von  E  nach  A  (oder  nach  C) 
die  mittlere  Proportionale  zwischen  AB  und  AC 

15.  Die  Kreisfläche  ist  das  geometrische  Mittel  zwischen  den 
Flächen  eines  umschriebenen  und  eines  dem  Kreise  isoperimetri- 
schen Vielecks,  beide  regelmässig  uud  von  etuerlei  Seiteuzahl  an- 
genommen. 

16.  Werden  in  und  um  einen  Kreis  regelmässige  Vielecke 
von  einfacher  und  doppelter  Seitenuiil  beschrieben,  so  ist  t)  der 
Umfang  des  umschriebenen  Vielec™  von  doppelter  Seitenzahl  das 
harmonische  Mittel  zwischen  den  Dm  fangen  des  eingeschriebenen 
und  umschriebenen  Vielecks,  beide  von  einfacher  Seitenzahl;  und 
2)  der  Umfang  des  eingeschriebenen  Vielecks  von  doppelter  Sei- 
tenzahl das  geometrische  Mittel  zwischen  den  Um  fangen  des  ein* 
geschriebenen  und  umschriebenen  Vielecks,  jenes  von  einfacher, 
dieses  vou  doppelter  Seitenzahl. 

17.  Hin  Viereck  mit  den  Seiten  a>  6,  r,  //,  in  welches  sie« 
ein  Kreis  beschreiben  lässt  (also  a  c  =  b  d),  hat  den  gros« 
ten  Inhalt,  wenn  des  Kreises  Halbmesser 

^  a .b.c.d 


\ 
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18.  In  keinem  pythagorischen  Dreieck  (verglrd.  erst.  Th.  dies. 
Aren.  S.  96)  können  beide  Katheten  ungerade  Zahlen  sein}  und  in 
jedem  solchen  Dreieck  muss  eine  der  Katheten  durch  3,  ingleichen 
eine  von  den  Seiten  überhaupt  durch  5  theilbar  sein. 

19.  Diejenigen  Werthe  von  x  zu  finden,  für  welche  sowohl 
xx -f-  x  als  xx  —  x  vollkommene  Quadrate  werden. 

20.  Vermittelst  der  pythagorischen  Dreiecke  solche  Kreisvierecke 
zu  bilden,  bei  welchen  die  vier  Seiten»  die  drei  möglichen  Diago- 
nalen und  der  Inhalt,  nebst  dein  Halbmesser  des  Kreises,  rationale 
Wertbe  bekommen;  ohne  dass  eine  Seite  oder  Diagonale  Durch- 
messer des  Kreises  wird,  oder  zwei  Diagonalen  sich  rechtwinkelig 
durchschneiden  (in  welchem  Falle  der  Inhalt  des  Vierecks  gleich 
dem  halben  Product  der  beiden  Diagonalen  sein  würde). 

21.  JMan  soll  zwei  ganze  Zahlen  x,  y  finden,  von  der  Be- 
schaffenheit, dass  das  harmonische  Mittel  zwischen  ihnen  einer  ge- 
gebenen ganzen  Zahl  a  gleich  sei.  Z.  B.  für  «=105  giebt  es 
vierzehn  verschiedene  Auflösungen. 

22.  Zwei  Zahlen  x,  y  zu  finden,  von  der  Beschaffenheit,  dass 
ihre  Summe  gleich  der  Summe  ihrer  Kubikzublen  sei.  (Diophau- 
tos  IV.  11.) 

aii     a  2m  —  1  nn  —  \ 

Allg.  Auflos.  x  =  nn_n      >  y  =  ^Z^ 


hl* 

23.  Zwei  Zahlen  x,  y  zu  linden,  vou  der  Beschaffenheit,  dass 
ihr  Unterschied  'gleich  dem  Unterschied  ihrer  Kubikzahlcu  sei. 
(Diophantus  IV.  12.) 

All  A     O"  2»-f-l  ««  —  I 

Allg.  Aoflos.  *  =  ^n  +  tl_trl.  y=  Ä^M- 


24.  Man  soll  zeigen,  dass  und  wie  in  dem  nachstehenden 
Quotienten  oder  Bruche 

m{m-h  1)  (m  -t-2)  (m  -f-  n  —  2)  (m     n  •—  I ) 


I 


3  .....(*-!) 


worin  m  und  n  ganze  Zahlen  bezeichnen,  alle  Factoren  des  Nen- 
ners gegen  die  Factoren  des  Zählers  sich  heben  und  das  endliche 
Resultat  eine  ganze  Zahl  werde. 

25.  Zwischen  den  Tangenten  der  Winkel  von  fünf  zu  fünf 
Graden  im  ersten  Octunten  findet  folgende  artige  Relation  statt: 

tan  5".  tan  10°=tan  15°.  tnn20°.  tan25°.  tan  30°.  tan  35°.  tan40°.  tan  45°. 


Die  Prüfung  dieser  Gleichung  geschieht  leicht  vermittelst  der 
Logarithmen;  der  Beweis  ist  aber  aus  der  bekauutcu  Formel 

tau  (a±'Ä)=r5^ — zu  führen,  mit  Rücksicht  auf 
*         '  IT  tan  «  .  tan  ß 

tan  60°  =  V/3.  • 

Anmerkung.    Die  Sätze  von  10.  bis  16.  sind  bewiesen  im 

ersten  Bande  meiner  Geometrie  (Jena,  Froinmann.  1842);  auch  über 

20.  findet  mau  eben  daselbst  (S.  219)  Auskunft. 
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II.  Uebungsaufgaben  für  Schüler.  Von  dem  Herrn  Pro- 
fessor C.  A.  Bretschneider  zu  Gotha. 

Es  ist  sattsam  bekannt,  auf  welche  Weise  man  aus  den  ein- 
fachen goniometrischen  Formeln: 

sin  (« =  2s  in  b  cos  a  +  sin  (« —  6) 

cos  {a      6)  is  2cos  b  cos  a  —  cos  {a  —  b) 

die  Summen  der  nachfolgenden  Jleihen 

sin  Ä-f-sin  («r  +     +  sin  (a  -f-  24)     . .  •+-  sin  (a-{-nb) 

sin  |(tt-f-l)6.sin  (a  +  ±nb) 
sin 

cos  Ä-f-cos  (a  -4-         eos  (ö-f-2£)-f-. .  -f-cos 

 sin  $(n+-  1)6.  eos  (g+$nb) 

sin  \b 

erhalten  kann.  Sind  diese  Summen  bekannt,  so  giebt  die  Anwen- 
dung der  ersten  trigonometrischen  Sätze  folgende  Theoreme: 

„ Beschreibt  man  in  einen  Kreis  ein  reguläres  Vieleck  von  n 
„ Seiten,  und  zieht  von  einem  beliebigen  Punkte  innerhalb  oder 
,  ,, ausserhalb  des  Kreises  Strahlen  nach  den  Eckpunkten  des  Viel- 
.   „eckes,  nennt  einen  der  beiden  kleinsten  dieser  Strahlen  deu 
„nächstfolgenden  a3  und  so  fort  bis  zu  aMi  so. ist,  wenn  r  den 
„Halbmesser  des  Kreises,  d  die  Entfernung  des  willkührlichen 
„Punktes  vom  Mittelpunkte  bezeichnet, 
1)  für  ein  gerades  u\ 


n 


d.  h.  die  Summe  der  Quadrate  der  Strahlen  von  ungeradem  Zeiger 
ist  gleich  der  Suinme  der  Quadrate  der  Strahlen  von  geradem  Zeiger. 
2)  für  ein  ungerades  »: 


<* ,  %         1  +     *  rf-  •  •  +  «n%  =  •5~  (r*  -+- d*)  —  #v/ 


cos  (—71  —  a) 


1 

cos 


„  _  .  COS  (—*  —  «) 

*  H-  «♦*  -f-  . . .  -r-  «r—r  =  — ^ —  (ra  +  ^)-f-  *y/  


I 

cos 


wo  a  den  Bggen  bezeichnet,  welcher  von  der  Geraden  d  und  dem 
Strahle  «r,   auf  der  Peripherie  abgeschnitten  wird.     Aus  beiden 
Sätzen  folgt  unmittelbar: 
3)tdass  für  jeden  beliebigen  Werth  von  n 

sein  muss.  Zieht  man  daher  einen  Halbmesser,  welcher  auf  der 
Geraden  d  senkrecht  steht,  und  verbindet  dessen  Bndpunkt  mit  dem 
willkührlichen  Mittelpunkte  der  Strahlen  axm%  u.  s.  w.  durch  eine 
Gerade  a01  so  ist  das  Quadrat  von  aQ  das  arithmetische 
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Mittel  aus  der  Quadrat  summe  aller  Strahlen,  welche 
von  dem  festen  Punkte  aus  nach  den  Spitzen  eines  ein- 
geschriebenen regulären  Vieleckes  von  beliebiger  Sei- 
tenzahl gezogen  werden.  Zugleich  erhellt  auch,  dass  der 
Mittelpunkt  der  Strahlen  nicht  einmal  völlig  fest  zu  sein  braucht, 
sondern  in  jedem  beliebigen  Punkte  der  Peripherie  eines 
Kreises  liegen  kann,  der  dem  Hauptkreise  coricentrisch 
mit  dem  Hatbmesser  d  beschrieben  worden  ist. 

Bezeichnet  man  »ferner  den  von  deu  Strahlen  «,  und  at  einge- 
schlossenen Winkel  durch  (1,  2)  und  nennt  ihn  den  ersten 
Strablwinkel ,  ferner  den  von  a%  und  eingeschlossenen  Winkel 
(2,  3)  den  zweiten  Strablwinkel  u.  s.  w.  so  ist 

4)  für  ein  gerades  n: 

axa%  cos  (l,2)+*»a4  cos  (3, 4)-|- . . .  -+-an-\an  cos  (« — 1,»)= 
cos  (2,  3)-f-är4a4  cos  (4,  5)-f- . . .  +0Aa,  cos  (»,  1) 

=  |»(r*  cos  —  4- 

5)  für  ein  ungerades  n: 

axa3  cos  (1,  2)-f-«a«r4  cos  (3,  4)      .  .  .  «+-  a„at  cos  (»,  1) 


=  —5 —  (ra  cos  —  -+-  a*)  —  rd  cos  a, 
«1«.  cos  (2,  3)-f-a4«r4  cos  (4,  5) -|- . . . an-i*n  cos  (»—!,.») 

"2 


=  ^—^  (ra  cos  ^-+-</*)-r-r</  cosa; 


6)  für  jedes  beliebige  n  also: 

cos  (1,  2)-r-a,<r,  cos  (2,  3)  -f- . . .      aHal  cos  (»,  1) 

=  *(r*  cos  -f-*/*), 

wozu  man  auch  leicht  den  analogen  Ausdruck: 

7)  axa%  sin  (l,  2) +  "3*1  sin  (2,  3)  -4- . . .     <tnax  sin  1) 

-    .  2ti 
1         =  y*r3  sin  — - 

bildet.  Es  zeigen  demnach  die  Produkte  aus  den  Cosinussen  der 
gerade-  und  ungeradstelligen  Strahlwinkel  in  die  beiden  ein- 
schliessenden  Strahlen  genau  dieselben  Relationen,  welche  die  Qua- 
drate der.  einzelnen  Strahlen  selbst  besassen. 

Liegt  der  Ausgangspunkt  der  Strahlen  in  der  Peripherie  des 
Kreises,  so  wird  </=r  und  die  gefundenen  Ausdrücke  gehen  in 
folgende  über: 

für  ein  gerades  n  wird: 

a.'+fl,'  -f-...-4-#jfn_i*  =  a*7  -r-«r42  -f- . .  =  »ra ; 

für  ein  ungerades  n  wird: 

(  COS  (— 71  — «), 
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für  jedes  beliebige  n  wird: 

d.  h.  die  Fläche  des  einem  Kreise  eingeschriebenen  Qua- 
drates ist  das  arithmetische  Mittel  zwischen  den  Qua- 
draten aller  Strahlen,  welche  von  einem  beliebigen 
Punkte  der  Peripherie  nach  den  Spitzen  irgend  eines 
beliebigen  eingeschriebenen  regulären  Vielecks  gezo- 
gen werden  können.  *  Ferner  ist 
für  ein  gerades  *: 

<»  i  2  •+■ « s a  *  *+■  •  •  •  -H  <*n— ißn = a  2  a ,  -|-  a  4  a  t  -+• . . . -fain—ißn— i  — <*w  *  i 


n 


für  ein  ungerades  »: 


a ,  flr2-f-  « ,  <JF4-f-  •  •  •  -H  ff«-2*«-i  —  a»a , = ( n     1  )r »  cos  £  —  r *  —  ~, 

cos  — 

t        t\  *         n             cos  a 
vr2al  -+-  «4a6  -+-...-+-  ff*-!**  =  (ft  —  1  )r»  cos  —  -+-  r*   

cos» 


für  jedes  beliebige  /<: 
ai**%  "+*         •+-■•  -+-  ««— i«r*  —  «r»flf ,  =  2»r2  cos 


71 


Für  den  Fall,  dass  der  Ausgangspunkt  der  Strahlen  in  der  Periphe- 
rie des  Kreises  liegt,  findet  man  auch  mit  grosser  Leichtigkeit: 
für  ein  gerades  n: 

■ 

ff,  +  *t  +  «t  +  -+-  ««-l  =  2r  .   —  , 

sin  — 
n 

•         «          .            0  tos 
-H  ä4      ««,  +  . .  .  4-  «r„  —  2r  .  ; 


71 

sin  — 
n 


für  ein  ungerades  »: 


iur  jedes  beliebige 

sin  — 
In 
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Der  mittelste  dieser  Ausdrücke  ist  als  ein  specieller  Fall  des 
Augnst'scben  Theorems  bereits  seit  längerer  Zeit  bekannt.  Lässt 
man  den  Ausgangspunkt  der  Strahlen  noch  in  eine  Spitze  des  Viel- 

eckes  rücken,  d.h.  macht  man  a  =  0  oder  =  — ,  so  bekommt  man 

die  schon  seit  lange  bekannten  Sätze  über  die  von  einem  Punkte 
auslaufenden  Diagonalen  regulärer  Vielecke. 

Dass  sieb  übrigens  aus  dem  oben  erwähnten  speciellen  Falle 
des  August'schen  Theorems  das  letztere  selbst  unmittelbar  ableiten 
lasse,  wird  klar,  so  bald  man  nur  mit  dem  gegebenen  Kreise  con- 
centrisch  einen  auderen  Kreis  beschreibt.  In  dem  so  eben  erschie- 
nenen vortrefflichen  Lehrbuche  der  Geometrie  von  Herrn  Prof. 
Kunze  in  Weimar  ist  das  hier  vorgetragene  Verfahren  gerade 
umgekehrt  worden,  indem  der  Hr.  Verf.  zuerst  einen  sehr  einfachen 
Beweis  des  Augrust'schen  Tbeoremes  aufstellt  und  aus  dem  letzte- 
ren mit  Hülfe  eines  concentrischen  Kreises  den  speciellen  Fall  ab- 
leitet,  wenn  der  Mittelpunkt  der  Strahlen  in  der  Peripherie  des 
Hauptkreises  liegt. 


XXV11L 

M  i  s  c  e  I  I  e  n. 


Den  sogenannten  unbestimmten  Fall  in  der  ebeuen  Trigono- 
metrie, wenn  nämlich  die  Stücke  a,  //,  A  gegeben  siud,  trägt  mau 
gewöhnlich  auf  folgende  Art  vor. 

Man  suche  zuerst  den  Winkel  B  mittelst  der  Formel 

~     b  sin  A 
sin  B=z — - — , 

o 

hierauf  den  Winkel  C  mittelst  der  Formel 

und  dann  die  Seite  c  mittelst  eines  der  beiden  folgenden  Ausdrücke: 

 a  sin  C       b  sin  C 

c       sin  A         sin  B  * 

Im  Allgemeinen  hat  B  zwei  Werthe,  die  einander  zu  180°  er* 
ganzen,  und  durch  BT  und  B1  bezeichnet  werden  sollen,  so  dass 

B'+B"=mo 

ist.   Auch  wollen  wir  annehmen,  dass 

.„  iVr7'~90°,  B"  =  90° 
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Ist  dud  a  >  b,  so  ist  auch  A>  B,  and  folglich  B  jedenfalls 
ein  spitzer  Winkel,  so  dass  also  nur  B=  &  gesetzt  werden 
kann,  and  daher  die  Aufgabe  nur  eioe  Auflösung  znlässt.  Ist 
aber  so  ist  auch  A << B 3  es  kann  sowohl  B  =  B\  als 

auch  B=B"  gesetzt  werden,  und  die  Aufgabe  lässt  also  in  die- 
sem Falle  im  Allgemeinen  zwei  Auflösungen  zu.  Wenn  a=r  b  ist, 
so  ist  auch  A  =  B,  und  daher  B  unmittelbar  gegeben. 

Dass  diese  Art  des  Vortrags  die  beste  und  einfachste  ist,  un* 
terliegt  keinem  Zweifel,  Für  den  Elementarunterricht  in  der  Tri- 
gonometrie, bei  welchem  es  auf  eine  möglichst  vielseitige  Uebung 
der  Schüler  ankommt,  verdient  aber  bemerkt  zu  werden,  dass  man 
ganz  zu  denselben  Resultaten  gelangen  kann,  wenn  man  unmittel- 
bar atfs  den  gegebenen  Stücken  a,  b,  A  nicht  den  Winkel  By 
sondern  vielmehr  die  Seite  c  sucht,  wobei  man  sich  auf  folgende 
Art  zu  verhalten  hat. 

Bekanntlich  ist  in  völliger  Allgemeinheit 

cos  A  =  


und  folglich 

—  2bc  cos*  A  =  a*  —  £*, 

also  wenn  man  diese  Gleichung  des  zweiten  Grades  in  Bezug  «uf 
c  als  unbekannte  Grösse  auflöst, 

(c  —  b  cos  ^)»  =  ö*  —     +      cos  A*=a*  — b*  sin  A\ 

woraus   

0  c  —  b  cos     r=  db  \/ a*  —  b*  sin  A*y 

also  

c  =  b  cos  A  z*=  V/a't  —  b%  sin  A*. 

Hieraus  siebt  man,  dass  c  im  Allgemeinen  zwei  Wertbe  bat. 
Igt  nun  a^-b,  so  ist  offenbar 

V a%  —  bx~+-b*  cos  A*  >  b  cos  Ay 

.  i.   *  

V a1  —  b*  sin  A*^>b  cos  Ay 

und    v 

b  cos  A  —  Va2  —  b%  sin  A* 

ist  daher  jederzeit  negativ ,  woraus  sich ,  weil  c  seiner  Natur  nach 
positiv  ist;  ergiebt,  dass  man  in  diesem  Falle  nur 

c  =  b  cos  A  -f-  \/  a*  —  b*  sin  A2 

setzen  kann,  und  daher  die  Aufgabe  nur  eine  Auflösung  zulasst. 
Für  wo  zugleich  A  jedenfalls  ein  spitzer  Winkel  und  da- 

her b  cos  A  jederzeit  positiv  ist,  ist  dagegen  offenbar 

\/a*  —  /A+      cos  A*<b  cos  Ay 
d.  i.  ■  

Va*  —  b*  sin  A*<b  cos  Ay 
und  daher   

b  cos  A^Va*  —  b%  sin  A*y 

man  mag  das  obere  oder  das  untere  Zeichen  nehmen,  eine  posi- 
tive Grösse.   Also  ist  io  diesem*. Falle 
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c  =  b  cos  Az±Va%  —  b*  sin  -4», 

und  die  Aufgabe  lägst  iwei  Auflösungen  zu.    Das»  in  diesem  Fülle 

Va*  —  b*  sin  A*  immer  reell  ist,  erhellet  leicht,  weil  bekannt- 
lieh  immer 

a  :  4  =  sin  A  :  sin  B 

oder  a  sin  B  =  b  sin  ^,  also  £  sin  .4  nie  grösser  als  «  ist. 
Für  «  =    ist  offenbar 

e  =  6  cos  A±b  cos  -4, 

und  daher  entweder  e=26cos^4  oder  <?=0.  Da  aber,  wenn  von 
einem  wirklichen  Dreiecke  die  Rede  ist,  die  Auflösung  <?  =  0  aus. 
geschlossen  werden  muss,  so  bleibt  in  diesem  Falle  bloss  die  eine 
Auflösung  c  =  26  cos  A. 

Hat  man  c,  so  kennt  man  alte  drei  Seiten  des  Dreiecks,  und 
kann  dann  die  Winkel  B  und  C  noch  bekannten  Formeln  ohne 
alle  Zweideutigkeit  berechnen. 

Man  könnte  bei  der  Behandlung  des  unbestimmten  Falls  der 
ebenen  Trigonometrie  auch  von  der  unmittelbaren  Berechnung  des 
Winkels  C  aus  den  gegebenen  Stücken  ay.bt  A  ausgehen,  und 
würde  auch  auf  diesem  Wege  ganz  zu  denselben  Resultaten  wie 
vorher  gelangen.   Es  ist  nämlich  bekanntlich 

,  b  =  a  cos  C-l-c  cos  A. 

Nun  ist  aber  auch 

a  sin  C 
C —  sin  A  ' 

und  folglich 

b  =  m  cos  C-\-*  cot  A  sin  C\ 

welche  Gleichung  bloss  noch  den  unbekannten  Winkel  €  enthält. 
Nach  bekannten  goniometrischen  Formeln  ist 

gtang  ±C  „     1—  rang 

H-tang  \fr  C°8  C=l 


sin  C: 


lang 

Führt  man  dies  in  die  vorhergehende  Gleichung  ein,  so  ergiebt 
sich  nach  gehöriger  Reduction  • 

tang  |C»)  =  «(J  — tang  |C^)-r-2a  cot  A  tang  |C, 


oder 


(a  +  b)  tang  ^C*  —  2a  cot  ^  tang  |C=a  — 

Löst  man  diese  quadratische  Gleichung  in  Beziehung  auf  tang  \C 
als  unbekannte  Grösse  auf,  so  erhält  man  • 

g.        ,  ~     a  rot  AXm  —  b*  -f-Ä8  cot  A* 

(t*Dg  * c-  =  


a  cos 


oder 

und  folglich 


■£ 


a*  —  b*  sin  ^* 
sin 


tang  I  Cz=z 


*  cos  ifAKg»  — sin  A* 
{a  +  b)  sin  -4 
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Ist  nun  so  ist  offenbar 


\/m%  «co»  A*  -f-  (a*  —  A*)  si«  -4*  >  *  cos  -I. 

d.  i. 

V  a*  —      »in       ^>  m  cos  .:#, 

und  folglich 

a  cos  >•#  —  k  a3  —  hr  sin 

eine  negative  Grösse.  Daher  kann  man,  weil  tancr  \  C  jederzeit  po- 
sitiv ist,  da  \C  nie  grösser  als  90°  ist,  bloss 

,  „     arm  A  +  Va*-b*  sin  A* 

setzen,  und  es  giebt  in  diesem  Falle  nur  eine  Auflösung.  Wenn 
aber  a  <  I*  ist,  wo  a  cos  A  immer  positiv  ist,  so  ist  offenbar 


V*%  cos  — /,*)  sin  A*  <  a  cos  .4, 

d.  i- 

—  6Z  sin  A%  <  «  cos  A, 

und  die  Grösse 

a  cos  ^=i=l/     —      sin  A* 

ist  datier,  «man  mag  das  obere  oder  das  untere  Zeicheu  nehmen, 
stets  positiv.    Also  kann  man  ♦ 

,  ^,  g  cos  A±\/g%  —  b*  sin  ^rf2 

°  2  (a-l-A)  sin  vi 

setzen,  und  es  giebt  in  diesem  Falle  jederzeit  zwei  Auflösungen, 
die  nuch  beide  reell  sind,  weil  bekanntlich  h  sin  A  =  a  sin  By 
folglich  I»  sin  A  nie  grösser  als  a  ist.    Für  a=z6  ist  nach  dem 

Obigen  i 

.  „     o  cos  //  =fc «  cos  /# 
tang|f7=    (gH_/y)sin^  , 

und  also  entweder1 

_         2acosA    2a  cot 

töDfif^  =  (fl  +  Ä)  sin  «-t-Ä 

oder  tang  |C:=0.  Im  zweiten  Falle  ,  wäre  £C=0,  also  auch 
6*=0,  welches,  so  lange  von  einem  wirklichen  Dreiecke  die  Rede 
ist,  nicht  Statt  finden  Kann.  Daher  hat  man  für  «  =  £  bloss  die 
eine  Auflösung  » 

•  2a  cot  .1 

Alle  diese  Resultate  stimmen  mit  den  schon  oben  gefundenen  voll- 
kommen überein. 

Wenn  allerdings  auch  der  erste  und  gewöhnliche  Vortrag  des 
unbestimmten  Falls  der  ebenen  Trigonometrie  bei  Weitem  der  ein- 
fachste ist,  so  halten  wir  doch  bei'in  Unterrichte  Betrachtungen  wie 
die  obigen  filr  seBr  instruetiv  für  die  Schüler,  und  glauben,  dass 
dieselben  dem  Gedeihen  des  mathematischen  Unterrichts  überhaupt 
forderlich  sind,  welches  der  einzige  Grund  ist,  der  uns  zu  der  Mit- 
theilung derselben  an  diesem  Orte  bewogen  hat.  G. 
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Auch  schon  für  den  Elementarunterricht  in  der  Algebra  ver- 
dient  der  folgende  Vortrag  der  Lehre  von  der  Elimination  der  un- 
bekannten Grössen  aus  Gleichungen  des  ersten  Grades  empfohlen 
zu  werden. 

Es  seien  die  zwei  Gleichungen 

gegeben.  Um  aus  diesen  beiden  Gleichungen  x  zu  bestimmen, 
kommt,  es  darauf  an,  dieselben  mit  zwei  Factoren  M  und  N  zu 
multipliciren,  welche  so  beschaffen  sind,  dass,  wenn  man  nach  ge- 
schehener Multiplication  die  beiden  Gleichungen  zu  einander  ad- 
dirt,  der  Coefficient  von  y  verschwindet.  Diese  Bedingung  erfor- 
dert, dass 

BM-hl>JV=0 


sei,  und  man  wird  also 

M=b,  N=-B 

■ 

setzen  können.  Thut  man  dies  und  verfährt  nach  der  vorher  ge- 
gebenen Andeutung,  so  erhalt  man 

*  _ 

^  Cft  —  cB 

* 

und  hieraus  durch  gehörige  Vertausch ung  der  Buchstaben 

 Ac  —  C/i 

Ab-aB' 

Hat  man  ferner  die  drei  Gleichungen  . 

Jx  +  By-\-  Cm=zB 
ax-\-by-\-c%^d 


so  kommt  es,  um  x  zu  bestimmen ,  darauf  an,  diese  Gleichungen 
mit  drei  Factoren  üf,  A7,  P  zu  multipliciren,  welche  so  beschaffen 
sind,  dass,  wenn  man  nach  geschehener  Multiplication  die  drei 
Gleichungen  zu  einander  addirt,  die  Coefficienten  von  y  und  %  ver- 
schwinden.  Diese  Bedingung  erfordert,  dass 

BM+lN+ßP=0 
CM  -f-  cN+  yP^=  0 

sei.   Bringt  man  diese  Gleichungen  auf  die  Form 

Tbeii  II.  22 
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■ 

80  hat  man  nach  dem  Vorhergehenden 

M_    _   by  —  cß     N_        Cß  —  By 

P  —  Bc  —  Cb"    P—  Bc-Cby 

und  kann  also 

M=  by  —  cß,  N=  Cß  —  By,  P=Bc  —  Cd 

setzen.  Dies  vorausgesetzt  ergiebt  sich,  wenn  man  weiter  nach 
den  vorher  gegebenen  Andeutungen  verfährt,  auf  der  Stelle 

 Bjby  —  cß)  -H  rifqg  —  By)  +■  J(Bc  —  Cb) 

X —  A{by  —  cß)-4-a{Cß  —  By)^-a{Bc  —  Cb)9 

und  hieraus  mittelst  gehöriger  Yerrauschung  der  Buchstaben 


und 


 Dfca  —  ay)  -h  d(Ay  —  Ca)  -f-  d(Cm  —  Ac) 

y      A{by  —  c/J)  -f-         —  ffy)  -fr-  a(Äc  —  Cb) 


 IKaß  —  ba)  +  d{Ba  —  Aß)-t-d{Ab  —  Ba) 

*  —  A{by-  cß)  -+-        -  tfy)  -fr-  a(Bc  -  Cb) ' 


Wenn  die  vier  Gleichungen 

Ax By  +  Cx-\-  Duz^  E 

i 

.r  -|-  £y  -f-  c*  -f-  //«  =  * 

Skr -f-33y+<E*-f- £>*==:<£ 

gegeben  sind,  so  muss  man,  um  a:  zu  bestimmen,  vier  Factoren 
J!/,  N,  P,  Q  suchen,  welche  so  beschaffen  sind,  dass,  wenn  man 
mit  denselben  die  drei  Gleichungen  multiplicirt  und  dann  zu  ein- 
ander addirt,  die  Coefficienten  von  y,  x,  u  verschwinden.  Diese 
Bedingung  erfordert,  dass 

BM+6N+ßP+%Q  =  0 

C3f+  <?ArH-  yP+  €0  =  0 

DM+dA-höP+'SQ=:0 

sei.   Bringt  man  diese  Gleichungen  auf  die  Form 

so  erhält  man  nach  dem  Vorhergehenden 

M_  %>{dy-cJ)  +  <l{bJ-dß)  +  %{cß-by) 
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JV       mW  -Dy)-j-  d(Dß     Bd)  -f  %{By  —  Cp) ' 
Ä(r(f-^)4-W-ÄtF)-f-Ä(^-c/9)  ' 

jP       3HcZ»r-       -f-  d(dB  —  bD)  cB) 
Jf(«r-^)  +  CW-^  +  Wy--«*)  ; 

Und  kann  also 

N=%(C8~-  Dy)  +         -  ÄcF) 4- f - 
P=  %(cD  —      -|-  <i(dB  —  bD)  +  X>(bC—  cß)y 
Q  =  B{c6  —  *//)  -f-        —  AJ)  +  D(by  —  4?) 

i 

setzen.   Dann  ist  aber,  wie  sogleich  erhellet, 

» 

EM  +  eN  +  tP+-%Q 
*  —  AM  +  aN  +  aP  +  W 

Durch  gehörige  Vertauschung  der  Buchstaben  erhält  man  hieraus 
y,  s,  «,  und  es  erhellt  nun  auch  mit  völliger  Deutlichkeit,  wie 
auf  diese  Art  immer  weiter  gehen  kann. 


Ueber  die  Berechnung  der  Länge  uud  Breite  eines 
Gestirnes  aus  seiner  geraden  Aufsteigung  und  Ab- 
weichung, und  umgekehrt.  Von  dem  Herrn  Professor 
C.  A.  Bretschneider  xu  Gotha. 

Die  in  der  Ceberscbrift  erwähnte  Aufgabe  findet  sich  in  allen 
Lehrbüchern  der  Astronomie  behandelt,  so  dass  tnan  sie  für  völlig 
erschöpft  halten  sollte.  Gleichwohl  scheint  die  nachfolgende  Be- 
merkung den  Verfassern  jener  Schriften  sämmtlich  entgangen  zu 
sein;  -wenigstens  habe  ich  sie  in  den  mir  zugänglichen  astronomi- 
schen Werken  nicht  gefunden. 

Sind  nämlich  die  gerade  Aufsteigung  a  und  die  Abweichung  d 
eines  Gestirnes  gegeben,  so  findet  man  überall  angegeben,  wie  man 
aus  ihnen  die  Länge  X  und  Breite  ß  des  Sternes  mittelst  eines 
Hunswinkels  berechnen  kann,  und  eben  so  wird  angegeben,  wie 
man  aus  X  und  ß  ebenfalls  durch  einen  Hülfswinkel  «  und  3  zu 
berechnen  habe.  Niemand  aber  scheint  bemerkt  zu  haben,  dass 
sich  beide  Aufgaben  mittelst  eines  und  desselben  Hülfswinkels 
lösen  lassen.  Nennt  man  nämlich  die  Schiefe  der  Ecliptik  t  und 
den  Hunswinkel  %  so  ist 


sin 


£        cos  (y  -+- 1) 


sin  cf  cos  <f 

tang  l  u  sin 
tang  a  """"      sin  9 


22« 
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und  der  Winkel  (f  wird  durch  eine  der  beiden  Gleichungen: 

taug  (jp  =  cot  S  8i n  a 

taug  ($>  +  *)  =  cot  0  sin  X 

bestimmt.  Es  ist  y  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  a  kleiner  oder 
grösser  als  ISO"  ist,  und  eben  so  ist  (p  +  e)  positiv  oder  negativ, 
je  nachdem  X  kleiner  oder  grösser  als  180°  ist;  sonst  liegen  immer 
o>  und  ©*,  ferner  y-h«  und  ß  und  endlieh  X  und  a  in  demselben 
Quadranten. 

Bei  der  Reduktion  von  a  und  S  von  einer  bestimmten  Epoche 
auf  eine  nicht  sehr  fem  liegende,  z*  B.  bei  der  Reduktion  vom  An- 
fang eines  Jahres  auf  irgend  einen  anderen  Tag  desselben  kommen 
beide  Aufgaben  unmittelbar  nach  einander  zur  Lösung.  Da  sich 
hier  y  meistens  nur  um  einige  Seen n den  ändert,  so  wird  die  Rech- 
nung sehr  leicht  auszuführen  sein,  wenn  man  sich  die  Aenderuo- 
gen,  welche  log  cos  («■+-*) — log  cos  <p  und  log  sin  (m-f-e) — log  sin  9 
für  1"  Aenderung  des  Werthes  von  <p  und  f  erleiden,  am  "Rande 
he  merkt.  Hat  man  dann  aus  a  nnd  d  zuerst  X  und  ß  berechnet, 
und  bezeichnet  nun  die  durch  Präcessioo,  Nntation  etc.  verbesser- 
ten Werthe  derselben  mit  X\      so  wird  man  die  Complemente  von 

.      cos  (v>-f-«)      .  .      sm  (?-f-0  . 

lo<r    Und  los:   :  -  

*      cos  9  0      sin  <p 

* 

mittelst  der  angemerkten  Aenderung  nur  durch  eine  kleine  Correk- 
tion  zu  verbessern  brauchen,  um  mittelst  ihrer  die  neuen  Werthe 
von  a  nnd  d  zu  erhalten. 
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XXIX. 

Ucber  die  Behandlungsarten  geometrischer  Ele- 

_    ,  mentar-  Aufgaben. 

« 

■  9 

n  Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  Mensing 

zu  Erfurt. 


(Die  Citate  bezieben  sieh  auf  Euclid's  Elemente.   Ein  C  davor,  bedeutet: 

Converse  des  citirten  Satzes.) 

.  * 

*  ♦  ■  - 

In  verschiedenen  Zeitschriften  werden  über  den  mathematischen 
Unterriebt  häufig  Bedenken  erhoben.  Einige  eifern  über  die  dar- 
auf verwendete  Zeit,  Andere  tadeln  die  bei  demselben  angewendete 
Methode.  Die  meisten  vermissen  das  Uebersichtliche  in  derselben 
und  möchten  nur  das  Allgemeine,  damit  durch  gesteigerte  geistige 
Energie  das  Besondere  sich  gleichsam  von  selbst  ergebe.  Vielen  ist 
dagegen  die  Unterrichtsweise  noch  nicht  elementar  genug. 

Solche  Bedenken  kommen  zwar  von  sehr  verschiedenen  Seiten, 
entspringen  unter  sehr  verschiedenen  Graden  mathematischer  Bil- 
dung, haben  zum  Tbeil  ihren  Ursprung  in  dem  Geiste  der  Neue- 
rungssüchtigen, sind  wohl  aber  weniger  von  gereifter  Erfahrung 
eingegeben;  dennoch  möchte  man  sie  als  ein  erfreuliches  Zeichen 
des  Interesse  an  der  Sache  betrachten,  welches  freilich,  meist 
durch  Missverständnisse  verleitet,  sein  eigentliches  Ziel  verfehlt. 

Ich  sollte  nun  meinen ^  wer  sich  streng  an  Euklid's  unverbes- 
serliche Metbode  und  an  dasjenige  hält  was  eine  lautere  Quelle  io 
ihm  hat,  könne  nicht  wohl  einen  Fehlgriff  thun.  Diese  Methode 
wird  aber,  wie  mir  scheint,  seit  längerer  Zeit  nicht  eifrig  genug 
verfolgt.  Selbst  in.  manchen  Werken,  deren  Verfasser  derselben  im 
Allgemeinen  huldigen,  wird  der  Gegenstand  einer  geometrischen 
Betrachtung  oft  so  verunstaltet,  dass  man  sein  Wesen  nur  mühsam 
herausfindet.  Namentlich  erscheint  die  geometrische  Analyse  bis- 
weilen in  solch  einer  seltsamen  Gestalt,  dass  man  glauben  möchte, 
der  Darstellende  habe  gar  keinen  Begriff  davon.  Denkt  man  sich 
nun,  dass  Bücher  mit  solchen  Entwicklungen  in  die  Hände  von 
Schülern  kommen,  deren  Vorstellungen  berichtigt,  deren  Auffassun* 

TbcÜIL  23 
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gen  zor  Reife  gebracht  werden  sollen ,  so  wäre  es  zn  verwundern 
wenn  sie  Lust  am  Gegenstände  behielten,  sofern  diese  bereits  rege 
geworden  ist. 

So  haben  wir  eine  deatscbe  Bearbeitung  von  Leslie's  geome- 
trischer Analjsis,  die  1822  in  Berlin  erschien.  Das  Original  ist 
mir  nicht  zur  Hand,  ich  kann  deshalb  auch  aber  dessen^  Werth 
nicht  nrtheilen;  sicherlich  hat  aber  der  üebersetzer  zur  Verbesse- 
rung des  Buches  in  seinen  Hau  ptt  heilen  nicht  beigetragen:  denn 
die  Analysen,  die  darin  vorkommen,  sind  gar  nicht  als  solche  zn 
erkennen.  Manche  Aufsrabe,  die  sich  dort  findet«  würde  aber  für 
den  Schüler  sehr  bildend  sein,  wenn  jener  wesentliche  Theil  nicht 
so  gänzlich  vernachlässigt  wäre. 

L'm  diese  Behauptung  zu  belegen  wähle  ich  eine  Aufsahe  die 
sich  dnrt  (Seite  4L  trat*  XUL)  findet,  und  lose  dieselbe  nach 
Euklid'»  strenger  Weise. 

Aufgabe.  Auf  einer  der  Grösse  nachgegebenen  Ge- 
raden einen  Punkt  so  zu  bestimmen,  dass  das  Quadrat 
über  seiner  Entfernung  von  dem  einen  Ende  so  gross 
werde  als  das  Rechteck  zwischen  der  Entfernung  vom 
andern  Ende  und  einer  zweiten,  der  Grösse  nach  gege- 
benen Geraden. 

Sei  (Tat III.  Fig.9.bei'm  zweiten  Refte)AB  die  erste  Gerade,  AC 
die  zweite;  man  sucht  einen  Punkt  D,  so  dass  AD* =DB.AC werde. 

I.  Fall.  Der  gesuchte  Punkt  sei  zwischen  A  und  B. 

Analyse.  Sei  AB  auch  der  Lage  nach  gegeben.  Verlängere 
dieselbe  nach  C . . .  (Post  II.)  . . .  ftache  AC  der  zweiten  Gera- 
den gleich  ...  (I.  3.)  . .  Der  Punkt  D  erfülle  die  geforderte  Bedin- 
gung, so  dass  AD*  =  DB  .  AC  werde. 

Dann  ist  (C.  IL  3.)  DA  .  AC-\-  AD*  =  CD .  DA,  folglich 

(A*.  II.)  CD.  DA  =  AD  .  AC+  DB  .  AC. 

Halbire  AC  in  E . .  (I.  10)  . . .  so  ist 

, .  (IL  6)  CD  .  DA  +  AE*  =  ED*,  also 

(Ax.  L  IL)  . . . .  ED*  =  AE>  +  (AD  +  DB)AC . . .  (C.  IL  \\ 

Mache  AF  senkrecht  auf  B  C. .  (1. 11)..  und  CA.AF=FA.AB.. 
(VI.  13.),  so  ist  AF*=AB  .  AC. . .  (VI.  17)  . . .  mitbin 


folglich  ED*=FE* . . .  (Ax.l.)  also  DE=EF. . ,  (L46.  Zus.). 

Construction.  Suche  die  mittlere  Proportionale  zu  CA  und 
AB  (VI.  13);  halbire  AC  (1.  10)  und  beschreibe  aas  E  als  Cea- 
tram  mit  der  Entfernung  EF  einen  Halbkreis,  so  ist  der  Durch- 
schnitt desselben  mit  AB  der  gesuchte  Punkt  A 

Determination.   Ein  Durchschnitt  fallt  zwischen  A  und  B. 

Sei  BCt=%MC  und  AB  =  *AN>,  da  ACz=z1AE  und 
BC=BA~i-AC9  so  ist  %MC=%AJV+%AE 

folglich  MC^i  AN+AE  (Ax.  Vit.) 
"  oder  Ü#C=  AN+ £C 

•      mithin  CM >  CE 
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deshalb  ist  E  ausserhalb  des  Mittelpunktes  vom  Kreise  über  Ar. 
daher  ist  BFtm  BD<EB...       7.)  *  * 

und  EF=ED  >  £U  . . .  (I.  Z%  und  I.  19.) 
was  ebige  Behauptung  war. 

Beweis  4er  Behauptung,  das  s  AD*z=sDB.AC  sei. 
Es  ist  DE=EF  ...p.c..,.  also         =  JE/»  . . .  (I.  46.  Zus.) 
folglich  (IL  6.)  CZ) .  DA+AE*  =zAF*  47.  und  nach  Ax.  JH.) 

CD.  DA=BA .  AC. . . . (p.  c.  und  VI.  17.) 
also  (II,  3.)  nA,AC+AD*  =  {BD  +  DA)AC...iC.  II.  1.) 

AD*  =t  2?Z> .  AC  . .  (Ax.  III.) 

was  behauptet  wurde. 

»  *U,,£a,i-  «Der  Se8uchte  P^nkt  sei  auf  der  Verlangen^*  von 
BA    Die  Auflösung  ist  dieselbe,  indem  der  zweite  Durchschnitt 
des  Kreises  mit  EF  als  Radius  die  Verlängerung  von  AC  trifft. 
Es  ist  jedoch  zu. bemerken:  wird  dieser  zweite  Funkt  mit  iy  1»p 
zeichne*,  so  ist  DE=zED  und  AE=EC 

also  auch  DA  =  DC,  mitbin  AD  =  DE-~EA 

und  AD=DE+EA 

Ein  gUicbes  Resultat,  wenn  auch  eine  andere  Constmcsion, 
giebt  die  Algebraische  Behandlung. 

Sei  ABz=a  und  AC^Ut  so  ist,  wenn  AD^a  gesetzt 
wird,  DBzsza-r- &\  .  ° 

also^a=2i5(Ä^)=2aÄ-2^....^*+^^»=^+^^+iy»_a, 
*  =  V{l>  +  «y  ~  a*.   Die  zwei  Wurzeln  sin 4  also 



und  —  j?"=     ä  +  l/fÄ-t-a)*—  a». 

Das  Minus  ver  bezieht  sich  nur  auf  die  tage  dieser  Linie,  die 
der  von  entgegengesetzt  ist.,  ,e 
Es  wird  b+»  =  BE.  Macht  man  dieses  zum  Durchmesser 
eines  Kreises  und  tragt,  von  B  aus,  azzzBA  als  Sehne  ein  ™ 
wirdrfie  Ergäwungsseluear-i-^^^Ä    ^    *.   *e,m*  e>»*  «<> 

Bemerkungen  zu  vorstehender  Aufgabe. 

E»  gehört  diese  Aufgabe  ^  zu  denen  vom  bestimmten  Schnitte. 
Ich  habe  nicht  nachgesehen,  ob  Diesterweg,  des  wackern  Pflei 
derer  trefflicher  Schüler,  der  leider  der  Wissenschaft  zu  früh  treraubt 
wurde,  sie  in  seinen  bekannten  Werken  behandelt  hat  Ich  habe 
sie  hier  nur  benutzt  um  zu  zeigen,  wie  einfach  und  natürlich  auf 
Euklidischem  Hege  Ems  aus  dem  Andern  folgt,  so  dass  eine  solche 
Auflösung  eine  Unterhaltung  wird,  die  die  Erfindung  stets  retre  er- 
halt, was  nur  von  denen  nicht  zugegeben  wird,  die  den  Euklid  mit 
Schülern  nicht  streng  durchgearbeitet  haben. 

Die  algebraische  Lösung  ist  mit  wenig  Federzügen  abtrethan 
und  die  ganze  Aufgabe  liegt  damit  abgerundet  vor  unsern  Ausren 
Ueber  den  relativen  Werth  beider  Methoden  lässt  sich  nicht  strei- 
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Ueber  die  Theorie  der  Elimination.  ' 

1 

Von 


dem  Herausgeber. 


Zweite  Abhaudluug 

den  Memoiren   der  licrliner  Akademie  der  Wissenschaften 
48  hat  Kulcr  ein«  Kliminationsmctbodc  gelehrt,  wel- 
allen  übrigen  bekannten  fcliniiuatiousmcthodeu  durch 
infuebheit  ganz  besonders  ausgezeichnet    Diese  Kli- 
de,  bei  welcher  von  der  Theorie  der  symmetrischen 


CID  sehr  wichtiger  und  fruchtbarer  (Gebrauch  gemacht 
llen  wir  vorzüglich   nach  der  scheinen  und  gründlichen 
g9  welche  neuerlichst  Cauchy  in  seineu  Lxcrcices 
u  et  de  Physnjue  inath  ematiijuc.  T.  1.  [>.  -307  von 
ben  hat,  in  der  vorliegenden  Abhandlung  entwickeln. 
*  •  «Kßl>    ,  -J  ......  ...         ■  ;  .    >.i       •  ,;   .^n»'i  >      -i  ..' 

gegebenen  Gleichungen  seien 
-I-  jr«-i  -4-  ljjcn  2      ...-+-  ^  -4-  g  =  0, 
-i-h  ^"-H  .  .  .  H-/'ar-t-  0  =  0, 
Kürze  wegeu 
—  ^»  -f-  aa?m~l  -f-         2  -f-  .  .  .  -h      -f-  7 
j:»  -f-  1      ßv>~-  -T-  ,  .  ,  4-  /*r  Q 


.c^e  Form,  wo  nämlich  die  Coefficientcu  der  hoch- 
t  iuhcit  sind,  die  beiden  gegebenen  Gleichungen 
„f   werden   können,   fällt  uul  der  Stelle  in  die 

ersten  Glcichuug  /(^)  =  0  seien 
ai  ßy  Yy  &y  •  ♦  •  >y 

n  Wurzeln  der  zweiten  Gleichung  F\x)=to 

[U*7   \    i    i.    i.    '"'*,•>'.•   ^/'l'i    V»l;ii    t*«  J «  »  ■  ... 


•»  -  II.'  1  •■  ' 


s.  in.  Theil  U.  lieft  I.  S.  7(>. 
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ten,  weil  man  sie  aus  verschiedenen  Gesichtspunkten,  für  de  reo 
Wichtigkeit  wir  kein  rechtes  Maass  halben,  betrachten  kann. 

Ein  Mathematiker  kann  über  den  Werth  algebraischer  Metho- 
den nicht  zweifelhaft  sein;  wer  aber  eine  lange  Reihe  von  Jahren 
unterrichtet  hat,  weiss  zuverlässig,  dass  in  der  rein  geometrischen 
Methode,  wenn  sie  mit  äusserster  Coosequenz  durchgeführt  wird, 
eine,  bildende  Kraft  liegt,  die  durch  Nichts  ersetzt  werden  kann. 

Wer  die  Geschichte  der  rtntwickelung  des  Geistes  nicht  viel- 
fach  durchlebt  hat,  wird  freilich  nicht  recht  begreifen,  wie  der  geist- 
reiche J.  J.  Rousseau  das  Handhaben  der  Symbole,  wie  Descartes 
es  gelehrt,  für  eine  Art  von  unheimlicher  Hexerei  gehalten,  oder 
wie,  von  der  andern  Seite,  der  grosse  Newton  es  bedauert,  dass 
er  den.  Euklid  zu  früh,  verlassen  habe.  Die  Symbolik  der  Algebra 
ist  die  pqetische  Seite  der  Mathematik.  So  wie  Rythmus  und  Reim 
einen  einfachen  Gedanken  zerspalten  und  alle  Splitter  desselben 
mit  der  Zeuguugskraft  der  Phantasie  wieder  zu  neuen,  harmonisch 
sich  ordnenden  Gedanken  beleben,  so  beinahe  verfährt  auch  die 
Algebra,  indem  sie  im  Labyrinthe  der  Symbolik  die  Symmetrie  zur 
Führerin  wählt.  »  • 

Wie  nun  jeder  Mensch  die  Prosa  begreift,  so  lernt  auch  jeder 
die  Geometrie,  die  von  äusserer  Anschauung-  ausgeht.  Die  Algebra 
dagegen,  die  eine  innere  Anschauung  gleich  zu  Aofang  in  Anspruch 
nimmt,  kann  nur  in  dem  erweckt  werden,  in  welchem  sie  schläft, 
denn  das  Kunstelement  ist  ursprünglich  mit  ihr  verwebt. 

Daher  ist  es  sehr  begreiflich,  wenn  der  würdige  R.  G.  Fischer 
darüber  klagt,  dass  es  ihm  nie  gelungen  wäre,  den  biuo  mischen 
Lehrsatz  seinen  Schülern  deutlich  zu  machen.  Jeder  aufrichtige 
Lehrer  wird  ihm  das  nachsprechen  müssen. 

Woher  kommt  das?  daher  dass  der  Schüler  zur  Auffassung  des 
Beweises  nicht  hinlänglich  vorbereitet  sein  kann. 

Er  mnss  den  Euklid  zu  früh  verlassen,  weil  ein  zu  inannich- 
faltiges  Allerlei  in  der  Maturitätsprüfung  von  ihm  verlangt  wird. 
Junge  Lehrer  zumal  können  vor  lauter  Ungeduld  nicht  früh  genug 
zur  Algebra  kommen,  und  verfallen  dann  in  den  Fehler,  in  welchen 
der  sonst  so  verdiente  Littrow  sich  hineingelebt  hatte,  indem  er 
behauptete,  dass  die  Analysis  ein  Universalinstrument  sei,  womit 
sich  alle  Operationen  vornehmen  Hessen ,  mit  dessen  Handhabung 
man  sich  also  sehr  früh  vertraut  machen  müsse.  Es  mag  sehr 
schwer  zu  entscheiden  sein,  wann  derjenige,  der  sich  der  Mathe* 
matik  vorzugsweise  widmen  will,  vom  Uuklid  sich  ab  wenden  soll; 
tbut  er  es  aber  zu  früh,  so  wird  er  dadurch  noch  kein  Newton,  ob- 
gleich er  ohne  Euklid  Bedeutendes  leisten  kann,  wie  die  Franzo- 
sen beweisen,  aber  er  wird  Mühe  haben  sich  allgemein  verständ- 
lich zu  machen,  und  manches  in  trügerischer  Intuition  für  wahr 
halten,  wovon  oft  nur  ein  Theil  wahr  ist,  und  nicht  selten  beson- 
dere Fälle  for  allgemeine  nehmen.  Wäre  diese  Behauptung  nicht 
gegründet,  so  müssten  wir  für  die  Elemente  der  Algebra  ein  ähn- 
liches Werk  haben,  wie  für  die  Elemente  der  Geometrie.  Davon 
sind  wir  aber,  aller  Einbildungen  manches  Schriftstellers  ungeach- 
tet, sehr  weit  entfernt. 

•  i      \     -        .  -  • 

1     .  ...  >...'.•♦. 

».     .  »  • 

s 


■11 
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Ueber  die  Theorie  der  Elimination. 

VüD 

*  »■  « 

•  r 

dem  Herausgeber. 


Zweite  Abhandlung  *). 

In  den  Memoiren  der  Berliner  Akademie  der  Wissenschaften 
vom  Jahre  1748  hat  Kuler  eine  Eliminationsmethode  gelehrt,  wel- 
che sich  vor  allen  übrigen  bekannten  Eliminationsmethoden  durch 
Kürze  und  Einfachheit  ganz  besonders  ausgezeichnet.  Diese  Eli- 
minationsmethode,  bei  welcher  von  der  Theorie  der  symmetrischen 
Functionen  ein  sehr  wichtiger  und  fruchtbarer  Gebrauch  gemacht 
wird ,  wollen  wir  vorzüglich  nach  der  schönen  uud  gründlichen 
Darstellung,  welche  neuerlichst  Cauchy.  in  seinen  Exercices 
d 'Analyse  et  de  Physique  math£matiuue.  T.  1.  p.  397  von 
derselben  gegeben  hat,  in  vder  vorliegenden  Abhandlung  entwickeln. 
■   ■"  - 

«•2-  • 

Die  beiden  gegebenen  Gleichungen  seien 

xm  •+-  ax™— 1  -f-  Ix**—2  -f-  .  . .  -+-  px  ■+-  f.  =  0, 
x*-\-Ax*^i     Bx»~2  -+- . .  .  -h/^-l-  ö  =  0; 
oder,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 

f(x)  =  xm  -+•  «wr*-1  -f-  bx™-2  -f-  .  . .  -f-  px  •+-  q 
F(x)  =  x*  +  Jx»-*     Bxn~2     . .  t-\-Px+  Q 

setzen, 

4    /(*)  =  0,  F(x)  =  0; 

denn  dass  auf  diese  Form,  wo  nämlich  die  CoefGcienten  der  höch- 
sten Glieder  die  Einheit  sind»  die  beiden  gegebenen  Gleichungen 
jederzeit  gebracht  werden  können,  fällt  uuf  der  Stelle  in  die 
Augen. 

Die  m  Wurzeln  der  ersten  Gleichung  f(x)  =  0  seien 

">  ßy  Y>  <*>  » 

und  eben  so  seien  die  n  Wurzeln  der  zweiten  Gleichung  I\x)=^> 


•)  Die  erste  Abhandlung  s.  in.  Theü  II.  Heft  I.  'S.  76. 
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X,    />,    (Ay    V)   .  >  •  *, 

so  dass  nämlich  / 

/(.r)  =  (^r  —  o)  (jc  —  ß)  (&  —  y)  (x  —  6)  

F{x)  =  {a:  —  x)  (&  —  X)      —     (x  —  v)  

ist. 

Sollen  nun  die  beiden  gegebenen  Gleichlingen 

f(x)  =  0,  F(a?)  =  0 

zusammen  existiren  können,  d.  h.  sollen  sich  dieselben  durch  ein 
und  denselben  Werth  von  a;  erfüllen  lassen ;  so  muss  nothwendig 
wenigstens  eine  der  Gleichungen 

a  =  x,  a  =  X,  a  =  ju,  a  =  y, ... 
/*  =  x,  /?==*,  ß=zfi,  /?=:*,...., 

y  =  x,  y  =  X,  r  =      r  =  *V  , 

,      *=5*,  o*=s/*,  J=v, 

U.  8.  W. 

oder,  was  dasselbe  ist,  wenigstens  eine  der  Gleichungen 

-     •  »        •  •    »  ,  » 

-  a  —  x  =  0,  a —  A  =  0,  a  —  fi  =  0,  a  —  y  =  0, . . .  .; 

y  — xr=0,  y  — X  =  0,  y  — ^  =  0,  y  —  f>  =  0,  ....; 
*~ xä=Ö,  ö*  —  A  =  0,  6—  ?t:=0,  ©*— rtäsO, . . .  ^ 

u.  s.  w. 

erfüllt  sein,  und  die  Bedingungsgleichung,  dass  die  beiden  Glei- 
chungen 

zusammen  existiren  können,  ist  tiaher,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 
Js  (a*—  X)  (a  —  (i)  (a  —  v)  . .  . 

X(/?-x)  tf-*)  (/*-*)... 

x(r— *) t/— *)  tr-i*)tr -*)... 
x(<r-*)  {d-t*) 

x   ✓ 

setzen,  offenbar  die  Gleichung 

2—0. 

Die  Gleichung,  welche  man  durch  Elimination  von  x  aus  den 
beiden  gegebenen  Gleichungen 

/fcr)=s0,  ^)stzt) 

erhält,  ist  aber  augenscheinlich  Weiter  nichts  als  die  Bedingungs- 
gleichung, dass  die  beiden  vorstehenden  Gleich nu gen.  zusammen 
existiren  oder  durch  denselben  Werth/  von  a?  erfüllt  werden  kön* 
neu,  woraus  sich  also  unmittelbar  ergiebt,  dass  die  Gleichung 

0  ...       .]••;/-•«•  nf. 
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ait  der  dorcb  Eliminntion  von  *  aus  den  beiden  Gleichungen 

/(*)=0,  F{x)  =  0 

resultirenden  Gleichung  zusammenfallen  oder  identisch  sein  muss. 

Dies  ist  das  allgemeine  Princip,  auf  welchem  die  in  §.  1.  er- 
wähnte schöne  und  «ijerkwürdige  Euier'ache  Klüain**ionsmethode 
beruhet,  indem  es  bei  dieser  Methode  einzig  und  allein  auf  die 
Bildung  der  Gleichung 

ans  den  Coefficienten  der  beiden  gegebenen  Gleichungen 

ankommt,  wofür  ajso  jetzt  möglichst  einfache  und  leicht  anwend-* 
tare  Regeln  gegeben  werden  müssen. 

t  .  -    _  1  m  ■ 

»      »  •  •  >  * 

Die  Anzahl  der  Grössen 

«  —  x,  «  —  X,  a  —  f*,  a  —  v,  .... ; 
fr-*,  /?  — v,....; 

V  —  *»  r  — Y — 1*>  y —  v> — » 

d—  x,  d  —  X,  d-^./a,  d— v,  . . . 

U.  8.  W. 

int  offenbar  m»t  und  nach  einem  bekannten  Satze  von  den  Glei- 
chungen ist  also  die  Grösse         -  , 

das  letzte  Glied  der  Gleichung  des  (mn)ten  Grades,  deren  Wurzeln 
die  obigen  Differenzen  sind,  so  dass  es  also,  um  die  Grösse  2  aus 
den  Coefficienten  der  beiden  Gleichungen 

tu  bilden,  bloss  auf  die  Bildung  des  letzten  Gliedes  der  in  Rede  1 
stehenden  Gleichung  des  (*Mt)teu  Grades  aus  den  Coelücicntan  ö)ar 
beiden  gegebenen  Gleichungen  ■» 

/(*)  =  <>,  F(*)  =  0 

ankommt* 

Setzen  wir  nun  der  Kürze  wegen,  indem  4  eine  positive  ganze 
Zahl  bezeichnet, 

9isBt*+p>4-ri        — » 

S,  =  x«  +  »^  +  v'+  

und  : 

-r-(d— x)'  -H(d— A)»  *H  (d — .u)-t-  (d  —  v)'  . 

 o 

I 

J  1 
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so  ist,  wie  man  leicht  mittelst  Entwickelt! nach  dem  binomischen 
Lehrsatze  für  positive  ganze  Exponenten  findet, 


=     (<*« -f-    -4-  /•-♦-...).  » 

+ TTr}  («w+^+^+...)(*,+i,+f»i  +  ...) 

U.  8.  W. 

+(- 1)-> .  4  (a-t-ß+r-*-  ■  ■  •)  ...) 

■+-  (- 1)'  •  »(* +  * .  . .), 

und  folglich,  weil 

s0  =  a0-hß°  -+-y0-\-d°  -\-  .  ..=?mt 

&0  =  x°  -{-X0  +-(Jb°  -\-v°  -*r  .  .  .  =  * 

ist, 

#,A0  1-      iä  ,  H  1     2   **-2**a  —  .  .  .  • 

■  • 

Die  Grössen 

#0  =  iBti  und  £0  =  » 

sind  bekannt. 

Zur  Bildung  der  Grössen 

f|,  #4>.  ..... 

aus  den  Coefficienten  der  Gleichung 

hat  man  nach  den  Formeln  des  aus  der  Theorie  der  Gleichungen 
bekannten  Newton'schen  Satzes  die  folgenden  Gleichungen: 

0  =  *,  -t-  <ar, 

O  =  #,-t-0*,  +  6*i  -4- 3c, 
0=r#4-r-«#,  +  6st  Hr-c«i  -4-4i/, 
u.  s.  w. 

0  =  *m  ■+•  1  ■+"  £*m-2  H-  <*«-3  -H  •  .  .  •+-  ■+• 

0  ==  -f-         H-  <**-3 -H  . . .  -4-/>*»  , 

0=  .... 


U.  S.  W.  .  -  i  . 

oder  . 
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*.=  —  »> 


*i  =?  —  at%  —  Ü9X  —  3c, 

*4  =  —  «*i  —  t>*%  —  C4l  —  4«/, 

u.  s.  w.  .<  -» 

» 

*m  —  —  —  fo„_2  —  C9m-t  —  T-p9l  —  mq, 

*«-M  =  —  a*m  —  b9m-X  —  C9m-2  —  ...  —  pst  —q*ly  . 
i        *"H-2  =  —  aSm+t  —  h9m  —  C9m—\  —  ...  —  p9s  —  q9. 

—  —  a*m+2  —  ^«H-l  —  C9m  —  .  .  .  —  p94  — 

U.  8.  W. 

und  eben  so  bat  man  zur  Bildung  der  Grössen 

&xi  ^jj  .... 

aus  den  Coefficienten  der  Gleichung 

F(&)  =  0 


folgenden  Gleichungen: 

©  =  ^.-+-^£,-1-2*, 


0  =  iSr,  -f- ^y,  -f.  ^  3c, 
0  =  SA+4S,  -f.        -+-  OT,  -+-4ZJ, 

u.  s.  w. 

o=#„-t-         -h  /?^n-2  h-  cyn_3  -f-  .  .  . + PS,     ff  0, 
0  =        -f-  ^<yn  -|-  BS^  H-  C/^-a  -4-  . . .  -f-  /  Wa  -|-  QSt , 

0  =  Sn+t -f  - -j-  BS^  +CSn-{-. . .  +/W4  -|-  QS,t 

u.  s.  w. 

oder 

£.=  —  4 

tf,  =  —        —        —  3C,  . 

tf4  ==  -        —  ÄS,  -  CS,  _  4Z>, 

U.  8.  W. 

*•  =  —  ^n-i  —  —  CS^—  .  .  .  —  PS,  —  »0, 

=  —  —  BSH-i  —  —        —  »,  —  ÖS,, 

*U*  =  -JS^-BSn-  CS^i  -  . 

f 

U.  8.  W. 

woraus  zugleich  erhellet,  dass 

*0,  #!,  #»>  #«,   
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lauter  ganze  ratiouale  algebraische  Fuactiooeo  von 

a,  ö9  cy  d>  .  .  fp,  ff\ 

und  ebeo  so 

^O»   ^1  »   ^99   ^9*  •  •  •  • 

lauter  guuze  rationale  algebraische  Functionen  vod 
siud. 

Hat  man  auf  diese  Weise 

> 

*0>  *I1  *»>  *•>  •  •  •  *l 

J  •  '  "  •< 

und 

^O»  »  »  .  &i   .    ,  ^( 

respective  aas  den  Coefficienten  der  Gfeichungen 

f(ac)  =  0  und  f\a:)  =  0 

Sebildet,  so  kann  man  mittelst  des  oben  für  2*  gefundenen  Ausd- 
rucks auch  diese  Grösse  aus  den  Coefficienten  der  beiden  in  Rede 
siebenden  gegebenen  Gleichungen  bilden,  woraus  zugleich  mit  völ- 
liger Deutlichkeit  erhellet,  dass  auch  2i  jederzeit  eine  ganze  ra- 
tionale algebraische  Function  der  Coefficienten  der  beiden  Glei- 
chungen »~ 

ist. 

Bezeichnen  wir  jetz^  die  Gleichung  des  (mn)ten  Grades,  de- 
ren Wurzeln 

«  —  x,  o  —  V«  —     a  —  v  5 

ß  —  *,ß  —  l>ß  —  t*,ß~v,  ; 

r— *>  r— /— f*»  r  —  v» — >: 

—  x,  d  —     d  —  ju,  o*  — v,  . . . 
u.  s.  w. 

sind,  im  Allgemeinen  durch 
wo  die  Coefficienten 

«  SB,  ß,  2>, .  f,  D 

unbekannte  Grössen  sind;   so  hat  man  nach  dem  Newton'schen 
Satze  bekanntlich  die  folgenden  Gleichungen : 

u.  s.  w. 

oder 
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21=-— 

U.  I.  w, 

mittelst  welcher  sich  also  die  Coefficienten 

«,  SB,  £,  3), . . .  |5,  O 

aus  den  Summen 

^l»  ^»fr>  •  •  •  Äm 

bilden  lassen,  und  woraus  zugleich  erhellet,  das« 

©,  <s,  $>, . . .  f,  n 

Unter  ganze  rationale  algebraische  Functionen  der  in  Rede  stehen- 
den Summen  aind.  Da  man  nun  aber  nach  dem  Obigen  die 
Summen 

"V  v     v  -v 

aus  den  Coefficienten  der  Gleichungen 

/(*)  =  0,  F[x)  =  0 
bilden  kann,  wobei  zugleich  aus  dem  Obigen  bekannt  ist,  dass 

V       V       V       "V  V 
•**!»  •  •  •  •*'»»» 

laoter  ganze  rationale  algebraische  Functionen  der  Coefficienten 
der  neiden  in  Rede  stehenden  Gleichungen  sind;  so  kann  man  auch 
die  Coefficienten 

g,  ©,  <£,  £), . . .  %  JQ 
aas  den  Coefficienten  der  beiden  Gleichungen 

0,  ^)  =  0 
bilden,  und  - 

sind  lauter  ganze  rationale  algebraische  Functionen  der  Coefficien- 
ten der  hei  den  tu  Rede  «tebenden  Gleichungen. 
Mach  dem  Obigen  ist  nun 

(-1 

oder  • 

Also  kann  man  nach  den  ans  dem  Torhergehenden  sich  unmittelbar 
"gebenden  Regeln  auch  die  Grösse  2,  folglich  auch  die  durch  die 
Elimination  von  a:  aus  den  beiden  gegebenen  Gleichungen 

/(^)  =  0,  /V)  =  0 

resultirende  Gleichung  -?=0  ans  den  Coefficienten  t  dieser  beiden 
Gleichungen  bilden,  und  zugleich  bt  klar,  dass  die  Grösse  2  jederzeit 
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eine  ganze  rationule  algebraische  Function  der  in  Rede  siebenden 
Coefficienten  ist. 

■ 

Die  Gleichung  2z=z0  kann  aber  auch  noch  auf  folgende  Art 
aus  den  Coefficienten  der  beiden  gegebenen  Gleichungen 

/(*)=<>,  /x^)=o  ; 

gebildet  werden.    Es  ist  offenbar 
und 

2=  (-  1  )-/<*)  /(*)  /W  ZW  •  • . 

also,  wenn  wir  die  erste  dieser  beiden  Gleichungen  gebraueben, 
2=:    (a»-f- ^a«-*H-  ßa*-2-+- 

X  '.  .  

<  , 

Da  nun  das  Product  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheits- 
zeichens offenbar  eine  symmetrische  Function  der  Wurzeln  der 
Gleichung 

f[x)  =  0 

ist;  so  reducirt  sich  augenscheinlich  die  Bildung  der  Grösse  2  auf 
die  Auflösung  der  schon  vielfach  bebandelten  Aufgabe: 

Jede  symmetrische  Function  der  Wurzeln  einer 
Gleichung  durch  die  Coefficienten  dieser  Gleichung 
auszudrücken,  ohne  die  Wurzeln  selbst  zu  kennen» 

Nach  dem  zweiten  der  beiden  oben  angegebenen  Ausdrücke 
von  2  ist 

-  =  (—  l)mn  (x*     <jrx»-i  -f- -+-  .  . .  -f-  px  -fr.  q) 
X      ■+-  al^  +  bX**-* .  . . 

X  {(J^ 6p»-9 -4-  . . .  q) 

X  (»"  -fr»        1  -fr-  IfV*-2  +  ...+•/»'  -fr»  7) 

X  .....  

wo  die  Grösse  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens  eine 
symmetrische  Function  der  Wurzeln* der  Gleichung 

ist,  und  also  nach  der  in  Rede  stehenden  Aufgabe  auch  durch  die 
Coefficienten  dieser  Gleichung  ausgedrückt  werden  kann,  ohne  die 
Wurzeln  selbst  zu  kennen. 

Mittelst  des  Vorhergehenden  lässt  sich  auch  leicht  der  Grad 
beurtheileo,  bis  zu  welchem  die  ganze  rationale  algebraische  Func- 
tion 2  der  £oefücienten 

a,  6,  e, .  .  .  />,  q\  A,  ß,  C, . . .  Py  Q 
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der  beiden  Gleichungen 

/(.r)  =  0,  i\*)=o, 

welche  in  Bezug  auf  x  respective  vom  mten  und  vom  *ten  Grade 
sind,  in  Bezug  auf  jeden  der  in  Rede  stehenden  CoefGcientea  steigt. 
Nach  dem  Obigen  ist  nämlich 

2=    (a"-f-  j4a»~i-\-  Bot*-* -f-  . . .-*-/><*-+-  Q) 

X  (/**  -f-^/^H-  Bß*~*  +  ...  +  Pß+Q) 

x  (r + ^r-1  +  ^r-*  + . . .  h-  /V  •+■  0) 

X      •+-  BS*-*  -f-  . . .     /V  -f-  0) 

X  

und  weil  nun  die  m  Wurzeln 

«>  ft  T>     . . . .  ,  • 

der  Gleichung  f(x)  =  0  natürlich  bloss  von  den  Coefficientcn  die- 
ser Gleichung,  d.  i.  von 

a,  6,  c,  . .  .  />,  $r 

abhängen,  so  ist  JS  in  Bezug  auf  jeden  der  Coefficienteo 

,       J9  B9  C, ...  /»,  Q 

offenbar  vom  «ten  Grade.  Ganz  eben  so  ergiebt  sich  aus  der 
Gleichung 

2=(—\)m»  (x» -f- ax»—i  -f-  6x«*-* -f-  . . .  -\-px-\-q) 
X      -f-«^-1  +  i).m~2  -\-  pX -\- q) 

X  {n>»+a/jL*-i-i-6ti>"-*-+-  .  . .  -f-w  -f- ^r) 

X  .......  

dass  2  in  Bezug  auf  jeden  der  Coefficientcn 

a,  o,  c, . .  q 

vom  Uten  Grade  ist. 

§.5. 

Im  vorigen  Paragraphen  haben  wir  das  Eliminationsproblein 
auf  die  Aufgabe: 

Jede  symmetrische  Function  der  Wurzeln  einer 
Gleichung  durch  die  Coefficienten  der  Gleichung  aus- 
zudrücken, ohne  die  Wurzeln  selbst  zu  kennen; 
reducirt,  und  wolleo  daher  hier  die  schone  von  Cauchv  in  seinen 
Exercices.de  Mathlmatiques.  4'  annee.  p.  103  gegebene 
Auflösung  dieses  Problems,  welche  nicht  so  allgemein,  wie  sie  es 
verdient,  bekannt  zu  sein  scheint,  einschalten. 

Diese  Auflösung  beruhet  vorzüglich  auf  den  beiden  in  den 

zwei  folgenden  Paragraphen  bewiesenen  Lehrsätzen. 

»i  « 

'  \  -    -    •  -N       ^     ^  »   •   ■  .  .  * 

Lehrsatz.   Wenn  man  die  Grösse 


Ja:*  -+-  Bx*-^  ■+-  Cr»-2     • . .  ~t-  Mx  -+-  M, 


■  \ 
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wo  n  eine  positive  ganze  Zahl  bezeichnet,  mittr-f-0 
dividirt;  so  ist  der  übrig  bleibende  Rest  jederzeit  eine 
von  a:  unabhängige  Grösse,  welche  man  erhält,  wenn 
man  in  dem  Dividendus 

AxH  -+-  Bx»-i  «+-  Ca^~2  -h  ...-+-  i/i  +  A' 

für  sc  die  Grösse  — a  setzte  nämlich  die  Grösse 

A{—  a)n  -f-     — 1  -f-  C(—  ay-z  -f-  . .  <  «)  -+-  N. 

Beweis.   Der  bei  der  Division  von 

Aar» -4- -f- Cr"-2 -f.  . .  .-f.  Jf^r 

durch  ar-f-«  hervorgehende  Quotient  sei 

A'aP-i  •+-  ^  '^r2  -+-  Ca:»-*     . . ,  -f-  L 'a;  -H  M r, 

und  der  übrig  bleibende  Rest,  welcher,  da  der  Divisor  eine  ganze 
rationale  algebraische  Function  des  ersten  Grades  von  a;  ist,  offen« 
bar  eine  eben  solche  Function  des  nullten  Grades  von  ar,  d.  i.  eine 
von  ar  unabhängige  oder  eine  constante  Grösse  ist,  sei  Mi\  so  ist 
nach  der  Natur  der  Division      .         '  , 

Aa*     Ba:"^1  -h  Cas»-*  Mac     N  , 

=  (x  +  a)  (A'*»-i  +B'a?+-*-t-  C'x«~S-+- . . .  -hZ'^r-f-  M')+R> 
d.  i.    ■•   '  \ 

Axn     ß&*~1  -+-  Cr"— 2  -+-...•+- 

Weil  diese  Gleichung  für  jedes  ac  gilt,  so  hat  man  nach  einem 
bekannten  Satze  die  folgenden  Gleichungen: 

A  ^=  A\ 

B=B'-hA'a, 

C^C'+B'*, 

U.  8.  W. 

M=M'  +  La, 
A  =  R  +  M'a-y 

9  y  ,  ' 

und  folglich,  wie  man  kiebt  findet, 

A'  =  A  '  " 

B'=B~-Aa,  .    •  '     .  '/  , 

D'=  D—  Ca Ba*  —  Aa1 , 

< 

u.  s.  w. 

/*'  =        Jf«  -h  La*  —Ka*+Ja*  —  ...—  Aa*  .  (—  1)*-- ; 
oder 

Ä  =  N  -  JWfc  -f-  £a  *  -  JT« »  -f-  /**  — . . .  +  Am* .      1  )*. 
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Also  ist  offenbar  '■ 

Ä = A(- a)» 4-  B(~ a)»~i  -f-  C(-«>-24- . . .  *f- -f- .V, 

wie  bewiesen  werden  sollte. 

...  > 

§.  7. 

Lehrtatx.   Die  n  W,urzeln  der  Gleichung 

1 .   xn  -f-  -^«r»-1  -h  Bat*-*  -f- . . .  -f-  Las  -+-  A7=  0, 

deren  Coefficienten  reelle  oder  imaginäre  Grössen  sein 
können,  seien 

«,  6t  cy  dj  .  .  .  f ,  ; 

wobei  wir  zugleich  annehmen  wollen,  dass  diese  Wur- 
zeln sämmtlich  unter  einander  ungleich  sind.  W  sei 
eine  beliebige  Function  der  Wurzeln 

a,  b,  c,  d,  .  ,  \  i,  k. 

So  wie  diese  Wurzeln  offenbar  Functionen  der.Coeffi- 
cieuten  der  Gleichung  1.  sind:  so  kann  man  sich  natür- 
lich auch  W  durch  diese  Coefficienten  ausgedrückt 
denken.  Der  durch  die  Coefficienten  der  Gleichung  1. 
ausgedrückte  Werth  von  W  sei  S2.  Nun  wollen  wir  an- 
nehmen, dass  man  durch  irgend  ein  Mittel  die  Function 
W  auf  die  Form 

^««  +  ^,««-2+  C,«»-*-t-  ...-+-  l/.ar-f-F, 

gebracht  habe,  so  dass  die  Coefficienten 

Ax9  Bxf  Cx ,  . . .  I7t,  Vi 

sämmtlich  durch  die  Coefficienten 

A^   B9    C,  .  .  .  Xr,  N 

ausgedruckt  sind.  Bleibt  dann  die  Gleichung 

jederzeit  richtig,  wenn  man  für  a  irgend  eine  der  Wur- 
'  zeln  ö>  c,  d} .  .  .  t,  k  setzt;  so  wird  bei  der  Division  der 
Grösse  , 

A lam     B  1am~t  ~\-  Clam—2"^-  . . .  -+-  Uxa-\-Vx 

durch  die  Grösse 

a»     Aan~i  -f-  Ba»-*  -+-...  +Xa  ~h 

indem  man  nämlich  diese  beiden  Grossen  als  Functio- 
nen von  a  betrachtet,  ein  von  a  unabhängiger  Rest 
übrig  bleiben,  welcher  der  durch  die  Coefficienten  der 
Gleichung  1.  ausgedrückte  Werth  Si  der  Function  Frist 
Beweis.   Der  hei  der  Division  von 

Aljcm-\~Blxm-i-\-C1z:'»-2-t- .  ..+lTx&-\-Vx 

durch 

übrig  bleibende  Rest  hat  im  Allgemeinen  die  Form 


: 
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a<rn-i  _|_  ßj^-i  -f.  .  .  .  4.  Xx  -f-  f*, 


so  dass  also,  wenn  wir  den  bei  dieser  Division  sich  ergebenden 
Quotienten  durch  Q  bezeichnen,  für  jedes  a? 


3.   Axxm  -h  Bxa*»-i -+-  Cx a«*~i -f-   .  .  -f-  l^ar-r-F, 
=  (^r"  -f-  Ajc*-1     Bac*-* . .  .  -f-  Z^ar  + 
a^r"— 1  «+-  /far*-2  -r-  ya?»— 1  -f  - . . .  -f-kr-*-/» 
ist.    Nach  der  Voraussetzung  ist  nun 

Axam-\-  Bxa'n~l-\-  .  .  .      Uxa-\-Vx  =fi, 

^,4»  -f-  #,4—1  . .  .      Vxb-^VX  =  £, 

U.  8.  W. 

t 

und 

•  ö*  -4-  ^»»-i     2?«*-*-f- . .  .  -f-  Z**-r-  A'  =  0,  - 
+  ^-i  +         + . . .  +      +  jV  =  0, 


u.  s.  w. 


X*  H-  Z?£»-2  -f-  .  .  .  -f-  Z,/r-hjV=  <K 

Folglich  ist  wegen  der  für  jedes  ac  geltenden  Gleichung  3. 

aa*-i-\-ßa*-*-\-y&t-S-\-  .  . .  -f- -fr  ^  =  i?, 
a^i-i  -j-  0£*-2  -|-         -4-  . .  .  +  M  -j-  p  = 

ac«-i  -f-  ßc-2      yc*-*         .-\-Xc  = 

♦ 

U.  8.  W. 

und  die  Gleichung         -     ;  •         ,  \ 

an«-*  +  ßa*-*  -h  ya*-3  -4-  ...-+-  A.r  -h  /4  =  J2 
oder 

a^"-1  -f- ß&n-2 ^»-3 -h  .  .  .+U  +  /*"-^  =  0 
<  ■  "  > .  ... 

des  (« —  l)sten  Grades  hat  folglich  die  n  unter  einander  ungleichen 

Wurzeln 

ay  6,  c,  </,  . .  .  f,  /?, 

welches  offenbar  nur  dann  der  Fall  sein  kann,  wenn 

«  =  0,  ß  =  09  y  =  0, ...  A  =  0,  ^  —  n  =  o 

ist.  Aus  der  letzten  dieser  Gleichungen  folgt  f*  =  S2,  und  es  ist 
also  offenbar  für  jedes  a? 

ua»-1  -f-  ßa*~*  -f-  yar»-*  H-  . .  .  -fr-  Aar  -f-y*  =  Q, 

d.  h.  der  bei  der  Division  von 

Ax&* -f- -t-  C,**-* -*-...-f- Vxa:^rVx 

durch 
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x*  H-  Ax*~*  -\-  Bx*-*     .  . .  -+-  Lx  -+-  N 

*  t 

bleibende  Rest  ist  eine  von  x  unabhängige  Grösse  und  der  oben 
durch  Q  bezeichneten  Grösse  gleich.  Daher  ist  natürlich  auch  der 
bei  der  Division  von 

Axam  -f-  B , « 1      C^ff**-2  -f-  . . .  -f-  U , a F, 

■ 

durch 

bleibende  Rest  eine  von  a  unabhängige  Grösse  und  der  oben  durch 
S2  bezeichneten  Grösse  gleich,  welches  bewiesen  werden  sollte. 

Wir  wollen  nun  die  Anwendung  der  in  den  beiden  vorher- 
gehenden  Paragraphen  bewiesenen  Sätze  auf  die  Gleichungen  der 
verschiedenen  Grade  zeigen. 

Zuerst  sei  die  Gleichung  des  zweiten  Grades 

x* Ax -\- B  =  ü, 

deren  Coefficienten  wie  immer  bei  dieser  Untersuchung  beliebige 
reelle  oder  imaginäre  Grösseo  sein  kennen,  gegeben.  Die  beiden 
unter  einander  ungleichen  Wurzeln  dieser  Gleichung  seien  a,  b\ 
so  ist  nach  einem  bekannten  Satze  von  den  Gleichungen 

und  folglich 

b  =  —  A  —  a. 

Wenn  nun  /"(«,  b)  eine  ganze  rationale  symmetrische  Function 
der  beiden  Wurzeln  a  und  h  ist;  so  wird  man,  wenn  man 

b=—A—a 

setzt,  diese  Function  immer  leicht  auf  die  Form 

Ax<**-+-Bxa?»-+-\-  C ...-+-  Uxa-\-Vx 

bringen,  und  also 

f(aib)=f(ai^A^ä) 
=z  A  xe^ B  1am~l  -f-  C,a*-2_f. ...  +  Uxa-\-Vx 

setzen  können.  Weil  aber  nach  der  Voraussetzung  /(«r,  6)  eine 
symmetrische  Function  von  a  und  b  ist,  so  ist  nach  dem  allgemei- 
nen Begriffe  der  symmetrischen  Functionen  offenbar 

/(«,  b)  =/(*,  a)  =/(*,  -  A  -  b) 

=  Axb»  +  B^--i-+-Cxb'*-*-\-..r+Uxb-\-ri. 

Bezeichnet  also  wie  in  $.  7.  das  Symbol  Q  den  durch  die 
Coefticienten  der  gegebenen  Gleichung  ausgedrückten  Werth  von 
f(a,  b);  so  ist  klar,  dass  die  Gleichung 

A xam -h Bio»1-1     Cia1—* . .  .  -f-  Uxa-\-Vx  =Q 

auch  gilt,  wenn  man  b  für  a  setzt.  Cm  also  fl  zu  finden,  wird 
man  nach  §.  7.  mit  der  Grösse 

a*+Aa  +  B 

Theü  II.  24 


in  die  Grösse 

Axam  -f-  B lant~l  -fr-  Cl&*^-~  -fr-  ...  -4-  Lxu     r  , 

dividiren  und  den  übrig  bleibenden  Rest  bemerken,  welcher  der 
durch  die  Coefticientea  der  gegebenen  Gleichung'  ausgedrückte 
Werth  von  /(«,  b),  d.  i.  die  Grösse      sein,  wird. 

Betrachtet  man  f[a9  b)  als  Function  von  b  und  dividirt  mit 

b-\-a-+-A 

in  dieselbe  hiuein;  so  ist  nach  6.  der  übrig  bleibende  Rest  der 
Werth  der  Function         b),  welchen  dieselbe" erhält,  wenn  man 

setzt,  d.  i. 

f{a,  -Jl-a) 

oder  die  Grösse 

Ax**  -fr-  Bxat—t      Cx**~*  -fr-  .  . .  -fr-  Vxa  +  Vx , 

und  man  kann  also,  um  die  Function  /[a,  b)  durch  die  Coefficien- 
ten  der  gegebenen  Gleichung  auszudrücken  oder  die  Grösse  ü  zu 
linden,  auch  auf  folgende  Art  verfahren .-. 

Man  betrachU  /*(«,  b)  als  Function  von  b,  dividire  in  die- 
selbe mit 

b  +  *+J 


hinein,  bemerke  den  Rest,  und  dividire  in  denselben ,  als  Function 
von  a  betrachtet,  mit 


hinein;  so  ist  der  bei  dieser  Division  übrig  bleibende  Rest  der  ge- 
suchte durch  die  Coefticienten  der  gegebenen  Gleichung  ausge- 
druckte Werth  von  f(o,  b). 
Setzt  man 


*  iW  —      x  —  a — » 
so  ist,  wie  man  leicht  findet, 

Fx(x)  =  jp  -fr-  m  -fr-  J, 

und  folglich 

Fx(b)  =  b+*+A. 

Daher  lässt  sich  die  obige  Regel  zur  Berechnung  des  gesuchten, 
durch  die  Coefficienteu  der  gegebeneu  Gleichung  ausgedrückten 
Werths  vou/(«,  b)  auch  auf  folgenden  Ausdruck  bringen: 
Man  setze 

und 
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Es  sei  ferner  die  Gleichung  des  dritten  Grades 

xx  -f-  dx"1  •+-  Bao  -f-  €=.  0 

gegeben.  Die  drei  Wurzeln  dieser  Gleichung;,  die  auch  hier  wie- 
der als  unter  einander  ungleich  angenommen  werden,  seien  a,  £, 
c;  so  ist  \  u 

a'+Aa*  +  Ba  +  C=Q 

oder 
Also  ist 

xx     -^r*  -+-  #r     C=z  a*  —  *«  -+-  A(x*  —  «»)  H-  /?(a?  —  a) 
=  (.v  —  a)  \a:7      (a-t-  A^-t-  a2  -\- Aa-\-  B\, 

und  c  sind  folglich  offenbar  die  Wurzeln  der  quadratischen 
Gleichung 

X* -i-(a-\-A)#  +  ai-t-  Aa-{-B  =  0. 

Ist  nun  ^>  c)  e<De  gan*«  rationale  symmetrische  Function  von 
a,  so  kauo  man  dieselbe  zuerst  bloss  als  eine  ganze  ratio- 

nale symmetrische  Function  von  6  Und  c  betrachten,  und  nn/ch 
$.  8.  durch  die  Coefficienten  der  vorhergehenden  Gleichung  des 
zweiten  Grades  ausdrücken.  Dadurch  wird  offenbar  f(a,  £,  c)  als 
eine  ganze  rationale  Function  von  a  dargestellt.  Dividirt  man  nun 
in  diesen  Ausdruck  von  f{flt  c),  als  Function  von  a  betrachtet, 
mit 

«*  -f  -  Aa*  •+-  B<*  C 

hinein;  so  ist  der  hei  dieser  Division  übrig  bleibende  Rest  der 
durch  die  Coefficienten.  der.  gegebenen  Gleichung  des  dritten  Gra- 
des ausgedrückte  Werth  von  f\a,      c),  welcher  gesucht  wurde, 
wie  aus  dem  in  $.  7.  bewiesenen  Satze  unmittelbar  folgt. 
Nach  §.  8.  hat  man  also  auf  folgende  Art  zu  verfahren : 
Man  setze  ii  •» 

und  b.**; 

•jpr.i"  •*.(*>-*.(*)■. 

Nun  dividire  meu  !»/(**,  «•)♦  als  Function  von  r  betrachtet,  mit 
P%(c)  hinein,  bemerke  den  Rest,  und  dividire  in  denselben,  als 
Fnuction  von  h  betrachtet,  mit  hinein;  so  ist  der  bei  dieser 

Division  bleibende  Rest  der  als  eine  Function  von  a  dargestellte 

24* 
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Werth  der  Function  /(«,  h,  c).   Dividirt  man  nun  in  diesen  Rest 

mit  1 

hinein  so  ist  der  hei  dieser  Division  bleibende  Rest  der  durch  die 
Coefficientcn  der  gegebenen  Gleichung  des  dritten  Grades  ausge- 
drückte Werth  von  /(*,  l>,  c),  welcher  gesucht  wurde. 

Bemerkt  man  nun  aber,  dass  nach  dem  Obigen  die  Function 
Fx{x)  erhalten  wird,  wenn  man 

a*-hAa*  +  Ba  +  C 
'*'  , 

von 

+  Ax*  +  Bx  +  C 

subtrahirt,  in  den  Rest  mit  .r-a  dividirt  und  den  Quotienten  be- 
merkt; so  kann  man  die  obige  Regel  offenbar  auch  auf  den  fol- 
genden Ausdruck  bringen: 
Man  setxe 

F(x)  =  x*  -fr-  Ax%  -fr-  Bx  -fr-  C 

und 

fM  Fi*)-**) 
Ft(x)  = x_a  > 

*  aW   x  —  b 

Nun  dividire  man  in  /(«,  b,  c),  als  Function  von  ^  be- 
trachtet, mit  F%{e)  hinein,  bemerke  den  Rest,  diTidire 
in  denselben,  als  Function  von  h  betrachtet,  mit 
hinein,  bemerke  wieder  den  Kest  und  diyidire  in  den- 
selben, als  Function  von  a  betrachtet,  mit  F(a)  hinein; 
so  ist  der  bei  dieser  Division  bleibende  Rest  der  ge- 
suchte durch  die  Coefficienten  der  gegebenen  Glei- 
chung ansgedrückte  Werth  von/(a,  6,  c). 

*.  10. 

Man  habe  jetzt  die  Gleichung  des  vierten  Grades 
-fr-  Am*  -+-  Bx*  -fr-  Cx  -fr-  D  =  0, 
deren  unter  einander  ungleiche  Wurxeln  «,      c,  d  sein  mögen; 
so  ist 

«*  -fr-  Am*  -fr-  Ba*  -fr-  Ca  -fr-  D  =  0 

oder 

=  —     —  Aax  —  Ba*  —  Ca, 

und  folglich 

-fr-  Ax*  -fr-  Bx*  -fr-  Cx  -fr-  D 
=  ^-a*-T-  A{x* -«')-+"  B(x*  -  «»)  -f-  C{x  -  a) 

=^ar--*)i*»-fr-(«-fr-^ 

so  dass  also  h,  ct  d  offenbar  die  Wuneln  der  Gleichung  des  drit- 
ten  Grades 
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r1  -h  («  -f-  d}»%  -f-  («'  -f-  if#+  /i).r -f-  «*  -\-Aa*-\-Ba-\- C=0 

sind.  Ist  nun  f(a,  l>,  <\  d)  eine  ganze  rationale  symmetrische 
Function  von  «r,  />,  e,  so  kann  man  dieselbe  zuerst  bloss  als 
eine  ganze  rational«  sytti metrische  Function  von  f>,  c,  d  betrach- 
ten, und  nach  §.  0.  durch  die  Coeflicienten  der  vorhergehenden 
Gleichung  des  drittcu  Grades  ausdrücken.  Dadurch  erhält  man 
/(//,  /y,  c\  d)  als  Function  von  a  ausgedrückt.  Dtvidirt  man  nun 
in  diesen  Ausdruck  mit 

a*      Aa*  -f-  Ba*      Ca  +  D 

hinein ,  so  ist  nach  §.  7.  der  bei  dieser  Division  übrig  bleibende 
Rest  der  durch  die  Coeflicienten  der  gegebenen  Gleichung  ausge- 
drückte Werth  der  Function  /'(//,  £,  c,        welcher  gesucht  wurde. 

Nach  §.  9.  bat  mau  also  auf  folgende  Art  zu  verfuhren: 

Man  setze 

Fl(x)=a:l+(a+A)a;*+(a*+Ja-\-Ii)a:+a*-\-Aaz-t-Ba-\-C 

und  . 

N'uu  divi<lire  man  in  f(a.  b>  r,  d),  als  Function  von  d  betrachtet, 
mit  Fx(d)  hinein,  bemerke  den  Rest,  dividire  in  denselben,  als 
Function  von  c  betrachtet,  mit  F*(c)  hinein,  bemerke  wieder  den 
Rest,  und  dividire  in  denselben,  als  Fuuction  von  f>  betrachtet,  mit 
hinein.  Der  bei  dieser  Division  bleibende  Rest  ist  der  als 
Function  von  a  ausgedrückte  Werth  der  Function  f(ay  bt  e$  d). 
Diesen  Rest  dividire  man  durch 

a*  -f-  Aax  -f-  Ba*  +  D, 

so  ist  der  bei  dieser  Division  übrig  bleibende  Rest  der  durch  die 
Coefficienten  der  gegebenen  Gleichung  des  vierten  Grades  ausge- 
drückte Werth  von         ^,  ct  d)t  welcher  gesucht  wurde. 

Bemerkt  man  nup  aber  wieder,  dass  nach  dem  Obigen  die 
Fuuction  Fx  (x)  erholten  wird,  wenn  man 

a4  -+-  Ja*  -f-  Ba*  -+-  Ca  -f-  D 

von 

x4  -+-  Am*  -+-  Bx%      Cx  -+-  D 

8ubtrahirt,  in  den  Rest  mit  x —  a  dividirt  und  den  Quotienten  be- 
merkt; so  ist  klar,  dass  man  die  obige  Regel  auch  auf  den  folgen- 
den Ausdruck  bringen  kann: 
Man  setze 

F(x)  =  x*     Axx  -+-  Bx*  -+-  Cx  -f-  D 

und 

F\x)  —  b\n\ 


x  —  a 
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F^)  =  ^  • 


Nub  dividire  man  iu  /(«,  r,  «/),  als  Function  voo  be* 
trachtet,  mit  Ft(d)  hinein,  bemerke  den  Rest,  dividire 
in  denselben,  als  Function  von  c  betrachtet,  mit  F9(e) 
hinein,  bemerke  den  Rest,  dividire  in  denselben,  als 
Function  von  b  betrachtet,  mit  Fx(b)  hinein,  bemerke 
wieder  den  Rest,  und  dividire  in  denselben«  als  Function 
von  a  betrachtet,  mit  F(a)  hinein;  so  ist  der  bei  dieser 
Division  übrig  bleibende  Rest  der  gesuchte  durch  die 
Koeffizienten  der  gegebenen  Gleichung  ausgedrückte 
Werth  vön  f(a,  6,  e,  d). 

§.  IL 

Wie  man  auf  dem  im  Vorhergehenden  eingeschlagenen  Wege 
immer  Weiter  fortschreiten  kann,  liegt  deutlich  vor  Augen,  nnt1 
wir  werden  also  unmittelbar  auf  das  folgende  allgemeine  sehr  wich- 
tige  Theorem  geführt: 

Die  Wurzeln  der  Gleichung 

-+-  Jx»-i  -\-  Bx*-~ . .  .  +^r  +  A'=0 


seien  «,  £,  c,  d,  .  .  .t,  k*)%  und  f(a,  6>  c,  </,...#,  ßs)  sei 
eine  beliebige  ganze  rationale  symmetrische  Functiou 
der  Wurzeln,  welche,  ohne  die  Wurzeln  selbst  zu  ken- 
nen, durch  die  Coeff icien ten  der  gegebenen  Gleichung;, 
die  ganz  beliebige  reelle  oder  imaginäre  Grossen 
sein  können,  ausgedrückt  werden  soll.  Zu  dem  Ende 
setze  man 


und 


F{&)  =     -fr-  Ax»~-i  -fr-  Bx*-z  4- .  . .  -fr-  Lx-\-  S 

,lW-fla=fla,: . 


*  '! 


X 

I.  8.  W. 


F n~\{x)  =   —  . 


Nun  dividire  man  in  f{a^  &9  cy  d,  . .  .  *,  Xr),  «Is  Function 
von  k  betrachtet,  mit  Ftt—\(&)  hinein,  bemerke  den  Rest» 
dividire  in  denselben,  als  Function  von  i  betrachtet, 
mit  Fn-2(i)  hinein,  bemerke  den  Rest,  dividire  in  densel- 
ben, als  Function  von  h  betrachtet,  mit  Fn-*(/i)  hinein, 


*)  Nach  dein  Vorhergehenden  uiüsstc  eigentlich  angenommen  vierten, 
dass  diese  Wurzeln  säinintlich  unter  einander  ungleich  sind.  Dass  es 
aber  nicht  nöthig  ist,  diese  Einschränkung  iu  machen,  wird  gleich 
nachher  gezeigt  werden. 
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u.  4.  xv.,  und  setze  dieses  Verfahren  so  lange  fort,  bis 
man  einen  Rest,  als  Function  von  £  betrachtet,  dar  eh 
und  endlich  den  bei  dieser  Division  bleiben- 
den Rest,  als  Function  von  a  betrachtet,  durch  F{a) 
dividirt  bat;  so  ist  der  bei  dieser  letzten  Division 
bleibende  Rest  der  gesuchte  durch  die  Coefficien- 
ten  der  gegebenen  Gleichung  ausgedrückte.  Werth  von 
f(a,      c,  d, .  . .  #,  U). 

Nach  dem  Obigen  würde  dieser  Satz  eigentlich  noch  der  Be- 
dingung zu  unterwerfen  sein,  dass > die  Wurzeln  der  gegebenen 
Gleichung  sammtlich  unter  einander  ungleich  sein  müssen.  Indess 
erhellet  durch  das  folgende  einfache  Raisoonement  sogleich,  dass 
dies  nicht  nöthig  ist,  und  unser  Satz  also  auch  dann  noch  gültig 
bleibt,  wenn  unter  den  Wurzeln  a,  b,  <?,  </, . .  .  i,  k  der  gegebenen 
Gleichung  beliebig  viele  einander  gleiche  vorkommen.  Bezeichnet 
nämlich,  die  Wurzeln  als  sammtlich  unter  einander  ungleich  ange- 
nommen, wie  schon  früher,  i2  den  durch  die  Coefficienten  der  ge- 
gebenen Gleichung  ausgedrückten  Werth  der  ganzen  rationalen 
symmetrischen  Function         bt  ct  d, . .  .  s,  £);  so  ist 

/(«,  4,      4  ...*,.*)==  £, 

und  aus  der  oben  gelehrten  Bestimmungsweise  von  &  erhellet  un- 
mittelbar, dass  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  Si  immer  eine 
ganze  rationale  algebraische  Function  der  Coefficienten  Ay  B,  Ct 
2),  .  .  .  Z#,  N  ist.   Die  Gleichung  t 

f(a,  l9  ct  d>  t,  Xr)r=£  ) 

bleibt  nach  dem  Obigen  richtig  ,  weun  nur  alle  Wurzeln  der  gege- 
benen Gleichung  unter  einander  ungleich  sind,  wie  klein  auch 
sonst  die  absoluten  Wertlie  ihrer  Unterschiede  sein  mögen.  Nun 
kann  man  sich  aber  offenbor  vorstellen,  dass  sich  die  Coefti- 
cienten  A,  B,  C,  D,  . .  .  L>  A  der  gegebenen  Gleichung  auf  eine 
solche  Weise  stetig  andern,  dass' eine  oder 'mehrere  Differenzen 
zweier  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  sich  fortwährend  und 
bis  zu  jedem  beliebigen  Grade  der  Null  nähern.  Unter  dieser  Vor- 
aussetzung hört  die  Gleichung 

/(*,  b,  c,  =  £ 

nie  auf  gültig  zu  sein,  und  wird  also  offenbar  auch  dann  noch 
gültig  bleiben,  wenn  die  gedachten  Differenzen  ihre  Gränze  Null 
wirklich  erreichen,  oder,  was  dasselbe  ist,  wenn  zwei  oder  mehrere 
Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  einander  gleich  werden. 

Von  dem  im  vorigen  Paragraphen  bewiesenen  Theoreme  wol«- 
len  wir  nun  zu  dessen  näherer  Erläuterung  einige  Anwendungen 
machen. 

Zuerst  ser  die  Gleichung  des  dritten  Grades  » 

deren  Wurzeln,  wie  oben,  durch  b,  o  bezeichnet  werden  sollen, 
gegeben.   Man  soll  die  ganze  rationale  symmetrische  Function 

W=  b*c  -+■  bc1  -f-  c9ä  -f-  ca*  H-  «3£-fr-  ab2 
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4 

der  Wurzeln  «,  b9  c  durch  die  Coefficienten  der  o;e<rebenen  Glei- 
chung ausdrücken.  p 
In  diesem  Falle  ist 

und  folglich 

F{ar)  -  f\a)  =  .ar*  —  <**  -f-  ^  -  a). 

Also  ist 

*iW  =  — x__a     =      +  aar a*  -\-  #, 
und  folglich 

Fx  (x)  —  Fx  (b)  =  .r'  —  £), 

also 
Da  nun 

*  '  »  -  • 

ist,  so  muss  man  mit 

in  Wf  als  Function  von  c  betrachtet,  d,  i.  in 

{b  -f-  a)c*     (£'  +       4-      -4-  a^ 
dividiren  und  den  Rest  bemerken.   Der  bleibende  Rest  ist  aber 

Dividirt  man  in  denselben,  als  Function  von  b  betrachtet,  mit 

Fx{b)  =  b*  +  ab  +  **  +  B 
hinein  und  bemerkt  den  Rest;  so  erhält  man  als  Rest 

—  3»>—  ZBa. 

iKvidirt  man  endlich  in  diesen  Rest,  als  Function  von  a  betrach- 
tet,  mit 

Mnein  und  bemerkt  wieder  den  Rest,  so  erhält  man  als  Rest  3C. 
Dieser  Rest  ist  der  gesuchte  Werth  der  gegebenen  symmetrische* 
r  nnctioo,  und  es  ist  also 

b*c  -+-  bc*  H-  c*a  -f-  c«*      a*£  -f-  ab*  =  3C. 

*.  13. 

Die  gegebene  Gleichung  sei 

-f-  B**  -f.  Cr  -|-  D  =  0, 

und 

sei  die  gegebene  ganze  rationale  symmetrische  Function  ihrer 
Wurzeln  a,  b,  c,  d\  so  ist 
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=     -fr-  B**      Ca:  A 

und  folglich 

/Xor)  —  JF\a)  =  a;*  —  a*  -+-  ß(a**  —  **)  +C\x  —  «), 

also 

V 

*".(*)  =  =  *'  +  +a'+Ba+  C. 

Daher  ist 

Ft(*)  —  Ft(b)  =  sc%  — b9  ~\-  a(a:*  —  b9)  -fr-  («*  -fr-  i?)  (ar  —  4), 
folglich  ' 

also 

-  F%(c)  =ra?* —  c* -fr- (£•+•«)  (at  —  c), 

und  daher 

Die  fernere  Rechnung  kann  man  sich  aber  in  diesem  Falle  auf  fol- 
gende Art  sehr  erleichtern.  Nach  einem  bekannten  Satze  ist  nämlich 


oder 
Also  ist 


d=  —  a  —  b  —  c. 

a  -fr-  </=  —  (0  -fr-  c), 

£-4- </=-(* -fr-*), 
c-fr-rf=  — (Ä-fr-£), 

und  folglich 

IF=—  \(a  +  b)  (a  +  c)  (4-fr-c)|*, 

wo  man  nun  statt  W  die  einfachere  symmetrische  Function 

Wx=z(a  +  b)(a  +  c)  {b  +  c) 

entwickeln  kann,  aus  der  sich  dann  nach  dem  Vorhergehenden  W 
leicht  ergiebt.  Entwickelt  man  Wx  nach  den  Potenzen  von  c\  so 
erhält  man 

Wx=(b-+-  a)c%  -h(ö-+-a)3c  +  ab*  -fr-  a*b. 
Dividirt  man  mit 

F,(d)  =  d-\-c-\-  b 


in  W„  als  Function  von  d  betrachtet,  hinein,  so  ist  der  Rest 
offenbar 

(b  -fr-  a)c*  -fr-  (b  -fr-  a)*c  -fr-  ab*  -fr-  «a£. 
Dividirt  man  in  diese  Grösse,  als  Function  von  c  betrachtet,  mit 
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F%(c)  z=s  c%      (b  +  a)c  +  lt*  +     +  Ä 

hinein,  so  bleibt  als  Rest  -  » 

-  Ä»  -  «ä»  ^-(«»  +  - 

Dividirt  man  ferner  in  diese  Grösse,  als  Function  von  b  betrach- 
tet, ,mit  /  ,. 

Ft(b)  =  b>  -f-  ab%  +  (fll  +  ^  +  fl'  +  tf*+C  ' 

hinein,  so  bleibt  als  Rest  +  C  Dividirt  man  in  diesen  Rest,  als 
Function  von  a  betrachtet,  mit 

F(a)  =  a*  -f-  Ba*  •+•  Ca  -H  D 
hinein,  so  bleibt  natürlich  -f-  C  als  Rest,  und  es  ist  folglich 

(a  -f-  b)  (a  -h  c)  (b  +  c)  =  C.  Jt 
Also  ist  nach  dem  Obigen 

(a  +  b)  (a  +  c)  (<i  +  <l)  (b-hc)  (b-\-d)  (c-4-</)  =  —  C*. 
Aehnliche  Vereinfachungen  der  Rechnung  bieten  sich  öfters  dar. 

*  14. 

Die  gegebene  Gleichung  sei  die  quadratische  Gleitihuog  . 

x* +  Ax-{-  B  =  0, 

und 

W=  {a-by 

* 

sei  die  gegebene  ganze  rationale  symmetrische  Function  ihrer  Wur- 
zeln a  und  welche  durch  ihre  Coefficienten  ausgedrückt  werden 
soll.   Es  ist  in  diesem  Falle 

F(x)  =  x*  -f-  Ax  -4-  B, 

und  folglich 

F\x)  —  f\a)  =  ^r3  —  «*  -h  ^(.r  —  a), 

also 

*i\a:)  =     x^a  =x-t-a-\rA. 
Entwickelt  man  W  nach  Potenzen  von  b,  so  erhält  mau 

W=b*  —  lab-+-d>. 
In  diese  Grösse,  ala  Function  v^tf  £  betrachtet,  muss  man  mit 

Fx{ü)  =  b  +  a  +  A 
dividireo,  und  den  Rest  bemerken.    Der  bleibende  Rest  ist 

in  welchen,  als  Function  von  a  betrachtet,  man  nun  mit 

f\a)  =  a*  -*-Aa-{-B 

dividireo  und  wieder  den  Rest  bemerken  muss.   Der  bleibende  Rest 
ist  aber 


A%  —  kB, 


367 

und  folglich 

Die  Richtigkeit  dieses  Resultats  katin  mau  auf  folgende  Art  leicht 
prüfen.    Bekanntlich  ist 

a-\-  0=  — 

und,  weil  <r  eine  Wurzel  der  gegebenen  quadratischen  Gleichung 
ist,  so  ist 

Da  nun 

ist,  so  ist 

IV  =  (a  -  />)'  =  (2«  -H       =      -4-  -j- 
uod  folglich,  weil 

(«  —  by  =A2  —  \B, 
wie  vorher  gefunden  wurde. 


■ 


ä  j5 

Die  gegebene  Gleichung  sei  die  vollständige  cuhische  Gleichung 


x*     Ax1  ■+•  Zfa:  •+■  C=  0, 


und  die  durch  deren  Cocfficicntcn  auszudrückende  ganze  rationale 
Minmetrischc  Function  ihrer  Wurzel u  rr,      c  sei 

Wz=z  (a  —  b)%  («—•<?)»  (/y  —  r)1. 

Im  in  diesem  und  in  ahnlichen  Fallen  die  symmetrische  runc- 
tion  ir  bloss  durch  a  und  die  Cocfücienten  der  gesehenen  Glei- 
chung auszudrücken,  so  dass  nämlich  die  Wurzeln  />.  c  aus  dem 
obigen  Ausdrucke  von  II  eliminirt  werdcu,  kann  man  auch  auf 
folgende  Art  verfahren.  Da  a  eiue  W  urzel  der  gegebenen  Glei- 
chung ist,  so  ist 

a*  +  Aa*  +  Ba+C=Q. 
Folglich  ist  für  jedes  x 

x*     ifjt'      Bx  -+-  C 
=  j:1  — H-         —  «*)  —  «) 

=      —  *)  jar  -f-  («  -h  «3  4-  Aa ■+-  ZT). 

Nun  ist  aber  bekanntlich 

x1  +*Ax%-\-  Bx  -+-  f"=  (.r  —  «)  (x  —  b)  (x  —  c). 
Folglich  ist  für  jedes  x 

(x  —  b)  (x  —  c)==  x*  +  (a-{-  A)x -\-  a*  +  Aa  +  B, 
und  daher  für  ,r  —  a 

(a  —  b)  (*  --  c)  =  3<?*  -f-  %Aa  -f-  B. 


4 


ile 
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Also  ist  » 

W=  (b  -  cY  (3*»  -f-  %Am  4-  B). 
Da  nun  ferner  £,  c  die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung 

sind,  so  ist  nach  dem  vorigen  Paragraphen 

—  c)a  =  («  -f-  Ay  —  \(a%  -f-  B) 

=  _  (3a'  -f-  ZAa  —  A*  +  AB). 

Entwickelt  man  W  nach  Potenzen  von  a  und  dividirt  dann  mit 

a%  -f-  Aa%  -f-  Ba-\r  O        ,    ,  ; 

hinein,  so  ist  der  bei  dieser  Division  übrig  bleibende  Rest  der  ge- 
suchte Werth  von  W*   Nach  gehöriger  Rechnung  ergiebt  sich 

(a—t)*  («—*)'  (6—cy=A*B*~AA'C—4ß'--'r!C*+lHABC. 

Für  A  =  0  ist 

(a—  by  (a  -  c)»  (6  —  c)*  =  —      »  —  27C*, 

welcher  Werth  unserer  symmetrischen  Function  einer  eubi sehen 
Gleichung  entspricht,  in  welcher  das  zweite  Glied  fehlt. 

§.16. 

Das  Product  der  Quadrate  aller  Differenzen  je  zweier  Wurzeln 
einer  gegebenen  Gleichung  ist,  wie  leicht  erhellet,  immer  eine 
ganze  rationale  symmetrische  Function  der  Wurzeln  der  gegebe- 
nen Gleichung  uud  kann  daher  nach  den  obigen  Regeln  immer 
durch  die  Coefficienten  der  gegebenen  Gleichung  ausgedrückt  wer- 
den, ohne  die  Wurzeln  selbst  zu  kennen.  Weil  aber  dieses  Pro- 
duct in  mehreren  Beziehungen  von  besonderer  Wichtigkeit  ist,  so 
wollen  wir  jetzt  noch  zeigen,  wie  dasselbe  immer  ohne  grosse 
Schwierigkeit  für  eine  beliebige  Gleichung  des  »ten  Grades  gefun- 
den werdeu  kann,  wenn  man  dasselbe  für  jede  Gleichung  des 
(/i  — l)sten  Grades  finden,  d.  h.  durch  die  Coefficienten  dieser 
Gleichung  ausdrücken  kann,  ohne  deren  Wurzeln  selbst  zu  kennen, 
wodurch  die  Entwicklung  dieser  Producte  sehr  erleichtert  wird. 

Die  gegebene  Gleichung  des  nten  Grades  sei 

xn  -f-  Aac*-*  -+-  Bx*-*     . . .  jV=0, 

und  «,  <?,  d,  i,  k  seien  die  Wurzeln  derselben.  Fer- 
ner sei 

W=(a-by  (a-c)*  (a-d)*  ...(«  —  iy  — 

X(ä-c)1  (b  —  d)*  ...(£—  •)*  (b  —  U)r 

x(c— dy  ...(*-#)*  {c-ky 

u.  s.  w. 

x(ä  — »)*  (/* — ky 

■ 

Weil  a  eine  Wurzel  der  gegebenen  Gleichung  ist,  so  ist 
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Folglich  ist  für  jedes  ac 

-f-  A#*-i  H-  Ba*~*  -f-  . . .  -h  Lac  H-  N 

= .r» — <z"  ~h  A(jp~*  —        -f- B(x»-* — an^* )  -f- . . .  H-Z(.r— ä), 

oder,  weil  die  Function  auf  der  linken  Seite  des  Gleichheitszeichens 
dem  Prodncte 

{&  —  a)  (x —  6)  (x  —  c)  . . .  (x  —  i)  {x —  k) 
gleich  ist,  für  jedes  x 

(x  —  a)  {x  —  b)  (x  —  c)  .  .  .  (x  —  i)  (x  — 
— — ^  ^(^-l  _  flrit-l j >z_  B{x*-* — -f-  . .  •  -r-JB(^F— ä), 
oder,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  mit  x —  a  dividirt,  für  jedes  ac 
(x  —  V)  (x  —  c)  (x  —  d) . . ,(x  —  i)  (x  —  X*) 
=  x»-i 

(a  -h  A)x*-* 
-\-  (a*  -f-  Aa  -f-  B)xn~^  ' 
-f-  (a*     Aa*  -\-Ra-\~  C)x»-* 

U.  8.  W. 

+  fl»"1  +  ^2+^"-,+  Ca»~*+  h  L; 

folglich  für  x=a 

(«  —  6)  («  —  c)  (*  —  */)...(«  —  t)  (*  —  A) 
=  »a»-*  -+-(»  —  l)Aa»-*  -f-  (»  —  2) . . .  -h  //. 
Auch  ist  klar,  dass  6,  <?,</,..  .  i,  Xr  die  Wurzeln  der  Gleichung 
0  =  ^-1 

-+-  (a*  -f-  Aa  -f-  B)ae*-* 
-f- (a'  C).r*-* 

u.  s.  w. 

Hr»  an~~^  -f-  Aan~^  -fr-  Ba*~~*  -fr-  Can~~*  -f-  • . .  -f-  Z/ 

sind.  Weil  wir  nun  annehmen,  dass  man  für  jede  Gleichung  des 
(i» — l)sten  Grades  das  Product  der  Quadrate  der  Differenzen  je 
zweier  Wurzeln  durch  die  Coeflicienten  der  Gleichung  ausdrücken 
kann;  so  kann  man  das  Product 

X(c  —  d)*  (c  —  e)*  ..  .  (c  —  •)»  (<?  —  *)» 

x      «)»...  («r- 

u.  s.  w. 

x  (*-*)» 

durch  die  Coefficieoten  der  obigen  Gleichung  des  (n  —  l)sten  Gra- 
des ausdrücken.   Bezeichnen  wir  .den  dadurch  hervorgebenden  Aus- 

r  ' 
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druck  durch  F;  so  ist  V  bloss  noch  von  a  und  den  Cocflicienten 
/.  Ii,  (\  .  .-.  L  abhängig,  uud  uach  dem  Obigen  ist  nun 

wo  also  aueb  PF  bloss  von  a  und  den  Cocflicienten  A,  /?,  Cy .  .  .«£ 
abhängig  ist.  Das  Product  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheits- 
zeichens in  der  vorhergehenden  Gleichung  lässt  sich  immer  durch 
ganz  elementare  Rechnungen  nach  den  Potenzen  von  a  entwickeln. 
Dividirt  man  dann  in  dieses  so  entwickelte  Product  mit  der  Grösse 

an  -+-  Jan~l  -+-  Ba*-*+  , .  .  -±-La>+-N  , 

hinein,  so  ist  der  bei  dieser  Division  übrig  bleibende  Rest  nach 
§.  6.  von  a  unabhängig  uud  liefert  nach  §,  7.  den  bloss  durch  die 
Coefficienten  der  gegebenen  Gleichung  ausgedrückten  Werth  der 
symmetrischen  Function  \\  .  .  . 

Ks  ist  klar,  dass  dus  durch  W  bezeichnete  Product  bloss  dann 
verschwinden  kann,  wenn  die  gegebene  Gleichung  gleiche  Wurzeln 
hat.  Ist  dies  nicht  der  Fall,  so  ist  IV  jederzeit  eine  ganze  ratio- 
nale algebraische  Function  der  Cocflicienten  J.  /> ,  C\  .  .  .  />,  \, 
deren  Werth  grösser  als  Null  ist.     Sind  also  die  Coefficienten 

//,  C9  mm  .  i,  V  ganze  Zahlen,  so  ist  offenbar  auch  W  eine 
ganze  Zahl,  die  immer  der  Einheit  gleich  oder  grösser  als  die  Ein- 
heit ist,  vorausgesetzt  nämlich,  dass  die  gegebene  Gleichung  keine 
einander  gleichen  Wurzeln  hat. 

.§1\ 

Wir  haben  jetzt  ausführlich  gezeigt  und  durch  eine  hinreichend 
grosse  Anzahl  von  Beispielen  erläutert,  dass  jede  ganze  rationale 
symmetrische  Function  der  Wurzeln  eiuer  Gleichung  immer  durch 
die  Coeflicienten  der  Gleichung  ausgedrückt  werden  kann,  ohne 
doss  man  die  Wurzeln  selbst  zu  kennen  braucht,  wobei  sich  zu- 
gleich ergab,  dass  jede  ganze  rationale  symmetrische  Function  der 
Wurzeln  einer  Gleichung  eine  ganze  ratiouale  Function  der  Coef- 
ficienten der  Gleichung  ist.  Kaum  bedarf  es  uun  noch  einer  be- 
sonderu  Erläuterung,  dass  überhaupt  jede  symmetrische  Function 
der  Wurzeln  einer  Gleichung  durch  die  Coefficienten  derselben  aus- 
gedrückt werden  kann,  ohue  dass  man  die  Wurzeln  selbst  zu  ken- 
nen braucht.  Hat  man  nämlich  z.  B.  die  rationale  gebrochene  sym- 
metrische Functiou 

  ahe 

™  —  ab-\-ac  -\-  bc 

der  drei  Wurzeln  a,  &,  c  einer  Gleichung  des  dritten  Grades,  so 
sind  natürlich  Zähler  und  Nenner  ganze  rationale  symmetrische 
Functionen  von  a9  />,  c.  Weil  man  nun  nach  den  im  Vorhergehen- 
den entwickelten  Regeln  sowohl  a6c,  als  auch  ab  ac  +  bc^ 
durch  die  Coefficienten  der  Gleichung  ausdrucken  kann,  ohne  dass 
man  die  Wurzeln  selbst  zu  kennen  braucht,  so  gilt  dies  natürlich 
auch  von  W,  wobei  sich  aber  von  selbst  versteht,  dass  der  für  W 
sich  ergebende  Ausdruck  jetzt  keine  ganze  rationale  Function  der 
Coefficienten  der  Gleichung  ist.  Hat  man  die  irrationale  symmetri- 
sche Function  i., 

W=z  [/SPP  -t-  2a2C     %b*c%  —a*  —  6*—c* 
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der  drei  Wurzeln  <*,  c  einer  cubischeo  Gleichung,  «o  kann  man 
nach  dem  Vorhergehenden  die  ganze  rationale  symmetrische  Function 

2a*l>9  -f-  2a*c*  +  2Ä2cs  —     —  £4  —  c* 

durch  die  Coefficientcn  der  Gleichung  ausdrücken,  ohne  dass  man 
die  Wurzeln  selbst  zu  kennen  braucht,  folglich  auch  die  Function  fV. 
Man  sieht  also: 

dass  jede  symmetrische  Function  der  Wurzeln  einer  bc«  ■ 
liebigen  Gleichung  immer  durch  die  Coeffi cien ten  der 
Gleichung  ausgedrückt  werden  kann,   ohne  dass  man 
die  Wurzeln  selbst  zu  kennen  braucht. 


f  18- 

Um  nur  ein  einfaches  Beispiel  der  Elimination  einer  unbekann- 
ten Grösse  aus  zwei  Gleichungen  zu  geben,  wollen  wir  die  beiden 
Gleichungen  des  zweiten  Grades 

<ra-f-<M?-r-£  =  0, 
a:* .i.r -f- Z?  =  0 

betrachten,  und  wollen 

F{a:)  =  x*-\-Ax-\-B 

setzen,  die  Wurzeln  der  zweiten  Gleicbung  aber  durch  x  und  X 
bezeichnen.  Nach  f.  4.  ist  unter  diesen  Voraussetzungen,  wenn  2 
seine  dortige  Bezeichnung  behält, 

und  es  kommt  nun  darauf  an,  diese  symmetrische  Function  der 
Wurzeln  x,  X  der  Gleichung 

a;*     Ax  «+•  B  =  0 

durch  die'  Coefficienten  dieser  Gleichung  auszudrücken.  Zu  dem 
Ende  muss  man  nach  §.  11.  zuvörderst 

berechnen,  wodurch  man 

Fx(x)  =  x-\-x~+-A 

erhält,  und  muss  dann  den  Rest  entwickeln,  welcher  übrig  bleibt, 
wenn  man  mit 

JFY(Jl)  =  *  + 

in  die  als  Function  von,?»  betrachtete  Grösse  ^  hinein  dividirt. 
Wenn  man  aber  zuerst  mit  X-\-x-\-A  in  X2  -\-aX-\-b  dividirt, 
so  bleibt  als  Rest  die  Grösse 

(k  +  A)  (k  +  A-a)  +  b 

,  v  N  A 

oaer  •  •  • 

x»     (Z4  -  «)*  ■+■      ~      +  6> 
und  wenn  man  also  mit  X-\-x-+-  A  in 

^fr  ,        ^  =  (x'  +  «x  +  ^)  (l9  +  mk  +  &) 
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dividirt,  so  bleibt  als  Rest 

(x*  +  «x-M)  (x*-f-(2^  —  o)x  +  ^1- aA  +  b\t 
d.  i.,  wie  man  durch  leichte  Rechnung  findet, 
x*  -f  -  (A2  4-  aA  —  a1     2£)x     (a^'  —  a\^/-f-  2£J)x 

Dividirt  man  nun  in  diese  Grösse  mit 

■ 

hinein,  so  bleibt  der  Rest 

(A2  —  aA  -+-  b)b  —  (aA  —  a2  +  26  —  B)B 

oder 

b2  —  ahA  H-  («*  —  26)B  -+-  6A2  —  aAB  ß2 
übrig,  und  es  ist  also 

2z=b2     ahA     (a*  —  %b)B     bA2  —  aAB-\-  B2. 

* 

Die  durch  die  Elimination  von  &  aus  den  beiden  gegebenen  Glei- 
chungen, des  zweiten  Grades  hervorgehende  Gleichung  ist  aber 
nach  §.  2. 

62  —  abA  -h  (a2  —  2b)B  -f-  A<df*  —  «^Ä  -f-    »  =  0. 

Dieses  Beispiel  wird  gewiss  schon  allein  hinreichend  sein, 
deutlich  zu  zeigen,  wie  mau  sich  in  allen  übrigen  Fallen  bei  der 
Elimination  einer  unbekannten  Grösse  aus  zwei  gegebenen  Glei- 
chungen mit  Hülfe  der  symmetrischen  Functionen  zu  verhalten  hat. 

§.  19. 

Wir  wollen  jetzt  auch  den  Fall  betrachten,  wenn  die  Coeffi- 
cienten  der  beideu  gegebeneu  Gleichungen  nicht  die  Einheit  sind, 
sondern  diese  Gleichungen  die  allgemeinere  Form 

aXm  _|_  £#«-1  -4-  ca^~2     . . .  •+- pa?  -+-  q  =  0, 

Ax*-hßa?*-i-\-  . . .  -r-/»r  +  #  =  0 

haben.    Bringt  man  diese  Gleichungen  auf  die  Form 

s  I  » 

^      .      C  P  Q 

*n + -j**-*  +  -2**~~2  +  •  •  •  ■+■  j* + ^ = 0 ; 

so  kann  man  für  diese  beiden  letztern  Gleichungen  aus  deren  Coef- 
ficieuten 

//     c    jrf  p  q 

a  1  a'  a9  '  "  ~a*  "äf 

A>  A'   A"m'H*  A 

die  Function  2  ganz  nach  den  im  Obigen  entwickelten  Regeln 
bilden,  und  die  Gleichung 
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ist  dann  das  Resultat  der  Elimination  ?on  x  ans  den  beiden 
Gleichungen 


-fr-  —x^1  -fr-  ^^m~2  4-  .  .  .  -fr-^a:-fr-^  =  0, 

B      s      C  P  Q 

ar«  -fr-  j*"-*  r+- ^f*"-* 4"  •  •  •  -4-yp-*-^  =  0; 

oder  natürlich  auch  das  Resultat  der  Elimination  von  x  ajis  deu 
beiden  gegebenen  Gleichungen 

-fr-  &r*»— *  -fr-  c^r*"— 2  -4-  . . .  H-.^a?  -4-^=0, 

Ax» -fr-  Bx»-* -fr-  Cr»-*-*- . . .  -f-P^r-f-  Q  =  0. 

Bekanntlich  ist  «2"  eine  ganze  rationale  algebraische  Function  voo 

b     c     d  P  9 


B    C   D         P  $ 
welche  nach  $.  4.  in  Bezug  auf 

b      c      d  p  q 

~äy  ~a'   «*'  "  *  o"'  lä 

von  itten,  in  Bezug  auf 

ß  C  D  P  Q 
A>  A*  A>        7»  ^ 

vom  «Arten  Grade  ist.  Also  ist  offenbar  a*Am2  jederzeit  eine  ganze 
rationale  algebraische  Function  der  Coefficienten 

«,  by  c,  d,  .  .  \py  q\ 

A,  B,  C9  D,...P,  Q 

der  beiden  gegebenen  Gleichungen,  und  das  Resultat  der  Elimina- 
tion  von  x  aus  diesen  beiden  Gleichungen  ist  die  Gleichung 

a»Am2=zQ, 

deren  erste«»  Theil  eine  ganze  rationale  algebraische  Function  der 
Coefficienten  der  beiden  gegebenen  Gleichungen  ist. 

§.20. 

Wir  wollen  jetzt  wieder  zu  den  beiden  zn  Anfange  betrachte- 
ten Gleichungen 

xm  -fr-  axm~x  -fr-  bxm~sl  -fr-  ...  -fr-  px  -f-  q  =  0, 

x»  -fr-  Ax*~*  -fr-  Bx*-^  -fr-  ...  -fr-  Px  -fr-  Q  =  0 

oder 

w 

f(x)  =  0,  l\x)  =  0 

zurückkehren,  indem  wir  auch  sowohl  dem  Symbol  2,  als  auch 
allen  übrigen  in  §.  2.  gebrauchten  Symbolen  ihre  ihnen  dort  bei- 
gelegten Bedeutungen  lassen.  Dies  vorausgesetzt,  hat  nun  Caucby 
in  den  Exercices  d'Analyse  et  de  Physique  matheinatt- 
que.  T.  1.  p.  400.  die  in  dem  folgenden  Satze  ausgesprochene;  für 

25 
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die  Theorie  der  Elimination  offenbar  höchst  wichtige  Eigenschaft 

der  Function  2  bewiesen: 

Wenn  die  Coefficientep 

Oy    Ißy  *  •   •  Pt    <fy    Ay     By      Cy   .    .  .  Py  Q 

ganz  willkührliche  Grössen  und -von  einander  ganz  an- 
abhängig sind;  so  kann  die  ganze  rationale  algebrai- 
sche Function  2  der  in  Rede  stehenden  Coefficienten 
im  Arigemeinen  und  algebraisch  nie  in  zwei  Factoren 
zerlegt  werden,  welche  beide  ganze  rationale  alge- 
braische Functionen  dieser  Coefficienten  sind. 
Beweis.   Wir  wollen  einmal  im  Allgemeinen 

V   W« 

setzen,  und  wollen  annehmen,  dass  die  Factoren  2  und  2"  beide 
ganze  rationale  algebraische  Functionen  der  Coefficienten 

Oy    by    Cy   .  .  .  Py    f  \    Ay     By     Cy   .  .   .  Py  Q 

sind.  Mittelst  der  aus  §.  3.  bekannten  Formeln  des  Newton'schen 
Satzes  kann  man  die  beiden  in  Rede  stehenden  Factoren  als  ganze 
rationale  algebraische  Functionen  der  Wurzeln 

«>  ß>  v,  <*>  <  ■• . ;    K  fr 

ausdrücken,  und  hat  dann  die  identische  Gleichung 

22*  =    (a  —  x){a-X)(a  —  f*)(a  —  v).... 

X(ß-x)  (ß-X)  (ß-(i)  (ß-v).... 

X(r-*)  (y  —  X)  (y-ft)  (y  —  r)..  .. 

X(o*-x)  (6-X)  (S-fi)  (S-v)  

X    ...   .  .  

welche  also  auch,  wenn  zwischen  den  Wurzeln 

0>y    ßy    Yy     Sy   ,   .   .  J    X,    Xy    (Ay    V y   *   .   .  • 

gewisse  Relationen  Statt  linden,  z.  B.  für  «  =  x,  noch  gültig  blei- 
ben muss.  Weil  dann  die  Grösse  auf  der  rechten  Seite  des  Gleich- 
heitszeichens in  vorstehender  Gleichung  verschwindet,  fio  muss  un- 
ter der  gemachten  Voraussetzung  auch  die  Grösse  auf  der  linken 
Seite  des  Gleichheitszeichens,  a.  h.  es  muss  jederzeit  mindestens 
einer  der  beiden  Factoren  des  produets  22"  für  a  =  x  verschwin- 
den. Nehmen  wir  nun,  um  die  Begriffe  zu  fixiren,  an,  dass  dieser 
für  ce  =  x  verschwindende  Factor  der  erste  Fuctor  2'  des  obigen 
Products  sei,  so  ist  derselbe  noch  einem  bekannten  Satze,  wenn 
man  ihn  als  Function  von  «  betrachtet,  jederzeit  durch  a  — x  al- 
gebraisch ohne  Rest  tbeilbar«  Auf  der  andern  Seite  kann  2  so- 
wohl als  eine  ganze  rationale  algebraische  Function  der  Coeffi- 
cienten • 

«,  by  Cy  . .  .  py  f, 

als  auch  als  eine  ganze  rationale  algebraische  Function  der  Coef- 
ficienten 

Ay     By      Cy...   P,  Q 

betrachtet  werden,  und  ist  folglich  sowohl  eine  ganze  rational« 


*v     .      •    -•      •  • 
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algebraische  symmetrische  Function  der  Wurzeln  et,  ß,  y>  &i  •  •  •» 
als  auch  eine  ganze  rationale  algebraische  symmetrische  Function 
der  Wurzeln  x,  X9  /*,  v,  .  .  .  .  *).  Daher  ist  -2'  nicht  bloss  durch 
das  Biuomium  u  —  x,  sondern  durch  jedes  aus  diesem  durch  Ycr- 

tauschung  von  a  mit  einer  der  Wurzeln  jJ,  y,  d,  und  durch 

Vertauschung  von  x  mit  einer  der  Wurzeln  X,  v, . .  .'.  sich  er- 
gebende Binomium  algebraisch  ohne  Rest  theilbar.  '  Weil  nun  aber 
die  Binomien,  welche  man  auf  diese  Weise  erhält,  im  Allgemeinen 
sämmtlich  unter  einander  ungleich  sind,  so  musq  2*  durch  das  Pro- 
duet  oller  dieser  Cinomien,  nämlich  durch  das  Product 


(tc  — 

x)  (.«  — 

X)  (a  — 

v)  . . . 

*)  (ß- 

X)  (ß  - 

/*)  <£- 

v)  . . . 

«)  (r- 

i)  {r-t>)  (y- 

f) .  .  . 

.  x(J- 

x)  (<J- 

p)  (d  — 

• 

• 

d.  h.  durch  die  Grösse  2",  algebraisch  ohne  Rest  theilbar  sein,  und 
wir  sind  also,  indem  U  eine  ganze  rationale  algebraische  Function 

TOD 

«»       <*>  •  • v,  — 

bezeichnet, 

2>=U2 

zu  setzen  berechtigt.   Nach  dem  Obigen  ist  aber 

welches  in  Verbindung  mit  der  vorhergebenden  Gleichung  zu  der 
Gleichung 

172"  =  1 

fiibrt,  aus  der,  da  U  und  2"  beide  ganze  rationale  algebraische 
Functionen  von 

«,  ß>  r>     •    *>    ^  v»  — 

sind,  auf  der  Stelle  ganz  unzweideutig  hervorgeht,  dass  U  und  .3' 
coostante  Grössen,  d.  h.  von  den  Wurzeln 

«,  ft  y>  <*»  •  •  •>  x,  X,  j*,  v, . .  . .  ■ 

der  beiden  gegebenen  Gleichungen,  und  folglich  auch  von  deren 
CoefEcienten 

a,  6,  c,  ß,  C,  Dy ... . 

ganz  unabhängig  sind.   Setzt  man  also 


*)  Jede  ganze  rationale  algebraische  Function  der  Coefficienten  einer 
Gleichung  kann  nämlich  mittelst  der  aus  §.  3.  bekannten  Formeln  des 
Newton'schen  Satzes  als  eine  ganze  rationale  algebraische  Function 
der  Summen  der  Potenzen  der  Wurzeln  der  Gleichung  ausgedruckt  wer- 
den,  und  ist  also  offenbar  immer  eine  ganze  rationale  algebraische 
.symmetrische  Function  der  Wurzeln. 

25* 
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so  ist  der  eine  der  beiden  Factoren  J?,  2"  nach  dem  Vorhergeben- 
den immer  eine  constante,  d.  h.  von  den  Coefficienten 

<y,  hy  c,  d, . .  x;  A,  B9  Cy  Dt .... 

der  beiden  gegebenen  Gleichungen  ganz  unabhängige  Grosse,  wo- 
durch upser  Satz  nun  offenbar  vollständig  bewiesen  ist. 

Dieser  Satz  ist  für  die  Theorie  der  Elimination  jedenfalls,  und 
insbesondere  deshalb  sehr  wichtig,  weil  durch  denselben  deutlich 
nachgewiesen  wird,  dass  man  durch  die  im  Obigen  gelehrte  schöne, 
die  Theorie  der  symmetrischen  Functionen  vielfach  in  Anspruch 
nehmende  Elioiinationsmetbode  die  gesuchte  Endgleichung  in  ihrer 
einfachsten  Gestalt,  d.  b.  im  Allgemeinen  Wenigstens,  wenn  näm- 
lich zwischen  den  Coefficienten  der  beiden  gegebenen  Gleichungen 
gar  keine  besondere^  Relationen  Statt  finden,  frei  von  allen  in  ihr 
enthaltenen  fremdartigen  Factoren  erhält. 

Dass  dies  sich  aber  nicht  mehr  behaupten  lässt,  wenn  zwischen 
den  Coefficienten  der  beiden  gegebenen  Gleichungen  besondere 
Relationen  Statt  finden,  zeigt  "Cauchy  an  dem  Falle,  wenn  die 
beiden  GJeicbungen  des  zweiten  Grades 

je*  -\- ax -\- b  =  0,  or*-r-^-f-^  =  0 

gegeben  sind,  auf  folgende  Art. 
Nach  §.  4.  ist  in  diesem  Falle 

2  =  (a*     Aa  H-  B)  (/$»  +  Aß  -f-  B). 

Weil  nun  aber  a  und  ß  die  Wurzeln  der  Gleichung 

sind,  so  hat  man  die. beiden  Gleichungen 

a»-f-«a-r-£  =  0,  ß* -\- aß -\- b  =  0/ 

aus  denen  sich 

•    a*=  —  «ro  —  b,  /?*  =  —  aß^-6, 
folglich  nach  dem  Obigen 

2=\{A  —  a)a+B  —  b\  \(A -a)ß+  B-b\9 
oder  nach  gehöriger  Entwickelung 

•   2=(A-a)  \{A-a)aß  +  (B  —  b)  (a  +  ß)\  +  {B  —  &)* 

ergiebt.    Weil  aber  nach  der  Theorie  der  Gleichungen 

aß  =  b,  urhß  =  —  a 

ist*  so  ist,  wie  man  nach  leichter  Entwickelung  findet, 

2=(A  —  a)  (Ab  —  Ba)-i-(B  —  b)*y 

und  das  Resultat  der  Elimination  von  a:  aus  den  beiden  gegebenen 
Gleichungen  ist  folglich  die  Gleichung 

(A  —  a)  {Ab  —  Ba)  +  (B  —  b)*=0. 

So  lange  nun,  zwischen  den  Coefficienten.  der  beiden  gegebenen 
Gleichungen  keine  besonderen  Relationen  Statt  linden,  lässt  sich  der 
erste  Theii  dieser  Gleichung  nicht  in  zwei  Factoren  zerlegen, 
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welche  ganze  rationale  algebraische  Functionen  der  Coefficienteu 
der  beiden  gegebenen  Gleichungen  sind.  Setzt  man  aber  nur 
z.  B.  a  =  A  =  0,  so  dass  also 

die  beiden  gegebenen  Gleichungen  sind,  so  geht  die  obige  End- 
gleichung in  die  Gleichung 

über,  statt  welcher  man  also  einfacher 

ß  —  6  =  0 

setzen  kann.  • 

Um.  diesen  Aufsatz  über  die  Elimination  nicht  zu  sehr  auszu- 
dehnen, müssen  wir  hierbei  stehen  bleiben,  verweisen  aber  weiterer 
Ausführung  wegen  auf  die  Abhandlung  Cuuchy's,  auf  welche 
schon  oben  in  §.  20.  Bezug  genommen  worden  ist. 


XXXJ. 

Ueber  Jacob  Bernoulli's  Methode,  die  Höhe 
•  der  Wolken  zu  bestimmen. 

Von 

dem  Herausgeber.  * 


*  •  *• 

Jacob  Bernoulli's  Methode,  die  Höhe  der  Wolken  zu  be- 
stimmen (Jacobi  Bernoulli,  Basileensis,  Opera.  Genevae. 
1744.  T.  I.  p.  336.  —  Lehrbuch  der  Meteorologie  von 
F.  Kämtz.  Erster  Band.  Halle.  1831.  S.  383),  welche  unter 
allen  zu  diesem  Zweck  in  Vorschlag  gebrachten,  nur  einen  Be- 
obachter erfordernden  Verfahrungsarten  wohl  noch*  zu  den  genaue- 
sten Resultaten  führen  dürfte ,  besteht,  wie  hier  wohl  als  bekannt 
vorausgesetzt  werden  kann,  darin,  dass  man  des  Abends  nach  dem 
Untergänge  der  Sonne  in  dem  Moment,  wo  ein  Punkt  einer  Wolke 
von  den  Strahlen  der  Sonne  erleuchtet  zu  werden  aufhört,  das 
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Aximnth  ond  die  ll\ii*>  dieses  Paukte*  der  Walke  miist  *),  am  wie 
•meto  die  Zeit  der  Beobachtung  bestimmt,  und  üaraus  die  Las*e  des 
in  Red*?  bebenden  Punktes  der  Wolke  im  Räume  auf  dem  We^e 
der  Rechnung'  herleitet.   Die  von  Jaeoh  Bernonlli  selbst  au  a.  0. 
gegebene  Auflösung-  dieses  für  di*  Meteorologie  in  mehrfacher  Be- 
gehung  wichtigen  Problems ••■)    sebeint   mir   vorzüglich  deshalb 
nicht  völlig'  streng  zu  sein,  weil  Bernonlli  die  Sonne  als  eioea 
Punkt  betrachtet T  was  offenbar  nar  bei  einer  rohen  Annäherung 
zulässig  ist.  uad  möchte  auch,  in  anderer  Beziehung  soch  Manches 
zn  wünschen  übrig  lassen,  wodurch  ich  veranlasst  worden  bio,  die 
folgende  Auflo-iang*.  welche  ich,  wenigstens  in  so  fern  man  auf  die 
Krümmung",  welche  die  von  der  Sonne  zn  der  Wolke  gelangenden 
Strahlen  wegen  der  Reiractioo  in  der  Atmosphäre  erleiden,  keine 
Rücksicht. nimmt  ***),  für  völlig  streng;  hake,  aufzusuchen  and  in 
dieser  Zeitschrift  mitzuteilen.    Ganz  absichtlich  habe  ich  für  jetzt 
eine,    aas  dem  geometrischen  Gesichtspunkte   betrachtet,  völlig 
strenge  Auflösung  des  in  Rede  stehenden,  auch  in  rein  mathemati- 
scher Beziehung  mehrfaches  Interesse  darbietenden  Problems  zu 
geben  versacht.    Dass  diese  Auflösung  nicht  ganz  einfach  ausfallen 
konnte,  scheint  in  der  Natur  der  Aufgabe  zn  liegen,  wenn  mao 
nämlich  alle  bei  derselben  in  Betracht  Kommende  Umstände  gehö- 
rig berücksigtigen  will.    Späterhin  hoffe  ich  in  einem  besondern 
Aufsätze  auf  dieselbe  zurückzukommen,  um  zn  untersuchen,  oh  sieb 
nicht,   wenn   man  sich  eine  oder  die  andere  nur  näherangsweise 
richtige  Voraussetzung  gestattet,  einfachere»,  also  bei  praktischen 
Anwendungen  brauchbarere  und  bequemere  Auflösungen  geben  las-, 
sen.    Eben  so  denke  ich  dann  andere  zur  Bestimmung  der  Buhe 
der  Wolken  vorgeschlagene  Methoden  einer  genauem  Cntersuchun? 
zu  unterwerfen.  Ä 

•  *■  2. 

In   dem  .Moment,   wo  die  Erle  ach  tung  eines  Punktes  einer 

Wolke  durch  die  Strahlen  der  Sonne  völlig  aufzuhören  anfängt, 
betindet  sich  derselbe  offenbar  in  der  von  den  Strahlen  der  Sonne 
gebildeten,  die  Sonne  und  die  für  jetzt  als  eine  Kugel  betrachtete 
Erdef)  einhüllenden  Kegelfläche,  durch  welche  der  sogenannte 
Kernschatten  der  Erde  bestimmt  wird,  und  unmittelbar  nach  dem 
völligen  Aufhören  der  Erleuchtung  tritt  der  in  Rede  stehende  Punkt 
der  Wolke  in  den  Kernschatten  der  Erde  hinein.  Bezeichnen  wir 
nun  .im  Moment  der  Beobachtung  den  .Mittelpunkt  der  .Erde  durch 
A,  den  Mittelpunkt  der  Sonne  durch  ß,  die  Spitze  der  iu  Rede 
stehenden  einhüllenden  Kegel  Hache  durch  C.  den  von  den  Seiten 
dieser  Kegelfläche  mit  ihrer  Axe  an  der  Spitze  eingeschlossenen 


•)  Wie  man  auf  die  Refracrion.  von  welcher  die  gemessene  Höhe  afi- 
eirt  wird,  Rücksicht  zu  nehmen  bat,  soll  am  Schlüsse  dieser  Abband« 
gezeigt  werden. 
Kätntz  a.  a.  0. 

).  Die  Berücksichtigung  dieser  Krümmung  würde  die  Kenntniss  der 
Gleichung  der  Refractionscurve  erfordern  und  jedenfalls  in  die  gTÖsste 
Weitläufigkeit  führen, 
t)  Wie  auf  die  Abweichung  der  Erde  von  der  Kugelgestalt  Rücksicht  iu 
ist,  wird  weiter  unten  gezeigt 
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spitzen  Winkel  auch  durch  C\  und  durch  At  uud  Bx  die  beiden 
Punkte,  in  denen  respective  die  Erde  und  die  Sonne  von  einer  be- 
liebigen Seite  der  einhüllenden  Kegelflache  berührt  werden,  so 
haben  wir,  wie' uueh  ohne  Figur,  die  übrigens  grösserer  Deutlich* 
keit  wegen  ein  Jeder  sich  leicht  selbst  entwerfen  kann)  sogleich 
erhellen  wird,  die  beiden  folgenden  Gleichungen: 

A„      A4X     a„  BB% 

sin  6  sin  6 


also,  weil  AC—BC=z-r-AB  ist, 

sin  6'      —  ~ 

Bezeichnet  nun  q  die  aus  den  Ephemeriden  zu  entnehmende  Ent- 
fernung des  Mittelpunkts  der  Sonne  von  dem  Mittelpunkte'  der  Erde 
zur  Zeit  der  Beobachtung,  und  A  *'en  ebenfalls  aus  den  Ephemeri- 
den zu  entnehmenden,  aus  dem  Mittelpunkte  der  Erde  gesehenen 
scheinbaren  Halbmesser  der  Sonne  zur  Zeit  der  Beobachtung",  r 
aber  den  Halbmesser  der  Erde;  so  ist  offenbar  AB r=  @,  AAt  =  r, 
BBX  =o  sin  A,  un(l  wir  erhalten  daher  aus  der  vorher  gefunde- 
nen Gleich  uug  unmittelbar  die  Gleichung 


r  —  g  sin  A 


aus  der  sich  sogleich 


1)  sin  C=sin  /\  —  — , 
oder,  wenn  man  den  Hülfswiokel  0  mittelst  der  Formel 

2)  sin  0=f 

berechnet, 

sin  £*r=sin  A  —  »in 
d.  i.  nach  einer  bekannten  goniometrischen  Formel 

3)  sin  C=2sin        —      cos  ^(A-P#) 

ergebt,  mittelst  welcher  Ausdrücke  der  für  .das  Folgende  wichtige 
Winkel  C  ohne  Schwierigkeit  berechnet  werden  kann. 

Hat  man  aber  den  Winkel  C,  so  findet  man  die  Entfernungen 
AC  und  BC  der  Spitze  der  einhüllenden  Kegelfläehe  von  den  Mit- 
telpunkten der  Erde  und  der  Sonne  leicht  mittelst  der  folgenden 
aus  dem  Obigen  sich  unmittelbar  ergebenden  Formeln: 


4)  AC=~r-^  BC=^^. 
'  sin  CT  sin  6 


§.  3. 

Wir  wollen  jetzt  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  der 
jcy%  annehmen ,  dessen  Anfang  der  Mittelpunkt  der  Erde  sein  yioll. 
Die  Ebene  der  xy  sei  die  Ebene  des  Aequators;  der  positive  Theil 
der  Axe  der  a:  sei  nach  dem  Fruhlingspunkte  hin  gerichtet,  der 
positive  Theil  der  Axe  der  y  aber  werde  so*  angenommen,  dass 
man  sich,  um  von  dem  positiven  Theile  der  Axe.  der  je  durch  den 
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reckte o  Winkel  {jry)  biodorch  zu  dem  positives  Theile  der  Axe 
der  y  zn  trelansren,  nach  derselben  Richtung  hin  bewegen  muss, 
»ach  welcher  ton   dem  positiven  Theile  der  Axe  der  je  an  die 

Recfasceasioneu  von  0  bis  360*  gezählt  werden,  so  dass  also  der 
positive  Tneil  der  Axe  der  y  durch  des  neunzigsten  Grad  der 
Rectasceosionen  gebt;  4er  positive  Theil  der  Axe  der  *  endlich 
Höge  aof  der  nördlichen  Seite  der  Ebene  des  Aeqoators  oder  der 
Ebene  der  aty*  In  diesem  Ceordinatensysteme  sind,  wenn  a  und  3 
die  aus  den  Kphemeriden  zn  entnehmende  Rectascension  und  De- 
clin.ition  der  Sonne  zur  Zeit  der  Beobachtung  bezeichnen,  und  das 
Symbol  Q  die  ihm  im  vorigen  Paragraphen  beigelegte  Bedeutung 
behalt,  offenbar 

q  cos  a  cos  <7, 
q  sin  a  cos  3, 
q  sin  3 

die  Coordinaten  der  Sonne  zur  Zeit  der  Beobachtung. 
Sind  nun  überhaupt 

a?  =  ßfx,  y  =  A% 

die  Gleichungen  der  durch  die  Mittelpunkte  der  Sonne  und  der 
Erde  gezogenen  geraden  Linie  zur  Zeit  der  Beobachtung;  so  hat 
man  zur  Bestimmung  der  Constanten  M  und  A  offenbar  die  beides 
Gleichungen 

o  cos  a  cos  6  =  Mq  sin  3, 
q  sin  a  cos  S  =  Ao  sin  3 ; 

aus  denen  sich 

M^=.  cos  a  cot  3t  A^sin  a  cot  3 

ergiebt,  und  die  Gleichungen  der  durch  die  Mittelpunkte  der  Erde 
und  der  Sonne  gezogenen  geraden  Linie  zur  Zeit  der  Beobach- 
tung im  Systeme  der  jcyx  sind  also  nach  dem  Vorhergehenden 

5)  cos  «  cot  J,  y=x  sin  a  cot  o\ 

Die  Coordinaten  der  Spitze  C  der  einhüllenden  Kegelfläche 
zur  Zeit  der  Beobachtung  seien  ^,  und  E  sei  die  aus  dem 

vorigen  Paragraphen  bekannte  Entfernung  dieser  Spitze  vom  Mit- 
telpunkte der  Erde;  so  ist  nach  den  Principien  der  analytischen 
Geometrie  bekanntlich 

und  nach  den  Gleichungen, 5)  hat  man,  weil  die  in  Rede  stehende 
Spitze  jederzeit  in  der  durch  die  Mittelpunkte  der  Erde  und  4er 
Sonne  gehenden  geraden  Linie  liegt,  die  beiden  Gleichungen 

f=h  cos  a  cot  3,  g  =  A  sin  a  cot  3.  • 

Führt  mau  dies  in  die  vorhergehende  Gleichung  ein/  so  erhält  man 

cos  a»  cot  ö*3-4-sin  a*  cot  3*)h%  =  E*\ 

also 

(1-f-cot         =     cosec  3*  =  E*>  ' 

und  folglich 
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t  '  A  =  dLE  sin  <J, 

wo  sich  nun  noch  fragt,  welches  Zeichen  man  zu  nehmen  hat, 
worüber  'leicht  auf  folgende  Art  eine  bestimmte  Entscheidung  ge- 
geben werden  kann. 

Bezeichnen  wir  die  dritte  Coordioate  der  Sonne  zur  Zeit  der 
Beobachtung  durch  Z,  so  ist  nach  -dem  Obigen 

Z  =  q  sin  St 

und  folglich 

A  i  E_ 

Z  q' 

Weil  nun,  aber,  wie  sogleich  in  die  Augen  fallen  wird,  h  und  Z 

ß 

jederzeit  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben,  und  —  stets  positiv 
ist,  so  kann  bloss* 

h  E 
Z-  9 

sein,  d.'  b.  man  muss  in  der  Gleichung 

h  =  z±=.E  sin  S 
das  untere  Vorzeichen  nehmen,  oder 

h  =  —  E  sin  6 

*  • 

setzen.  #" 

Verbindet  man  diese  Gleichung  mit  den  oben  gefundenen 
Gleichungen 

f=A  caa  «  ept  c?,  sin  a  cot  tf; 

so  erhält  man: 

6.  J#  =  —  £7  sin  a  cos  ö*, 
(/izzzz  —  E  sin  <J; 

mittelst  welcher  Formeln  die  Coordinaten  /*,  /6  der  Spitze  der 
einhüllenden  Kegelfläche  im  Systeme  der  xy%  sehr  leicht  berechnet 
werden  können. 

Hiernach  kann  nun  die  Gleichung  der  einhüllenden  Kegelfläche 
im  Systeme  der  xy%  leicht  auf  folgende  Art  gefunden  werden. 
Weil  jede  Seite  der  Kegelfläcbc  durch  ihre  Spitze  geht,  so  sind 
nach  dem  Vorhergebenden  und  den  Principien  der  analytischen 
Geometrie  die  allgemeinen  Gleichungen  einer  jeden  Seite 

y  —  g=L{%  —  ?i)  .    ,  . 

oder 

r^~Ä —  9    j— L" 

Die  Gleichungen  der  Axc  der  Kcgelflache  sind  nach  5) 
jc  ss  %  cos  a  cot  <f,  y  =  %  sin  a  cot  <?, 

'S  11 


Digitized  by  Google 


382 

» 

und  weil  die  Spitze,  in  der  Axe  Iiegtt  so  ist 

y=  h  cos  a  cot  6»  ^"b=  h  sin  a  cot  0; 

also  ist 

.r          %_    j/_    z_ 

f  *      A*   4f        A  ' 


oder 


sind  die  Gleichungen  der  Axe  der  Kegelfläcbe.  Weil  nun  jede 
Seite  der  Kegelfläche  mit  der  Axe  den  aus  dem  Obigen  bekannten 
Winkel  C  einschKesst,  so  ist  nach  den  Principien  der  analytischen 
Geometrie 


*       A  *  «  —  A     A  '  x-h] 


oder 


cos  C  =  — -r-,  — y  tT^h  ' 

a+i+fi)  «'+^=f 

Mlt  ~  \ + gif/ + Hz -W*  

cos  (/.+^»+a») 


oder 

■  cos 

d.  b. 


7)  /)l-r-(y-^)a-r-(Ä-//)a|  cos  ' 

die  Gleichung  der  einhüllenden  Kegelfläcbe  im  Systeme  der  xy%r 
mit  deren  Transformation  und  etwaigen  Vereinfaphung  wir  uns 
jetzt  nicht  weiter  beschäftigen  wollen. 

*  4 

Der  Kürze  wegen,  und  um  die  Begriffe  besser  zu  fixiren,  wol- 
len wir  im  Folgenden  annehmen,  dass  der  Beobachtungsort  in  der 
nördlichen  Hälfte  der  Erdoberfläche  liege,  wodurch  der  Allgemeinheit 
der  Auflösung  offenbar  kein  Eintrag  geschehen  wird.  Üm  feroer, 
so  viel  es  hier  thunlich  ist,  auf  die  Abweichung  der  Gestalt  der 
Erde  von  der  Kugelgestalt  Rücksicht 'zu  nehmen,  werden  wir  von 
jetzt  ap  unter  r  immer  den  nach  dem  Beobachtungsorte  gezogenen 
Erdhalbmesser  verstehen,  und*  werden  späterhin  noch  besouders 
zeigen,  wie  die  Grösse  dieses  Halbmessers  der  Erde  auf  die  ein- 
fachste Weise* berechnet  werden- kann.  Die  sogenannte  geoeeotri- 
sche  Breite  des  Beobachtungsoris,  d.  h.  den  neunzig  Grade  nicht 
übersteigenden  Neigungswinkel  des  nach  dem  Beobachtungsorte 
gezogenen  Erdhalbmessers  gegen  die  Ebene  des  Aequators,  wollen 
wir  durch  g>  bezeichnen,  und  durch  T  soll  die  in  Stunden  ausge- 
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* 

drückte  Steinzeit  der  Beobachtung  °)  bezeichnet  werden.  Dies  vor- 
ausgesetzt sind,  wie  sogleich  in  die  Augen  fallen  wird, 

r  cos  15*T  cos  g>,  . 

r  sin  15T  cos  y, 

*  r  sin  y 

die  Coordinatcn  des  Beobachtungsorts  im  Systeme  der  jcyz  zur 
Zeit  der  Beobachtung. 

Legt  man  nun  durch  den  Beobacbtungsort  als  Anfang  ein  dem 
Systeme  der  acyx  paralleles  Coqrdinatensystem  der  xxyx%x^  so  hat 
man  .nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordinaten  die 
folgenden  ganz  allgemein  gültigen  Gleichungen: 

ia:  =  r  cos  157?  cos  yH-^r», 

8)<y  =  rsin  15-T  cos  <p  -h  y,i 

(  %  =  r  sin  <p  -f-  s  , . 

Ferner  lege  man  durch  den  Beobachtungsort  als  Anfang  ein  zweites 
rechtwinkliges  Coordinatensystem  der  j?%y%%2.  Die  Ebene  der 
jr.y,  soll  mit  der  Ebene  der  ^r,y,  zusammenfallen.  Der  positive 
Theil  der  Axe  der  &%  sei  der  in  der  südlichen  Hälfte  des  Meridians 
liegende  Halbmesser  des  Kreises,  in  welchem  die  Sphäre  von  der 
Ebene  der  ar*y2  geschnitten  wird;  der  positive  Theil  der  Axe  der  y% 
werde  so  angenommen,  dass  man  sich,  una  von  dem  positiven  Tbeile 
<fer  Axe  der  a:2  durch  den  rechten  Winkel  hindurch  zu  dem 

positiven  Theile  der  Axe  der  y%  zu  gelangen,  nach  derselben  Richtung 
bin  bewegen  muss,  nach  welcher  man  sich  bewegen  muss,  um  von  dem 
positiven  Theile  der  Axe  der  äx  durch  den  rechten  Winkel  {a:xyx) 
hindurch  zu  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  y,  zu  gelangen;  der 
positive  Theil  der  Axe  der  %%  falle  mit  dem  positiven  Theile  der  Axe 
der  s,  zusammen.  Dies  vorausgesetzt,  bat  man  nach  der  Lehre 
von  der  Verwandlung  der  Coordinaten  die  folgenden  Gleichungen: 

■  » 

ia;l±=zjct  cos  15T — y2  sin  15T, 
9)  |  y,  =  jrs  sin  15T-f-ya  cos  15  T, 
\  zx  —  %2. 

Endlich  lege  man  durch  den  Beobachtungsort  als  Anfang  noch 
ein  drittes  rechtwinkliges  Coordinatensystem  der  xcxyxxt*  Die 
Ebene  der  xxyx  sei  die  Ebene  des  Horizonts  des  Beobachtungs- 
orts.  Der  positive  Theil  der  Axe  der  jt,  sei  der  in  der  südlichen 
Hälfte  des  Meridians  liegende  Halbmesser  «des  Horizonts;  der  posi- 
tive Theil  der  Axe  der  yx  werde  so  angenommen.,  dass  man  sich, 
um  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  xx  an  durch  den  rech- 
ten Winkel  (ocxyx)  hindurch  zu  dem  positiven  Tbeile  der  Axe  der 
yt  zu  gelangen,  nach  derselben  Richtung  hin  bewegen  'muss,  nach 
welcher  von  dem  in  der  südlichen  Hälfte  des  Meridians  liegenden 
Halbmesser  des  Horizonts  an  die  Azimuthe  von  %  bis  360°  gezählt 
werden,  wobei  wir  zugleich  festsetzen  wollen,  dass  die  Azimuthe 
von  dem  in  Rede  stehenden  Halbmesser  des  Horizonts  an  nach 


•)  Natüriich  Zeit  des  Beobachtungsorts. 


■ 
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Osten  hin  von  0  bis  360°  gezahlt  werden  sollen ;  der  positive  Theil 
der  Axe  der  x,  Bei  vom  Beobachtungsorte  nach  seinem  Zenith  hin- 
gerichtet. Dies  vorausgesetzt  ist, nun,  wenn  wir  die  Polhöhe  des 
Beobachtungsorts  durch  w,  und  die  von  den  positiven  Theilen  der 
Axen  der  ^y,»,  und  «a^y,*,  eingeschlossenen,  180°  nicht  über- 
steigenden Winkel  auf  die  aus  der  analytischen  Geometrie  hin- 
reichend bekannte  Weise  bezeichnen,  wie  mittelst  einer  einfachen 
Betrachtung  leicht  erhellen  wird: 

»      (.r, jc%)  =  90°  —  w,    (ariys)  =  90°i  (.r,*,)  =  ci>; 

=  90°,  (y,y>)=0,  (y,*,)=90°; 

=  180° -üi,  (*,y,)=90°,  (*,*,)  =  90° -o>;  • 

und  folglich  nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordi- 
naten:  Ä 

ta:%  =  a:9  sin  cu-H»,  cos  w, 
10)Jy,==y,, 

(  3,=  —  .r,  cos  co -ha,  sin  w. 

* 

Wir  wollen  nun  mittelst  der  im  Vorhergeheoden  gefundenen 
Gleichungen  3c%y%x%  durch  &y%  ausdrücken.  Nach  10)  ist  zuvor* 
dersf,  wie  leicht  erhellet, 

xx  =\ra  sin  in  —  *,  cos  (ü, 

y%  =  y»> 

•    a,=.ra  cos  co-t-s3  sin  w. 
Nach  9)  ist  aber,  wie  man  eben  so  leicht  findet,*  • 

&2=     xx  cos  15T-f-y,  sin  15 T, 
y,  =  -i?,  sin  15.T-f-y,  cos  IST, 


und  folglich  wegen  des  Vorhergehenden 

a:t  —     &x  sin  ii>  cos  \hT-\-yx  sin  <u  siu  15T — »,  cot  o>, 
.  yt  =-ra:l  sin  lST-f-y,  cos  15 T, 
Ä,r=     art  cos  w  cos  lST-f-y,  cos  w  sin  I5T-f-*j  sin  w. 
Endlich  ist  nach  8) 

ar,  =  — r  cos  y  cos  157*4- ay 
y,  = —  r  cos  y  sin  15T-f-y, 
*,  =  —  r  sin  y-f-*; 
und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden 

x%  =  — r  cos  y  sin  w  cos  15  71*  -f-  .r  sin  w  cos  157* 

—  r  cos  y  sin  ta  sin  15T*-r-y  sin  w  sin  157\ 
~H  r  sin  y  cos  o>  —  a  cos  w, 

y%  =     r  co«y  sin  15T  cos  15T—  x  Sin  15 r 

—  r  cos  y  sin  15T  cos  lSST-f-y  cos  15 T> 
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*,  =  —  r  cos  y  cos  tu  cos  IST*  -H^r  cos  tu  cos  15y- 

—  r  cos  9  cos  tu  sin  157* -hy  cos  tu  sin  15  T 

—  r  sin  9P  sin  tu  sin  cd; 

also,  wie  man  mittelst  einiger  bekannten  goniometrischen  Formeln 
leicht  findet: 

i  r  sin(<jp — w)H-«r  sin  tu  cosl5T-fc-ysintü  sin  15  T — %  cos  tu, 

11)  I  y>=-'a:  sin  15T-hy  cos  15T,. 

(  »,=  — r  cos(9)~tu)+^costocosl5T-f-ycostüsinl5T+2sin(ii; 
oder  auch,  etwas  grösserer  Symmetrie  wegen: 

•r,= —  r  sin  (tu— y)«+-;r  sin  tu  cos  15  T-\-y  sin  tu  sin  15  T— *  costu, 

12)  y,==  — ^sinl5  74-ycosl5:F, 

*,= — r  cos  (tu— <j(i)-r-.r  cos  tu  cos  15  T-f-ycos  tu  sin  15  T-f-as  sin  tu. 

Das  Azimuth  und  die  Hohe  der  Wolke  seien  X  und  fit  so  sind,  wie 
leicht  erhellen  wird,  die  Gleichungen  der  von  dem  Beobnchtungs- 
orte  nach  der  Wolke  gezogenen  geraden  Linie  im  Systeme  der 

13)  jc%  =  %t  cos  X  cot  fi,  y%  =  *,  sin  X  cot  /*; 

und  die  Gleichungen  dieser  Linie  im  Systeme  der  acy%  sind  folg- 
lich nach  12) 

—  r  sin  (tu—</))-f-.r  sin  tu  cos  15T-f-y  sin  tu  sin  15T—  %  cos  tu 
=  |— r  cos  (tu  — y) -f- cos  tu  cos  15T-|-ycos  tu  sin  15  T 

-+•*  sin  tuj  cos  Ä  cot  /u, 
— .rsin  15T+ycosl5r 
=  |—  r  cos  (tu —o;)+ar  cos  tu  cos  1574-y  cos  tu  sin  IST 

-f-**sin  tu|  sin  X  cot 

.oder,  wie  man  leicht  findet, 

cos  1571(8 in  tu  —  cos  tu  cos  X  cot  /t*)a? 
-f-sio  15TjVm  tu  —  cos  tu  cos  A  cot 

—  (cos  tu  -+-  sin  tu  cos  X  cot  fi)x 
=  r|sin  (tu  —  9)  — cos  (tu  —  y)  cos  X  coty*|, 

.  —  (sin  15TH-COS  15T  cos  tu  sin  X  cot  p)a: 
-4-(cos  15>T —  sin  15 T  cos  tu  sin  X  cot  /*)y 

<  • 

—  s  sin  tu  sin  A,  cot  /* 
=— r  cos  (tu  — y)  sin  X  cot  /ti. 

Berechnet  man  zwei  Hülfswinkel  JF  und  &  mittelst  der  Formeln 

1 

•  t  1  • 

m  _ .  |  tanff  /,=  cos  X  cot 

11)  j  D 

(tong  €7  =  cos  tu  sin  A  cot  (*; 
so  erhalten  dio  vorhergehenden  Gleichungen  der  von  dem  Beöbach- 


•  •  • 


Digitized  by  Google 


386 

tungsorte  nach  der  Wolke  gezogenen  geraden  Linie  im  Systeme 
der  scyx  die  folgende  Gestalt: 

cos  IST  sin  (tu  —  F)  sin  IST  sin  (»  —  F)        cos  (a>  —  F) 

cos  F  cos  F  y         cos  ^"  * 

  sin  (to  —  y-f) 

7"  cos  F  ■ 

sin  (ISr-^CQ         *coa  (isr+g)'  ^ 

  cos  (tu  —  7)  tang  g  • 

cos  m  * 

oder 

»[orcos  15Tsin  (w-Z^-f-y  sin  15Tsin  (w— F)—  x  cos  (a>— 

J  =r  sin  (w  —  y  — 

Mar  cos  tu  sin  (lST-f-tf)— y  cos  co  cos  (1 5  T-+- sin  ai  sin  £ 
[  =r  cos  (o>  —  y)  sin  G. 

- 

Unter  dieser  Form  kann  man  die  beiden  Gleichungen  der  von  dem 
Beobachtungsorte  nach  der  Wolke  gezogenen  geraden  Linie  sehr 
leicht  numerisch  entwickeln. 

§  5. 

Der  Ort  der  Wofke  im  Räume  wird  offenbar  durch  die  Punkte  ( 
bestimmt,  in  denen  die  einhüllende  Kegelfläche  von  der  von  dem 
Beobachtungsorte  nach  der  Wolke  gezogenen  geraden  Linie  ge* 
schnitten  wird,  und  wir  haben  also,  wenn  durch  .z*,  y,  %  die  Coor- 
dinaten  der  Wolke  in  dem  Systeme  der  aeyx  bezeichnet  werden, 
nach  7)  und  15)  die  drei  folgenden  Gleichungen  zur  Bestimmung 
der  in  Rede  stehenden  Coordinaten: 

'JE* IC*—  fY-±-(y—g)% -M*- hY\  cos  c* 

=  \A* -f)  +  g(y  -  *) + K**-1 '<)  r .' 

J^r  cos  ISTsin  (w—  i^+y  sin  15  T  sin  (u)—F)—x  cos  (o>—  F) 

=  r  sin  (o>  —  gp  —  F)t 
'or  cosoj  sin(15T-f-^)— y  cosoj  cos(15r-h€?).-r-s  sin  cu  sinG 

=  r  cos  (ud  —  (p)  sin  G. 

* 

Setzt  man 

■ 

!/7=  —  /cos  löTsin  (oj  — /^  —  ff  sin         sin  («  — ^) 
+/*cos(o»-n 
K=—  /cos  oj  sin  (15  T+     +  #  cos  w  cos  (l5!T-f-£) 
— /*  sin  ai  sin  G\ 
* 

so  können  die  vorhergehenden  Gleichungen  auch  unter  der  fol 
genden  Form  geschrieben  werden: 


Digitized  by  Google 


18) 


387 

/V-My-^)* -*-(*-/')•!  cos  c* 

|(or— •/)  cos  157  sin  (oi— F)-r-(y-#)  sio  15T  sin  (w  — /*) 

—  (*  —  //)  cos*  (w  — 

-h(s—     sin  ta  sin  €? 
=  üf-r-r  cos  (a>  —  9)  sin  G\ 

und  dienen  unter  dieser  Fora  zur  Bestimmung"  der  Grössen  x — fy 
■  y  —  gy  x  —  hy  ans  denen  sich  dann  auch  leicht  die  Coordioaten 
jc9  y,  x  selbst  ergeben. 

Dass  man  sowohl  bei  dem  Gebrauche  der  Gleichungen  16),  als 
auch  wenn  man  sich  der  Gleichungen  18)  bedient,  auf  eine  quadra- 
tische Gleichung  geführt  wird,  und  dass  es  also  im  Allgemeinen 
zwei  .Systeme  von  Wertben  der  Co  ordinalen  ar,  yy  x  giebt,  fällt  # 
auf  der  Stelle  in  die  Augen,  so  wie  denn  auch  in  der  That  die 
einhüllende  Kegelfläche  von  der  von*  dem  Beobachtungsortc  nach 
der  Wolke  gezogenen  geroden  Linie  im  Allgemeinen  jederzeit  in 
zwei  Punkten  geschnitten  wird.     Dass  der  eine  dieser  beiden 
Punkte  immer  über,  deV  andere  unter  dem  Horizonte  des  Beobach- 
tungsorts liegt,  erhellet  auf  der  Stelle  durch  eine  ganz  einfache 
geometrische  Betrachtung,  und  .es  ist  uns  also  hierin  zugleich  ein 
Criterium  gegeben,  durch  das  entschieden  werden  kann,  welches 
der  beiden  Systeme  von  Wertben  der  Coordioaten  .r,  y,  %  für  die 
Coordinaten  der  Wolke  zu  nenmen  ist,  da  die  beobachtete  Wolke 
natürlich  immer  über  dem  Horizonte  des  Bcobachtungsorts  liegt. 
Um  das  in  Rede  stehende  Criterium  anwenden  zu  können ,  muss 
man  mittelst  der  Formeln  12)  aus  den  gefundenen  Wertben  der 
Coordinaten  a±  y,  x  die  Coordinaten  a:ti  y,,  x%  der  Wolke  in  dem 
Systeme  der  oc%y%x%  berechnen,  durch  welche  zugleich  die  Lage 
der  Wolke  gegen  den  Horizont  und  Meridian  des  Beobachters  be- 
stimmt »wird.   Immer  aber  bat  man  das  System  von  Wertben  der 
a?>  y,  x  und  a?„  y,,  xt  als  die  Coordinaten  der  Wolke  zu  be- 
trachten, welchem  ein  positiver  Werth  von  xM  entspricht,  wodurch 
man  die  Lage  der  Wolke  im  Räume  immer  mit  völliger  Sicherheit 
zu  bestimmen  im  Stande  ist. 

Hat  man  jp,  y,  x  und  o:,,  y,,  xt  gefunden,  so  kann  man  auch 
die  Entfernungen  Jt  und  Itt  der  Wolke  von  dem  Mittelpunkte  der 
Erde  und  vom  Beobachtungsorte  mittelst  der  aus  der  analytischen 
Geometrie  bekonnten  Formelti 


19)  Ässl/^  +  yM^ 

und 

20)  Ht  =  l/>, 

berechnen. 


Die  Berechnung  von  R  kann  man  sich  auf  folgende  Art  «er- 
leichtern. Man  setze,  was  offenbar  verstattet  ist,  indem  £  und  x 
zwei  Hülfswinkel  bezeichnen,  # 
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.r  =-  71  cos  £  cos  Z» 
y=R  sin  ^  cö»  /, 

» 

%r=z  R  sio  /; 

•o  ist  . 

mittelst  welcher  Formel  man  £  leicht  finden  kann.  .Hat  man  aber 
£,  so  ergicbt  sich  x  mittelst  einer  der  folgenden  Formeln: 

*aog  X  =  ^'  cos  £,  tang  Z  =  J  sin  5- 

*  i 

'Die  Entfernung  72  findet  man  hierauf  mittelst  eine's  der  folgenden 

Ausdrücke: 

R  ^=  "    '  5.     ~    ~,  7?=  —  -  72 

toj*  I  ros  /  sm  |  cos  //  sin  j£       ?  .<   .  * 

Die  rebereinstimmung  der  durch  diese  versebiedenpn  Formeln  ge- 
fundenen Resultate  mit  einander  ist  ein  Criterium  für  die  Richtig- 
keit der  geführten  Rechnung,  l  ebei-haupt  siud  also  die  zur  Be- 
rechnung von  R  erforderlichen  Ausdrücke: 


tang  S  =  -j; 


21)  <      tnng  *  =  —  cos  g,  tang  *  =  --  sin  £; 


 \f .   yj  y  yj  ~ 

«:o.s  £  CO-S  SHL  $  COS  '/  Mll  / " 

: 

Auf  ähnliche  Art  kann  man 

•  • 

&s  =Ä,  cos  £,  cos  Xt> 
,    y,  =71,  sin  cos 
*,==Ä,  sin 

setzen,  und  hat  dann  zur  Berechnung  von  Rt  die  folgenden 
Formeln : 

22) /tang  i,=|1  cos  £„  tang  ^,=^  sin  5,; 


/>  ^        />   y»          #>  -  

**»   ™«    C      ,.,.«  «   >    «in    t  v  »  X*>   


cos  £,  cos/,'      ■      sin^l,  cos/,'      ■  sin/,* 
*.  6/ 

Die  meiste  Schwierigkeit  macht  natürlich  die  Auflösung  der 
drei*  Gleichungen  10)  oder  18),  wobei  raun  sich  indess,  wie  es  mir 
scheint,  zweckmässig  auf  folgende  Art  verkalten  kann. 

Zuvörderst  setze  man  der  Kürze  wegen 


»  * 
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21  =  cos  15Tsin  (w  —  F)  \ 
|33  =  sin  157*  sin  (a>  — /*) 
(E  =  —  cos  (w  —  /^) 
3)  =  //-f-  r  sin  (w  —  y  — 


und 


24) 


21=  cos  cn  sin  (IST-*-  G) 
|S3'  =  —  cos  oj  cos  (lST-f-  C)  f 
(£'  =  sin  w  sin'  C 
T>'  =  K-\-r  cos  (o>  —  g>)  sin 

Dann  erhalten  die  Gleichungen  18)  folgende  Gestalt: 
i&\{af—f)*  +  {g--gY  +  (z  —  kr\  cos  ff» 

«J  =       -/)  +  gim-'g) + -  /Ol  * 

(av  -/) + W(tt-g)  +  «t*  -  *> = 
Setzen  wir  nun  aber 

(a: — fzzzPcon  ff  cos  F 

26)  I  y  —  g=P  sin  ff  cos  F 

i  *  —  h  =  P  sin  F 

so  nehmen  die  vorstehenden  Gleichungen,  wie  mun  leicht  findet, 
folgende  Gestalt  an: 

/cos  ff  cos  F+#  sin  ff  cos  F-f-  4  «n  V=dzJE  cos  ff 

27)  (2(  cos  ff  cos  F-f-33  sin  ff  cos  F-f-S  sin  F)/>=2) 

(V  cos  ff  cos  F+  SB'  sin  ff  cos  F-f-  <£'  sin  F)P=  & 

und  aus  diesen  drei  Gleichungen  müssen  die  Grössen  P,  Uy  V  be- 
stimmt werden. 

Aus  der  zweiten  und  dritten  Gleichung  folgt 

1© 
P  — — ,  
■       »  cos  ff  cos  F-*-$  sin  ff  cos  F-+.<£  sin  F> 
-             _  Cr  
—  5  cos  £7  cos  F-+-©'  sin  ff  cos  F sin  F* 

Also  ist 

%  cos  ff  cos  F-f-  8  sin  ff  cos  F-f-  g  sin  F    3^ 

31'  cos  ff  eos.F+0'  sin  ff  cos  F+G'  sin  F~~ 

oder,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 

fg  =  »D'— MD 

29)]®  =232)'— #J> 

setzen, 

g  cos  ff  cob  F+®  sin  ff  cos  F+$>  sin  F=0; 
Tk«u  u.  26 


Digitized  by  Google 


390 

und  wir  haben  also  jetzt  zwischen  den  beiden  Grössen  U  und  V 
die  zwei  folgenden  Gleichungen: 

(/cos      cos  F-h^sin  U  cos  V-hA  sin  V=db.E  cos  C, 

'\g  cos  £/>os  F-f-©  sin  *7  cos  F+£  sin  F=0; 

aus  denen  die  beiden  Grössen  U  und  F  bestimmt  werden  müssen. 
Hat  man  U  und  F,  so  findet  man  /*  mittelst  einer  der  beiden  For- 
meln 28). 

Setzen  wir  der  Kürze  wegen 

j 

31 )  $  rs=      JEi  cos  C, 
so  werden  die  beiden  vorhergehenden  Gleichungen 

cos  U  cos  F-f-  5"  sin  U  cos  F-f-  A  sin  F=  • , 


32) 

ä     cos  «T/  cos  F-f-®  sin  Ii  cos  F-f-£)  sin  F=0. 
Aus  diesen  beiden  Gleichungen  ergiebt  sich  anf  der  Stelle 

f  cos  U -+-g  sin  £7    t  —  A  sin  V 

%  cos  sin  V  p  sin  F  * 

und  hieraus 

.     p-    t($  cos  sin  U)  

<Wj  sin  r  —  —  ^^^g)  eos  ff-f-kfc-i©)  sin  £T 


Ferner  ergiebt  sich  ans  den  Gleichungen  32) 

(/£>  —       cos  IT  cos  F-f-  te©  —  *  cos  F=  * 

und  hieraus 


34)  cos  F==  t-^— 


(7$  — cos  C-hi£p  —  Ai&)  sin  IT 

Durch  Verbindung  der  Gleichungen  33)  und  34)  erhält  man 
aber  augenblicklich  die  bloss  noch  die  eine  unbekannte  Grösse  U 
enthaltende 


35)  "MS  cos  r-h®  sin  U)*\ 

=  !(/£> -*5)  cos  17-4-  sin 

aus  welcher  also  U  bestimmt  werden  muss.  Hat  man  aber  Uy  so 
findet  man  F  mitteist  einer  der  beiden  Gleichungen  33)  und  34), 
oder  besser  mittelst  der  ans  denselben  sich  unmittelbar  ergebenden 


36)taBg  y  =_3  cos  T+<3  sinC 
die  man  auch  unter  der  für  die  Rechnung  bequemeren  Form 

37)  fcu.g  r=-|  cos  r--|  ».  r 

schreiben  kann. 

V.rzagüch  kommt  es  nun  auf  die  Bestimmang  der  Grösse  V 
aas  der  Gleichung  &>)  an.  Diese  Gleichung  bringt  man  leicht  auf 
die  Form 
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38)  0  = V$* 

+  M'8»-</&-A8)M  cos 
I«1©2  —       —  sin  U* 

2M*g©  -(/£>-       (#£>-*©)!  sin  tfcos  tf, 
oder,  wenn  der  Kürze  wegen 

lm= * *©»  -  (yft — /*©)», 

( sk = ,*g©  -  (/$  i-  ^g)  [g$  _  /,©) 

gesetzt  wird,  auf  die  Form 

40)  ff-M  cos  U*  +  Wl  sin  /7>-|-25R  sin  «7  cos  tf=0. 
Bekanntlich  ist  aber 

...      1  -j-  cos  2/7 
cos  £/»  =  — ^  , 


sio  /7*  = 


2 

1  —  cos  217 


2  » 

2sin  /7cos  tf=sin  2tf; 

und  die  obige  Gleichung  kann  daher  auf  die  Form 

41)  2ä  +  SH-2K-4-($  —  3ft)  cos  2/7+291  sin  2/7=0 

gebracht  werden.  Cm  aus  dieser  Gleichung  U  zu  bestimmen,  be« 
rechne  man  den  flulfswiukel  W  mittelst  der  Formel 

42)  tang  W=*-^> 

so  ist  nach  41) 

**  "^M*"  *     ton&  ^  cos  2U+  u»  2/7=  0, 

d.  i. 


sin  (JT-+-2/7)  ft 

~2Ü         1        cos  W  ' 


und  folglich 


43)  sin  (W+2U)  =  -^  +  *+'®t  cos  FF, 

mittelst  welcher  Formel  //  gefunden  werden  kann,  so  dass  also 
jetzt  unsere  Aufgabe  als  vollständig  aufgelöst  zu  betrachten  ist, 
obgleich  über  dieselbe  noch  verschiedene  ^Bemerkungen  zu  machen 
sind,  auf  welche  wir  jedoch  erst  weiter  unten  kommen  werden. 

Zunächst  kommt  es  jetzt,  wobei  §.  4.  zu  vergleichen  ist,  noch 
darauf  an,  dass  wir  zeigen,  wie  aus  der  gegebenen  Polhöhe  0)  des 
Beobachtungsorts  dessen  geocentrische  Breite  gp,  oder  umgekehrt 
aus  der  geocentrischen  Breite  y  die  Polhöhe  w,  und  #rie  sodann 

26* 


■ 
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aus  co  and  a>  der  Dach  dem  Beobachtungsorte  gezogene  Erdhalb- 
messer r  gefunden  werden  kann. 

Zu  dem  Ende  nehmen  wir  die  durch  den  Beobachtungsort  und 
die  Erdaze  gelegte  Meridianebene  als  Ebene  der  rechtwinkligen 
X  Y  und  den  Mittelpunkt  der  Erde  als  Anfang  dieser  Coordinaten 
an.  Die  Axe  der  X  soll  die  Durchschnittslinie  der  Ebene  der  XY 
mit  der  Ebene  des  Erdäquators,  und  die  Aze  der  1'  soll  die  Erdaxe 
sein.  Die  positiven  Theile  der  Azen  der  X  und  Y  sollen,  was 
offenbar  verstattet  ist,  so  angenommen  werden,  dass  die  Coordina- 
ten des  Beobachtungsorts  in  diesem  Systeme,  welche  wir  im  Fol- 
genden durch  die  Symbole  X  und  Y  selbst  bezeichnen  wolleu, 
beide  positiv  werden.  Dies  vorausgesetzt  haben  wir,  wenn  der 
Halbmesser  des  Aequators  der  Erde  und  die  halbe  Erdaxe  respective 
durch  a  und  h  bezeichnet  werden,  zuvörderst  die  folgende  Glei* 
chung: 

Ferner  ist  die  Gleichung  der  durch  den  Beobachtungsort  auf  sei- 
nen elliptischen  Meridiau  gezogenen  Normale  nach  den  Principieo 
der  höhern  Geometrie 

* 

45)8-y=-g(r-A-), 

wo  die  veränderlichen  oder  sogenannten  laufenden  Coordinaten  in 
dem  angenommenen  Systeme  durch  die  deutschen  Buchstaben  1 

und      bezeichnet  worden  sind,  und  der  Differentialquotient 

aus  der  Gleichung  44)  entwickelt  werden  muss.  Weil  nun  be- 
kanntlich die'  Polhöhe  ut  der  neunzig  Grade  nicht  Übersteigeode 
Neigungswinkel  der  durch  den  Beohacbtungsort  gelegten  Normale 
des  Erdsphäroids  gegen  die  Ebene  des  Erdäquators  ist,  und  die 
Coordinaten  X,  l  nach  der  oben  gemachten  Voraussetzung  beide 
positiv  sind;  so  ist  nach  der  aus  der  analytischen  Geometrie  be- 
kannte Theorie  der  geraden  Linie  in  der  Ebene  offenbar 

46)  tang  o>  =  —  ^p. 

Ferner  ist  aber,  wie  sogleich  in  die  Augen  fallen  wird, 

47)  tang  SP=  jf> 

und  nach  den  Gleichungen  46)  und  47)  haben  wir  daher  die  Re- 
lation 

m  ^ng  y  _  Y  dY 
*ö'#tang  oi  —      X  *  dX' 

Differentiiren  wir  nun  die  Gleichung  44),  so  erhalten  wir 

—  L    *L  —  Ü 
X  '  dX  —  a»' 

und  folglich  nach  48) 

m  tangy_  g 
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also 

50)  tang  9>  =  ^i  tang      taog  taog  y; 

oder,  wenn  mau  die  sogenannte  Abplattung 


setzt, 


a-b  b 

— —  =  #»,  also  —  =  1  — 


51)  tang  y  =  (1  —  »)*  taog  o>,  tang  w  = 


Der  nach  dem  Beobachtung  orte  gezogene  Erdradius  r  kann 
nun  aber  auf  folgende  Art  gefunden  werden.    Weil  nach  47) 

Y=  X  tang  9> 

ist,  so  ist  nach  44) 

(f)*+(^r")'=i, 

und  folglich 

A  —  a»  tang      -M"  0Öer  A  ~ »%  sin  cos  9»* 

Nun  ist  aber 

r»  =  X»      F*  =  X»(l "+"        9>')  =  X»  sec  9». 

» 

Also  ist 

'  r       «a  sin  y*-\-b%  cos  y3'  r      i/a2  sjn  ^a^_^a  cos  y'* 
Auch  ist 


«2 


cos      -f.  ~  sin  t>* 
Nach  49)  ist  aber 

«*       tang  o)  _     sin  o>  cos  9» 
tang  y       cos  tu  sin  y' 

und  folglich 

«*    .       -       cos  q>  .  ,  \ 

cos  sp* »"»  y  =cösii  *cos  w  cos  y+8,n  w  8in 

d.i. 

.      ,      cos  er>        ,  % 
cos  9» -H^  sin  sp»  coa  (w - g>). 

Also  ist  nach  dem  Vorhergehenden  offenbar 

53)  r  =  o\/        "»«  , 

r  cos  (o>  —  cos 

mittelst  welcher  Formel  der  nach  dem  Beobachtungsorte  gezogene 
Krdhalbmesser  r  immer  sehr  leicht  mit  Hülfe  der  Logarithmen  aus 
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dem  Halbmesser  a  des  Aequators  uod  aus  w  und  <p  berechnet  wer- 
den kann. 

§.  8.  ' 

Besserer  Uebersicbtlicbkeit  des  Ganges  der  Rechnung  wegen 
wollen  wir  nun  noch  die  sämmtlichen  hormein,  welche  man  bei 
der  Ausführung  der  Rechnung  in  Anwendung  zu  bringen  hat,  hier 
zusammenstellen,  welches  auch  deshalb  notbwendig  ist,  weil  wir 
zu  der  obigen  Auflösung  noch  einige  nicht  unwichtige  Bemerkun- 
gen zu  machen  haben. 

Als  gegeben  werden  die  folgenden  Grössen  angenommen: 

Der  Halbmesser  des  Aequators  der  Erde  =;<*. 

Die  halbe  Grdaxe  =  b. 

Die  Polhöhe  des  Beobochtungsorts  =w. 

Das  Azimuth  der  Wolke  =Ä. 

Die  Höhe  der  Wolke  =fi. 

Die  in  Stunden  ausgedrückte  Sternzeit  der  Beobachtung  =  T. 

Ausserdem  muss  auch  noch  die  geographische  Länge  des  Be- 
obachtungsorts wenigstens  näherungsweise  bekannt  sein ,  damit 
man  aus  den  Ephemeriden  mit  der  erforderlichen  Schärfe  für  den 
Zeitpunkt  der  Beobachtung  mittelst  der  bekannten  Interpolations- 
methoden die  Rectascension  a  und  die  Declination  d  der  Sonne, 
ihren  aus  dem  Mittelpunkte  der  Erde  gesehenen  scheinbaren  Halb- 
messer und  ihre  Entfernung  q  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde 
berechnen  kann. 

Nun  berechne  man  zuerst  die  geocentrische  Breite  y  des  Be- 
obachtungsorts mittelst  der  Formel 

tang  <jp  =  —  tang  o>, 
oder  mit  Hülfe  der  Abplattung 

a  —  b 
»  =  — — 

mittelst  der  Formel 

tang  gp  =<1  —  »)*  tang  01. 

Hierauf  suche  man  den  nach  dem  Beobachtungsorte  gezogenen 
Erdradius  r  mittelst  der  Formel 


  1  /  COS  10 

f  cos  (ai  —  (f>) 


COS  <f> 

Dann  berechne  man  den  Hülfswinkel  <9  milteist  der  Formel 

sin  (y=z—, 
9 

und  hierauf  den  Winkel  C  und  die  Entfernung  E  mittelst  der 
Formeln 

sin  C=2  sin  i(A  —  0)  cos  i(A  +  @) 

Und 


sin  (T 
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Hätte  man  in  Folge  der  Einrichtung  der  Epbemeridcn  aus  densel- 
ben nicht  die  Entfernung  o  der  Sonne  von  dem  Mittelpunkte  der 
Erde,  sondern  die  sogenannte  Horizontalparallaxe  U  der  Sonne 
unter  dem  Aequator  genommen,  so  wäre 

•     TT       *       I  " 

sin  7T=-,  also  <?  =  sl^, 
und  folglich  der  Hülfswinkel  0  mittelst  der  Formel 

sin  0  =     sin  II 

zu  berechnen. 

Nun  berechne  man  zunächst  die  Coordinaten  /,  g,  h  mittelst 
der  Formeln 

/=  —  E  cos  et  cos  J, 
g  =  —  E  sin  a  cos  o, 

h  =  —  E  sin  $\ 

» 

und  die  Hülfswinkel  JP  und  G  mittelst  der  Formeln 

tang  /T  =  cos  X  cot  /u, 
tang  &  =  cos  co  «in  X  cot  /*. 

Dann  suche  man  die  Hülfsgrössen  8t,  33,  <E,  (5  mittelst  der  Formeln 

%=     cos  15  T  sin  (w  —  /7), 
33=     sin  15Tsin  (w-F), 
<£  =  —  cos  (w  —  .F), 
(£=     sin  (w  — 9  —  .F); 

und  die  Hülfsgrössen  2T,  33',  <£',  <£'  mittelst  der  Formeln 

W  =     cos  co  sin  (15T-f-  (7), 
93'  =  — cos  co  cos  (15T-+- 
<£'=     sin  oi  sin  6?, 
(£'==     cos  (co  —  c/>)  sin  <?; 
hierauf  die  Hülfsgrössen  £)  und  2)'  mittelst  der  Formeln 

dann  die  Hülfsgrössen  g,  ©,  £  mittelst  der  Formeln 

©  =  332>'-33'£, 

woraus  man  mittelst  der  Hülfsgrösse 

«?=r=b£f  cos  C 
ferner  die  Grössen  ft,  2,  3ft,  91  mittelst  der  Formeln 


■ 
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?  =  «'S* -(/£>-*?)'. 

a» = «'©» — ie& — h®y, 

91  =       -(/$- h%)  (g$>  -  iJ®) 

findet,  hierbei  aber  zu  bemerken  bat,  dass  jede  der  Grössen  ff,  ?, 
2)?,  SÄ,  wenn  auch  t  zwei  Wertbe  bat,  doch  nur  einen  Werth 
bat,  weil  in  den  vorhergehenden  Formeln  nur  **  vorkommt. 
Hierauf  sucht  man  den  Hülfswinkel  W  mittelst  der  Formel 

tang  W  =  ' 
und  dann  U  mittelst  der  Formel 

sin  (  W+  2  Z7 )  =  —  ^  ^  cos  W. 

Bezeichnet  nun  J2  den  Werth  von  welcher,  absolut  ge- 

nommen, am  kleinste □  ist,  so  ist  bekanntlich  entweder 

oder 

WM-2£7=(2*-4-l)7r--.ß, 

wo  k  jede  poskive  oder  negative  ganze  Zahl  bezeichnen  kano, 
und  folglich  entweder 

i 

oder 

also  entweder 
oder 

—  Q-W)  +  kn. 

Folglich  ist  entweder 

sin  U=i(—\y  sin  —  W), 
cos  £7=  (—  1)*  cos  £(ß  —  W) 

oder 

sin  £/=(— 1)*  sin  \{n  —  Q  —  W), 
cos  tf=(^l)*  cos  ifr  — ß  —  FF); 

also  nach  dem  Obigen  entweder 

i\%  cos  ±(Sl  —  ffr)  +  ®  sin  *Hi 


2  U=  (2*  -+-  1)tt  —  (ß  +  IT) ; 


sin  r=— 


(/£-*8)  cos  i{£l  -fr)  +  (g$>-  m  sin  Mii-fT)' 


cos  F=  (—  1)*  .  (y$_*g)  C08  *<Ä-JF).f- sin  \{a-W) 


oder 
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i\%  cos  \(n  —  A  —  W) -f-  ©  sin  \{n  —  — 


810  V—     {f$— A%)  cos         A  — lF)+(f^-AO)  «n  jöi—Ä— IT)' 


Folglich* ist  entweder, 

rr     wr    t$  cos  #a— in 

cos      cos  F= 


810       cos  F= 
sin  F= — 


(/£-A8)  cos  J(Ä-JF)-*-(*£-A@)  sin  tfA-IT) 

 >  tft  sin  |(A  —  IT) 

(/»  — A8)  cos  l{Sl-lV)  +  {g%>-h®)  sin  £(A-JPy 
s?|8  cos  j(A  — IH-H©  sin  *(A  —  IT)} 


ifp-m  cos  *(A-IF) -*-(*£-*©)  sin  4<A-JF) 
oder 

¥T      *  t£  cos  Un-Sl-tT)  

cos  U  cos  cos  |(7i_ü_  fV)-t-(g$—h® )  sin^-A-IT)' 

.  ■  tft  sin  j(7i  —  A  —  IT) 

sin  ü  cos  F= 


cos  4(7*- A-lf^-h  sin  }{n—£l — IV ^ 

.  t'jg  cos  j(»  —  A  —  W)  •+-  ©  sin  ^(7r  —  A  —  IV) \ 

8,11  Y—  ""(/$)— Ag)  cos  ±(ti-A— —  A©)  sin  £(71 — A — W)' 

Denkt  man  sich  nun  diese  Ausdrücke  in  die  aus  dem  Obigen 
bekannten  Ausdrücke  von  /*,  nämlich  in 


%  cos  U  cus  sin  1/  cos  F+<g  sin  F5 

P==a'  cos  £7  cos  F-hö'  sin      cos  P-f-G'  sin  V 
eingeführt,  und  dann  die  Producte 

P  cos  U  cos  F,  /*  sin  £7  cos  F,  jP  sin  F, 
als  die  Werthe  von  » 

entwickelt,  so  ist  klar,  dnss  die  Grösse  i  ganz  aus  der  Rechnung 
herausfällt,  und  man  daher  für  jede  der  Differenzen 

/»  y—8*  *  —  h 

nicht,  wie  es  nach  dem  Obigen  scheinen  könnte',  vier,  sondern 
hioss  zwei  Werthe  erhält.  Zugleich  erhellet  aber  auch  aus  dem 
Bisherigen  mit  völliger  Deutlichkeit  dass  man  für  U  bloss  die  bei- 
den Werthe  {{Q  —  W)  und  {(n  —  S2  —  W),  oder  dass  man  bloss 

U(*-£-*F) 

in  setzen  braucht. 

Hat  man  £7,  so  findet  man  F  am  leichtesten  mittelst  der  aus 
dem  Obigen  bekannten  Formel 

tang  F  =  — |  cos  U-^  sin  U. 
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Ist  V  der  Werth  von  F,  welcher,  absolut  genommen,  am  klein- 
sten ist,  so  ist  bekanntlich  allgemein 

wo  k  jede  positive  oder  negative  ganze  Zahl  sein  kann ,  und 
folglich 

sin  F=(—  1)*  sin       cos  F=(— 1)*  cos  V; 

woraus  man  sieht,  dass  die,  geraden  und  ungeraden  Wertben  von 
k  entsprechenden  Werthe  von  sin  V  und  cos  F  immer  entgegen- 
gesetzte Vorzeichen  haben.  Ob  man  nun  für  k  eine  gerade  oder 
ungerade,  übrigens  an  sich  willkührliche,  ganze  Zahl  setzen  muss, 
ist  nach  den  Vorzeichen  zu  beurtheilen ,  welche  sin  F  und  cos  V 
zufolge  der  aus  dem  Obigen  bekannten  Formeln 

.  t(g  cos  sin  ü) 

sin  v  —  —      cos  £7+w_^}  sin 

r__  ig  

C0S  V—ifp-W)  cos  U-i-igf>  —  m  sin  1/ 

haben  müssen.  Weil  man  aber  nach  dem  Vorhergehenden  bekannt- 
lich sowohl  «  =  /?cös  C,  als  auch  t  =  —  cos  C  setzen  kann, 
es  aber  auch  ganz  gleichgültig  ist,  welches  von  beiden  man  tbut, 
da  i  am  Ende  aus  der  Rechnung  ganz  herausfällt,  so  kann  man 
offenbar  immer 

setzen. 

Hat  man  auf  diese  Weise  auch  V  gefunden,  so  berechne  man 
P  mittelst  einer  der  beiden  Formeln 

SD 


P= 
Pz=i 


21  cos  U  cos  sin  (J  cos  F-*-(S  sm  V3 

2)' 


21'  cos  U  cos  sin  U  cos  F-r-GT  sin  F' 

und  hierauf  die  Differenzen  a: — J\  y —  g,  s —  h  mittelst  der  For- 
,  mein 

s    sc  —f=zP  cos  U  cos  F, 
*   ,  y —  g  =  P  sin  U  cos  V, 

z  —  /i  =  P  sin  F; 

oder  die  Coordinatcn  ä-,  y,  %  mittelst  der  Formeln 

&  =  /*-f-  /*  cos  *7  cos  F, 

<  ■  ■ 

y  =  #-f-/>sin  £7  cos  F, 
s  =  //-+-  /*  sin  F. 

Dann  berechne  man  xx>  y„  *,  mittelst  der  Formeln 

ora=— r  sin  (w— (p)-t-ar  sin  w  cos  15  74-y  sin  w  sin  15T— *  cosw, 
yt=—x  sin  15T+y  cos  15 T, 

a,=  -^-r  cos  (w— <p)-{-x  cos  w  cos  1574-y  cos  w  sin  K>Zlt-x  sin  o»; 
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und  bcbalte  bloss  dasjenige  der  beiden  Systeme  von  or,  y,  %  und 
arli  y,,  x,  bei,  welchem  ein  positiver  Werth  von  x,  entspricht. 

Nun  berechne  man  endlich  noch  Jt  und  Jt9  mittelst  der  For- 
meln        '  - 

tang  £  =  |-; 
tang  jr=^  cos  ?,  tang  *  =  —  sin  £; 

/j=_£_  >>—     y  n=— 

cda  |  cos  jf*  sin  $  cos  sin  / , 

und 

tangS,=f*;  ,  .  ' 

tang  Xx  —  ^  cos       tang  sin 
»    x*         d  y*          n  xt 

Ä»  —  cos      cos  —  sin      cos       ***  —  sin 

Auf  diese  Weise  ist  nun  die  Lage  der  Wolke  im  Räume  vollkom-  ' 
men  bestimmt. 

§.  9. 

Will  man  die  gemessene  Höhe  der  Wolke  von  der  Strahlen- 
brechung befreien ,  so  muss  man ,  wie  hier  aus  der  Lehre  von  der 
terrestrischen  Refraction,  die  doch  *)  bei  unserm  Problem  jedenfalls 
in  Anwendung  zu  bringen  ist,  als  bekannt  vorausgesetzt  werden 
kann ,  die  horizontale  Entfernung  der  Wolke  von  dem  Beobach- 
tungsortc  wenigstens  näherungsweise  kennen.  Cm  daher  im  Stande 
zu  sein,  die  Refraction  in  Rechnung  zu  bringen,  kann  man  nur  so 
verfahren,  das  man  nach  der  im  vorigen  Paragraphen  gegebenen 
Anleitung  zuerst  mit  der  uncorrigirten  Höhe  der  Wolke  deren 
Coordinaten  or,,  yg,  s,  berechnet,  'und  daraus' die  horizontale  Ent- 
fernung   

Vx% '-f-y,a=  \/xt 2(1  •+- 1 ; \)  =  Vx% »( 1  -f- tang  g, *) 

=  sec  £,*  =  ±  X\  , 

>  b»        — cos  £, 

wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  genommen  werden  muss,  jenach- 
dem  der  Bruch  -    '    eine  positive  oder  eine  negative  Grösse  ist, 

COS  ff 

der  Wolke  von  dem  Beobachtungsorte  herleitet,  dann  die  gemes- 
sene Höhe  auf  die  aus  der  Geodäsie  hinreichend  bekannte  Weise 
mit  Hülfe  des  bekannten  Coefficienten  der  terrestrischen  Refraction 
we^en  der  Strahlenbrechung  corrigirt,  und  hierauf  uach  der  im 
vorigen  Paragraphen  gegebenen  Anleitung  mit  der  corrigirten  Höhe 
der  Wolke  deren  Coordinaten  von  Neuem  berechnet,  wobei  wohl 
kaum  noch  besonders  bemerkt  zu  werden  braucht,  dass  man  dieses 
Verfahren  nach  der  bekannten  Methode  der  successiven  Näherungen 
beliebig  oft  wiederholen  oder  beliebig  weit  fortsetzen  kann. 

*)  Nicht  die  astronomische  Refraction. 
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XXXII. 

Aufgaben  über  das  Maximum  und  Minii 

VOD 

Hernt  L.  Mossbrugger 

Lehrer  der  Mathematik  an  der  Cantonsschule  zu  Aarau. 


im  ii 


l. 

Es  ist  ein  rhombisches  Octaeder 'gegeben*  es  solldai 
grösste  dreiachsige  Ellipsoid  in  dasselbe  beschrieben 
werden. 

Es  sei  ABCDEF  (Taf.  V.  Fig.  1.)  das  gegebene  Octaeder; 
nehmen  wir  seine  drei  Diagonalen  AC,  BD»  EF  respective  als 
Achsen  der  &,  y  und  %,  ihren  Durchschnitt  O  zum  Coordinateoan- 
fang,  und  setzen  AC=2a,  BD  =  2b,  EF=2c;  so  erhalten  wir 
für  die  Gleichungen  seiner  Seitenflächen  folgende: 


Die  Gleichung  der  Fläche  ABE  ist:  2=  c 


ADE  „    %  = 


cy  cx 

b  a 

.  cy  cx 

"**  b  a 


CDE  „  %  = 

-  BCE  „  %  = 

-  ABF  „  %  =  —  c 

-  ADF  „  x= 

-  CDF  „  *  =  — 


cy 
b 


cx 
a 

cx 
a 

cx 
a 

cx 


-  BCF 


cy  cx 
b  a 


cy  cx 

*  =  -c  +  j  —  — 


..1) 

..3) 

•  :5) 

..«) 
..7) 

..8) 


wir  mit  &x,  y„        a:2,  y„  *, ;  org,  ya,       4%,  y4> 

*4i       y*-  *8;       y«,  *e;  ^7«  y?-  *t-;      y.,  *.  die  Coordi- 

naten  der  Berührungspunkte  des  Ellipsoids  mit  den  respectiven  Sei* 
tenflächen  ABE,  CDF,  ADE,  BCF,  CDE,  ABF,  BCE,  ADF, 
so  haben  wir  folgende  Bedingungsgleichungen: 
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4"(y— —  ~-  ~ 

* » 

*  —  *,  =  — 

7-(y— y.  - 

■ 

j 

*  — *4  r= 

■ 

■ 

y  (y-y.H- 

,  *  — *7  = — 

y(y-yr)-f-~(^- 

-ar7) 

-^.)  j 

Aug  diesen  folgt  aber,  dass: 

*i  =  — 

^a>  yi  —    ya>  *i 

=  —  **; 

or4  = 

yi=  — y.i  »i 

= 

*i  =- 

^4»  yt  =    y*,  *i 

=  — **;| 

*i  =  — 

yi  =  — y*.  *i 

=  *i; 

= 

yi=    y.»  *i 

=  — 

y,  =  -y,,  *, 

=  *7;1 

«*■■>  yi ==   y§ »  *i 

..9) 


...  10) 


Schoo  aus  dieses  Gleichungen  zwischen  den  Coordioaten  der  Be- 
rührungspunkte können  wir  scbliessen,  dass  der  Mittelpunkt  des 
Kllipsoids  im  Coordinaten -Anfang  O  liegt;  wir  wollen  jedoch  die- 
ses genau  auf  rein  analytischem  Wege  nachweisen. 
Es  sei  nämlich: 


-H  2^"*  4-  2Ä'y-h2C".r  —  D  =  0 


....  Iii 


die  Gleichung  des  gesuchten  Ellipsoids,  so  ist  die  Gleichung  der 
Ebene  welche  diese  Fläche  berührt: 

,  -  Z'=    -  X')  (~ )  +  (y  -  F)  (|) . . . .  12) 

wo  X',  F,  Z'  die  Coordioaten  des  Berührungspunktes  sind.  Wir 
finden  aber 


<!)=- 


Cx  -f-  -4-  J^s-f-C" 
//x  -+-  Zf' .r  -f-  6"y  -f-  ^ 


.dz  .  /?y  ^f'j: 


-f-  C's  -f-  B" 


A%     //^  -f-  C'y  -k-  AT" 


Soll  nun  die  erste  der  Ebenen  in  9.  (also  die  Ebene  ARE)  das 
Kllipsoid  im  Punkte  y,,  *t  berühren,  so  muss  jene  Gleichung 
mit  der  in  12.  identisch  sein,  wenn  wir  in  diese,  die  soeben  ge- 


r 
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dx  dx 

fundenen  VVerthe  von  (^)  und  (^)  einführen,  und  alsdann  statt 

y*  *  die  Coordinaten  a?i9  yx,  «,  des  Berührungspunktes  setzen; 
dadurch  erhalten  wir  aber: 

c_  j__  Byx  h-  /f,  -f-^i  -f-  /?"    £^       Cxx  -f-  //';/,  -f-  ^'s,  -I-  C" 

oder,  wie  sich  hieraus  leicht  ergiebt, 

(Ä'c— ^)^1H-(^-ÄÄ)y1-h(^--C'^)Äl+^',c--iB^=0  .  . .  13) 
(^-efc^+fCV-^y.^^  .  .  14) 

Ebenso  erhalten  wir  mittelst  der  übrigen  Gleichungen  in  9.,  wenn 
wir  die  in  10.  gefundenen  Gleichungen  zwischen  a?x>  yx, 
^2>        **  u«  s.  w.  berücksichtigen: 

(B'c-A'b)a;x-i-(  C'c—Bb)yx+(Ac—  C,6)xx—(A»c—B"6)=ti.M) 
(B'c-  Ca)xx+(  C'c-A'a)yx+(Ac-B'a)xx-(A''c-  C"«)=0...16) 

(B'c — Ca)x  t-(C'c  —A'a)yx  +(Ac—B'a)x  x  +A"c—  C"a=0  ...18) 
— (B'c+A'b)*  ,  H-(  CV  -hßtyyi  —(Ac-\-B'b)x  x  +A"c-\-ß"b=0  ...19) 
—(B'c— Cä)xx  H-(  Vc— A'a)yx—  [Ac—  B'a)x  x-\-A"c—  C'a=Q  ...20) 
— (B'c-\-A'b)  x  x  —  (  C'c+Bb)yx C'b)x  x  -\-A"c+B  '£«=0  ...21) 
—(ÄV-r-CW).^—  (C'c-\-A'a)yx-+(Ac-\-B'a)x  x-\-A"c-t-C'a=Q  ...22) 

C'c+Bb)yx -(Ac+  C'b)zx+A"c+B"b=A..M) 

(B'c-\-Ca)a:x-i-(  C'c+A'a)yx—(A,c+B'a)zx+A''c-hC''a=A..M) 
—(B'c—A'b)a:x-\-(  C'c—Bb)yx+(Ac—C'b)%x+A''c—B"b=O..W) 
—(B'c+  Cd)xx  -h(  C'c+-A'a)yx-+-(Ac+B'a)x  X-+-A"c-C'*=Q.M) 

(B'c—A'b)a;x—(C'c—Bb)yx—(Ac-C'b)xx+A''c—B'l^ 

(Bc+  Ca)x  x  -~(C'c+A'a)yx  —  (Ac-h  B'a)%  x  -f-^'W-  C"«=0  ...28) 

Aus  13.  14.  15.  16.  folgt: 

A"c=B"b=C'a. 

Dieses  in  17.  und  19.  eingeführt,  alsdann  beide  Gleichungen  addirt, 
giebt: 

8A"c  =  0. 

Dieser  Gleichung  kann  aber  nur  für  A"=:0  Genüge  geleistet  wer- 
den, mithin  ist  auch,  Ä"=  0,  £"'  =  0. 

Aus  den  neinlichen  Gleichungen  17.  und  19.  erhalten  wir  auch, 
mit  Berücksichtigung  der  soeben  gefundenen  Werthe  von  A",  ß"}  C*\ 

( C'c  -f-  Bb)yx  =(ß'c  +  A'b)xx  +  {Ac  H-  C'b)x x ; 

aus  18.  und  20.  ist  aber: 

(  C'c  —  A'ä)y ,  =  (B'c  —  Ca)x  x  -+-  (Ac  —  B'a)x  x ; 

und  aus  14.  ist: 

( C'c  -  A'a)yt  =  —  (B'c  —  Cd)xx  —  (Ac  —  B'ß)zx. 
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Addiren  wir  die  beiden  letztern  Gleichungen,  so  erhalten  wir: 

C'c  —  A'a=zO  also  C'c  =  A'a  29) 

Dadurch  ist  aber  auch  : 

(Ac  —  B'a)x ,  =  —  (B'c  —  Cä)a:x  30) 

Ferner  folgt  aus  21.  und  23. 

(Ac H-  Cb)xx  =  (B'c  -t-  A*b)*x  H-(6"ci-h  Bb)yx  ....  31) 
und  aus  17.  ist: 

(Ac+  C'b)xx  =  —  (B'c^A'b)a:l  -^(C'cr^Bb)yl  ....  32) 
also 

(Ac  +  C'b)xx  =  (C'c  +  Bb)yt  ....  33) 
Eben  so  finden  wir  aus  22.  24.  26. 

{Ac  -f-  B'a)xx  =  (B'c  -f-  Cä)a:x  34) 

Addiren  wir  die  Gleichungen  30.  und  34.  so  ist 

Ac%x  zzzz  Cax x  ....  3«)) 

Subtrahiren  wir  aber  30.  und  34.  voneinander,  so  ist: 

B'ax  x  =  B'cxx  oder ) 

(  .  . .  .  ov) 
axx  =  ca:x  ) 

Auf  ähnliche  Art  finden  wir  aus  22.  24.  26. 

(C'c  +  A'a)yx  =0  oder  Cc  =  —  A'a  37) 

Wir  bemerkten  aber,  dass  die  Gleichungen  29.  36.  und  37.  und 
die,  welche  wir  aus  1.  erhalten,  wenn  wir  statt  a:,  y,  *  die  Coor- 

dinaten  a?,,  yx,  xx  setzen,  nemlich  xx==zc —  ^K2-  —  SEl^  nur  als- 

dann  zugleich  bestehen  können,  wenn  wir 

A'  =  Q,  C"  =  0,  ß;=z0  38) 

setzen.  Führen  wir  die  gefundenen  Werthe  von  A\  B\  C\ 
A",  B",  C  in  irgend  zwei  der  Gleichungen  13.  14.  und  15.  u.  s. 
w.  ein,  so  erhalten  wir: 

•    Ac  Ac  9Q\ 

V\  —  Bb%li  ÜCx  —  Ca*1  *  *  *  *  / 
Die  Gleichung  11.  erhält  also  die  Form: 

Ax2  -f-  Byz      Cr*  — ZJ  =  0  40) 

Aus  39.  und  der  Gleichung  xx=c  —  ^  —        erhalten  wir: 

 a-PcBC  \ 

^  atcHAC   f  ,n 

 b*c*aAB   I 

m*frBC+a%c*AC+fc*AB  I 
.  Da  der  Punkt  (*„  yti  xx)  ebenfalls  auf  der  Oberfläche  des  Ellip- 
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soids  liegen  muss,  so  muss  auch  der  Gleichung  40.  Genüge  gelei- 
stet werden,  wenn  wir  die  soeben  gefundenen  Wertbe  von  «rt,  y,, 
s,  statt  4r,  y,  x  in  dieselbe  einfübren;  dadurch  erhalten  wir  aber: 

#i    j?        )  .  .  .  .  42) 

-'H?  •§=•) 

Setzen  wir  in  dieser  Gleichung:  ^=/,  -j  =  s#,  —  =  t»,  also 

D       v    D       v  , 
•=-=—,  -77  =  — :  so  erhalten  wir: 

tm  —  a*bUvv  —  a*c*uv  —  l,*c*  tv  =  0  43) 

Ans  40.  erhalten  wir,  wenn  wir  zuerst  x  und  y,  alsdann  und  *, 
und  endlich  y  und  x  gleich  Null  setzen: 

»  =  ±1/|,  y=±l/|,  »  =  ....  43) 

Dieses  sind  die  Grössen  dreier  zugeordneten  halben  Durchmesser 
des  Kllipsoids,  die  mit  den  Diagonalen  FE,  BD,  AC  des  rhombi- 
schen Octaeders  zusammenfallen.  Bezeichnen  wir  die  Winkel  je 
zweier  dieser  Diagonalen  a%  6;  a9  c\  6,  c  respective  mit  j%  ß,  a; 
ferner  die  Halbachsen  des  Kllipsoids  mit  %  23,  (£,  so  ist  bekannt- 
lich der  Körperinhalt  desselben  =  j9ß3&r. 

Sind  aber  allgemein  </,,        dt  drei  zugeordnete  Durchmesser 
und  yt  ß,  a  die  Winkel,  welche  dx  und  dZJ  dx  und  </,,  #/,  und 
eioschliessen,  so  ist  bekanntlich: 

W&<i  =  dld%dlVl  —  cosa3  —  cos/S*  —  cos/*-f-2cos a  cos/*  cos/'; 
folglich  ist: 

Minimum  =  cos  a2— cqs  /?2  —  cos  y»-f-2cos  a  cos/?  cosy)-^ 


^6* 

oder,  wenn  wir  die  obige  Bezeichnung  gebrauchen,  und 

Y Vi  —  cos  a»  —  cos  ß*  —  cos  y*      2cos  a  cos  |J  cos  y  =  Ä 

* 

setzen: 

Minimum  =Ä^/EE. ...  45) 

Wird  v  als  eine  Function  von  t  und  u  angesehen,  und  zuerst  nach 
v  und  f,  alsdann  nach  t»  und  *  dift'ereotiirt,  so  ist: 

Ä  =  iL  A  —  iL  46^ 

DifTerentiiren  wir  endlich  auch  die  Gleichung  43.  nach  v  und  w,  n> 
erhalten  wir 

Aus  46.  und  47.  erhalten  wir: 
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\a*b%«tv  -H  U*c*to>  -f-  a*e*mv  —  3«»£»c»*/  =  0, 

Aa*b*utv  -f-  4a*c»«t»     £*c**t>  —  %a*b*c*vt  =  0. 

Durch  Subtractioo  dieser  Geichlingen  erhalten  wir: 

b%      .  kb*cH  ' 

«  =  ^*;  also:  *  =  4457^?  •  •  •  • 

Diese  Wertbe  von  w  und  r,  in  43.  substituirr,  geben: 

c%  c*  c% 

0,80  «  =  ^>  *  = 

mithin  wird  die  Gleichung  40.  zu: 

.    (^-)-  +  (^V  +  (^)-  =  1....49,  •• 

2/z      2/>  2c 

Es  sind  daher  p^,  p7j  diejenigen  ^rei  zugeordneten  Durch- 
messer des  Ellipsoids,  welche  mit  den  drei  Durchmessern  AC>  BD 
und  EF  des  rhombischen  Octaeders  zusammenfallen. 

Endlich  finden  wir  die  Coordinaten  der  Berührungspunkte,  in- 
dem wir  jede  der  Gleichungen  41.  im  Zähler  und  Nenner  mit  ° 


1)  fJ    D  AÜC 

vervielfachen,  alsdann  statt  -j*  -g,  -j;  die  gefundenen  Werthe, 

c>   b*    a*  ,     ,  . 

T*  T'  T  setzen>  wodurch  wir:  .  . ,  , 


a 
3» 

* 

3» 

*, 

c 

T> 

a 

f*  =  " 

~"T' 

3» 

*» 

« 

3» 

y.  =  — 

Ä 

3» 

*« 

3  5 

■ 

"~  3 ' 

y«  = 

3» 

*« 

c 

"~  3  5 

a 

y.  =  — 

3» 

** 

c 

T'+ 

a 

3' 

b_ 

T» 

,  c 

3  5 

•  • 

0 

> 

II..  . 

c  ' 

a 

3' 

y.  =  - 

b 
3» 

c 

3  ; 

erhalten. 

#  ■   II.  *i;ri 

Es  ist  ein  Parallelepiped  gegeben:  man  soll  das 
kleinste  Ellipsoid  Um  dasselbe  beschreiben. 

Wir  nehmen  die  drei  in  einer  Ecke  F  (Taf.  V.  Fig.  2.)  des 
Parallelepipeds  zusammen  Rossenden  Kanten  Ff,  FH  und  FP  als 
die  Axen  der  dr,  y,  x;  die  Grössen  dieser  Kanten  selbst  seien 
tuu  11.  27 
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respective  «,  by  c\  ferner  bezeichnen  wir  mit  y,  /?,  «  die  Winkel, 
welche  die  Kanten  a,  &\  a,  c  und  6>  c  einscbliessen.  Die  Gleichung 
der  zu  bestimmenden  Fläche  selbst  sei 

Setzen  wir  in  dieser  Gleichung  &=z0  und  y=0,  so  erhalten  wir: 

Die  Coordinatenwerthe  ar=0,  y=0  entsprechen  den  beiden  Punk- 
ten jP  und  P\  für  den  erstem  muss  die  Ordinate  %  gleich  Null, 
und  für  den  andern  gleich  c  werden;  der  gefundene  Ausdruck  gibt 
aber  den  erstem  Werth  nur  wenn 

ist,  und  wir  erhalten  daher  auch  für  den  Punkt  P: 

2A"  Ac 

,  e  =  --X  oder  ^"  =  -T- 

Die  Gleichung  1.  reducirt  sich  aber  dadurch  auf: 

Auf  gleiche  Art  entsprechen  den  Coordipaten  &=a,  y=0  in  die- 
ser Gleichung  zwei  Werthe  von  as;  der  eine  ist  Null,  und  bezeich- 
net die  Grösse  der  Ordinate  in  «/^  der  andere  ist  cy  und  giebt  die 
Grösse  der  Ordinate  des  Punktes  M  an. 

Durch  diese  Annahmen  erhalten  wir  aus  der  Gleichung  2. 

  2tTa  —  Ac       V{2iia  -  Ac)*  —  hAaTJ^T^ZC77) 

*  —  2A  —  —  2/1  - 

Ca 

Damit  hieraus  *=0  werde,  muss  Ck-f-2C"  =  0,  also  C"  =  — -  — 
sein;  für  die  andere  Ordinate  ist 

•  A  ™  2B*-Ac 

woraus  wir  Zf'=r  0  finden.   Dadurch  geht  die  Gleichung  2.  über  in: 

A%  *  -f-  By  *  H-  Cr*-f-  lA'xy  -f-  2  Cy*  —  Acx  -+-  2^y — <7<Kr=0  ...3) 

Die  Coordinaten  der  Punkte  //  und  H  sind  or  =  0,  y=.by  *  =  0 
und  a:  =  0,  y  =  t>,  x==c.   Für  .ar  =  0,  y=£  ist  aus  3.: 

  2Cb  —  Ac_k_  V(2C"b  —  ^g)a  — 

2^      —  2^ 

Aus  dieser  Gleichung  ist  wieder  wie  vorhin  für  *  =  g  und  %  =  c: 
mitbin  wird  die  Gleichung  3.  zu: 

.i*»  4-  ity*  +  Cr»  4-  2A'xy  —  Acx  -rr  My  —  C<s«r  =  0  . . . ,  4) 


•i 


- 


il  l  i'l 
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Ganz  wie  so  enen  finden  wir  mittelst  der  Punkte  ^  und  deren 
Coordinaten  &  =  a.  y  =  b,  i  =  c  und  ;r  =  nr,  i/=b,  *=0  sind, 
den  Werth  von  ^4'  =  0,  so  dass  sich  also  die  Gleichung  4.  auf: 

4-  ^ty*  +  ßtf  —  ^«i  —  iMy  —  Ckur=;0  5) 

reducirt.  ,  v 

Verlegen  wir  jetzt  den  Coordinaten- Anfang-  in  den  Mittelpunkt 
0  des  Parallelepipeds,  und  nehmen  a/,  y*,  %'  für  die  neuen  Coordi- 
naten an,  so  dass  also  a;=-^-  +  a>',  y=  —  -f-y',  *  =  H-  V  ist, 
so  wird  die  Gleichung  3)  zu:' 

*         *  * 

ß         C  ß  t 

Setzen  wir*  -j=t,  -j  =  a#,  also      =  — ,  und  lassen  die  Accente 

weg,  so  ist:  # 

-f-tya =  ^- -fr-  -j-H-  —  oder 


•7) 


Aus  diesen  Gleichungen  erhalten  wir,  wenn  .wir  zuerst  a?==0  und 
y=0,  alsdann  or  =  0  und  *  =  0,  und  endlich  y=  0  und  *  =  0 


>J    .1       »  # 




z~±Vc> +  bH  +  **u,  y  =  ty^c*  -fr  b*t -f-«1«), 

-f-  Ä  V  + 

•  ^  *  _ 

Dieses  sind  die  Grössen  der  drei  halben  Durchmesser  des  Ellip- 
soids,  .die  durch  *leu  Mittelpunkt  des  Parallelepipeds  gehen,  und  mit 
den  drei  in  F  zusammenstossenden  Kanten  desselben  parallel  sind. 
Bezeichnen  wir  wie  in  I.  4>e  drei  Achsen  dp  Kllipsoids  mit  2t,  33, 
<£,  so  haben  wir: 

Min.crr^|/ ±(c*-i-b*t+a  »■)  ■  .(l-cosa»-co8/J»-eos/*-f.2cosacos/yco8/), 


und  wenn  wir  Xr=l —  coso3  —  cos/Sa — cosy*-4-2cos  u  coaß  cos/ 
setzen: 


Mini^=^ssisi  8) 

Dtfferentiiren  'wir  zuerst  nach  £,  alsdann  nach  «,  und  setzen  die 
Diifcrentialquotienten  gleich  «Null,  so  erhalten  wir: 

- —  > — -    >jl  "  ^ —  ^=  0  ....  9) 

{2g*u -C»- -f-       -f- im 


Diesen  Gleichungen  wird  Genüge  geleistet,  wenn: 

27* 
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Wt — a%u  —  ea  =  0  ud4  2«»«  —  £»*  —  c»  =  0 


ist,  woraus  wir  *  =  tj,  «  =  -^  erhalten. 

Führen  wir  diese  Werttae  von  t  und  u  in  die  Gleichung  7.  ein,- 
so  finden  wir  für  die  Gleichung  des  gesuchten  Ellipsoidg: 

Der  Inhalt  desselben  ist 

=  -j^-l/3(l  —  cos  a*  —  cos  ß* — cos  y*-f-2cos  a  cos  ß  cos  y). 

Aus  der  Gleichung  11.  sehen  wir,  das«  c\/39  «1/3  diejeni- 

gen drei  zugeordneten  Durchmesser  des  Kllipsoids  sind,  welche  mit 
den  Kanten  des  Parallelepipeds  parallel  laufen, 

III. 

Es  soll  um  ein  gegebenes  Dreieck  ACB  das  grösste 
Parabelstückbeschrieoen  werden. 

Es  sei  die  Höhe  des  gegebenen  Dreiecks  gleich  A>  AM=a, 
und  AB  =  c  (Taf.  V.  Fig.  3.). 

Die  allgemeine  Gleichung  der  Kegelschnitte  ist: 

Ay%-\-  Bxy+  Cx*     Dy-\-  Ex-\-F=  0  I) 

Weil  in  diesem  Falle  der  Kegelschnitt  eine  Parabel  sein  soll, 
so  haben  wir: 

B*  =  \AC  2); 

folglich  •      -  • 

_  _  Bx  +-D  _m_  \yl{BD  —  2AE)x  h-  D%  -^kÄF 
y  2/1     —  ZA 

Da  für  ar  =  0  einer  der  beiden  Werthe  von  y  ebenfalls  zu  Null 
wirdj  so  muss  auch  F=Q  werden;  mithin  ist  * 

y—~~     2A     —  2A   6) 

Da  aber  auch  für  a?  =  c  ein  Werth  von  y  verschwindet,  so  erhal- 
ten wir  aus  3.  1 

E=-Cc; 

folglich: 


  Bx  +  D  _j_  \SB{Bc  H-  2Ü)x  -h  D2 

y  —  —    ^    —  2A  ....4) 

Für  x  =  a  muss  y=A  werden;  dvreh  die  Substitution  dieser 
Werthe  von  x  und  y  in  der  Gleichung  4.  erhalten  wir: 

n  B*ac~(2AA-hBä)* 

also 
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Multipliern  wir  die  Gleichung  4.  mit        und  integriren  sodann» 
80  erkalten  wir:  • 

Da  das  Integral  für  47  =  0  verschwinden  mnss,  so  wird 

p*  » 

•     C°D8t  *-SAB{ßc  +  20y 

Setzen  wir  in  5.  die  Grösse  as  =  c  und  fügen  die  Coostante  bei,  1 
so  ist  die  parabolische  Fläche 

Arft      —         °X  Bc^^Dc,    \D*  +  B{Bc  +  1D)c\\ 

ALB  —  ^lAB{Bc  +  2D)  U       =*=       %AB{Bc  +  2Ü)  » 

o<jer,  wenn  wir  die  obern  Zeichen  beibehalten,  so  erhalten  wir  den 
Inhalt  der  parabolischen  Fläche 

ACB  =  \1A{Bc^lD\' 

Setzen* wir  in  dem  Nenner  statt  2Z>  seinen  oben  gefundenen 

Werth,  so  ist,  wenn  wir  den  parabolischen  Raum  ABC  durch  P 
bezeichnen: 

P=  f>{2Ah  -f-  Ba)  (Bc  -  Ba  —  2AA)  °def 


6(2^     +  (c-o-2^A) 


Die  Grösse  ist  noch  unbestimmt.  Setzen  wir  dieselbe  =*, 
so  ist: 

p  

r—  6(2Ax  -H.ar)  (c  —  a  —  2h%)' 

Wird  dieser  Ausdruck  nach  x  diiferentiirt ,  und  das  Differential 
dP 

^=0  gesetzt,  su  kann  das  Maximum  oder  Minimum  desselben 

bestimmt  werden.  , 
'  Es  ist  aber 

logi»  /^log»  //c1  — log/*  6— log«  (2//a-4-<i)  — log»  je— *— 
mithin* 

dP  _         2h  2h        •  0 

2/a  +  a       c  —  a  —  2Ax 

folglich 

c  —  2a       A     ,      „       \Ah  • 

Werden  nun  die  gefundenen  Werthe  von  ß,  C9  D,  E,  F  in  der 
Gleichung  1.  substituirt,  so  ist  folgende  die  Gleichung  der  gesuch- 
ten Parabel: 

~  v  hh%x*    .   hc(ka  —  c)y      hh2cx  A 
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Wird  die  Ordinate b  -  Axe  unter  einem  Winkel  9  gegen  die  Abcis- 
sen  •  Axe  genommen,  und  die  Coordinateu  in  Bezug  auf  diese  Axeu 
mit  jc\  y\  bezeichnet,  so  ist 

y  =  j/  sin  9,  ac  •=.  a?  -\-  y  cos  9. 

Durch  die  Einführung  dieser  Werthe  von  x%  y  in  6.  bekommen  wir: 

j(c-2«)?  sin  y«H-4//(r— 2a)  sin  9  cosg)-f-4//'  cos9»|y" 

-f-4(A(i?  —  2a)  sin  cos  yf^ry 

-f-4^»^*J=:0....7) 

-h|^r(4« —  c)  sin  9  —  IcA*  cos  yj^ 

—  4/i*^ 

Bestimmen  wir  nun  9  so,  dass  die  beiden  ersten  Glieder  dieser 
Gleichung  hinwegfallen,  so  muss 

2A 

(c  —  2a)  sin  y-+-2A  cos  9  =  0  sein,  also  taog  9  =     _  . 

Cm  diese  Tangente  zu  construiren  halbiren  wir         in  Z>,  so  ist 

DM=?^^£  und  m=A,  mithin  ist  der  Winkel  y  =  Z.  CDB. 

Aus  dem  so  eben  gefundenen  Werthe  von  taog  9  folgt  aber 
auch,  dass 


sin  9  = 


2Ä 


und  cos  9=7 


-!/7  —  c 


ist,  mithin 


VhA2  -+-  (2«  —  r)J 

»  ■> 


/^(4/i  —  c)  sin  9  — 4^*  cos  9  =  .-7=== 
Die  Gleichung  7.  wird  daher  zu  folgender: 

Diese  Gleichung  lässt  sich  in  die  Proportion 

AD*  :  JPx  ßP=  CD  :  PQ 

auflösen,  und  es  ist  daher  CD  ein  Durchmesser  der  Parabel,  AB 
eine  diesem  Durchmesser  zugehörige  Ordinate. 

Führen  wir  endlich  den  Werth  von  x  in  den  zuletzt  gefunde- 
nen Ausdruck  für  den  Inhalt  der  Parabel  ein.  so  erhalten  wrr 

P=  \hc. 
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XXXIII. 


Prüfiings-Aufgaben,  die  in  Cambridge  den  Can- 
didaten  des  ßaccalaureates  gegeben  worden 
sind  *).    Aus  dem  Englischen  übersetzt  und 
mit  Bemerkungen  begleitet 

von  dem 

Herru  Professor  Dr.  Mcnsing 

zu  Erfurt, 


Nr.  i.  1834. 
(A.)   •  I 


1.  Reducire  36  L.  7  sl.  8£  d.  in  Farthings. 

2.  Dividire  19  L.  16  sl.  10£  d.  durch  46  ....    Autw.  8  sl. 

7*  d.  A  *•)• 

3.  Welchen  Preis  haben  5  Ctr.  3  Qrt.  18  Pfd.  zu  3  sl.  6  d. 
per  Pfd.?  i 

4.  Beweise  dass  £  dividirt  durch  7  ist  t*t: 

5.  Multiplicire  2,83  mit  0}013  und  beweise  die  Richtigkeit  des 
Produktes.  I . 

6.  Verwandle  15  sl.  A\  d.  in  TV  des  Pfundes,  und  finde  den 
Werth  von  0,4786  Tagen  in  Stunden,  Minuten  und  Secunden. 

7.  Ziehe  die  Quadratwurzel  aus  2209.  Beweise  die  Regel  für 
die  Bestimmung  der  Anzahl  von  Stellen  in  der  Wurzel. 

8.  Welche  Länge  muss  ein  Teppich  haben  der  &  Yard  breit 
ist  und  ein  Zimmer  von  6£  yd»  lang  uud  5£  breit  bedecken  soll? 


*)  Nicht  Wegen  der  Aufgaben 'ah  sieb,  sondern  upi  zu  zeigen,  wie  auf 
den  englischen,  so  manche  bemerkenswerte  Eigentümlichkeit  darbie- 
tenden Lehranstalten  die  mathematischen  Prüfungen  gehandbabt  werden, 
habe  ich  die  folgenden  Aufgaben  riebst  den  höchst  einsichtsvollen  Be- 
merkungen des  Herrn  Uebersetzers  zu  denselben  hier  abdrucken  lassen, 
welchem  letztern  die  Leser  des  Archivs  sich  mit  mir  für  diese  in  pä- 
dagogischer Rücksicht  so  interessante  Mittheilung  gewiss  zu  dem  auf- 
richtigsten Danke  verpflichtet  fühlen  werden. 

Der  Herausgeber.« 
)  Die  Antwort  musste  heissen  8  sl.  7\\  d.;  aber  die  Engländer  rechnen 
nach  Farthings,  drücken  übrigens  dieselben  als  $  von  ihren  Pfennigen 
(pence)  aus,  geschrieben  d  (da«  Normannische  deniers)  danach  sind 

•  U  Pf.s=-;t  f.  =  i  d.  M. 


00 


I 
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9.  Was  betragen  die  einfachen  Zinsen  von  63  L.  15  sl.  7  d. 
in  1^  Jabr  zu  4J-  Proc;  und  wie  viel  ist  der  Betrag  zusammenge- 
setzter Zinsen  von  540  L.  in  3  Jahren  zu  4  Proc?  Antw.  3  L. 
11  sl.  8*  $07  |*  8  fil.  6|  d.  *) 

10.  Wenn  7  Mann  6  Acker  in  12  Stunden  ärndten  können, 
wieviel  werden  15  Acker  in  14  Stunden  ärndten? 

11.  Suche  das  grösste  gemeinschaftliche  Maass  für  die  Brochs. 

glieder  von   x%  g^^y         und  bringe  den  Bruch  auf  seine 

kleinsten  Glieder. 

12.  Löse  folgende  Gleichungen: 

(1)  . . .       I    3"  =26      —  / 
l'J  •  • •     7  5      —  '  4 

(8)...5£±a_-=1, 

(4)  ...  ar-f-  y  —  *  =8  ( 

2ar—  y-\-  3*  =  21  ♦ 
4x  +  3y  —  2^  =  17  • 

13. ,  Beweise  die  Regel  für  die  Ergänzung  des  Quadrates  bei 
der  Auflösung  quadratischer  Gleichungen,  und  lqse 

#  (1)  ...4ar»  —  3ar  =  85 


°)  3  L.  II  sl.  9,01875  d.  und  607  L.  8  sl.  6,374*  d.  M. 

v  1  V^y2  ■ —  a2 

00)  Schreibt  man  zuvor  ,  y        —  =     was  nur  einfacher,  sonst  aber 

dasselbe  ist,  so  wird  ^  ^  ~a%  ~J>L  =  b, 

2y\/y*  —a*  =  a*b     a*  —  2y»  =  «a(£  -4-  1)  —  2ya, 
4y  V  —  ty'**  =  a*(6     1)»  +  4y*  —  -f- 

Da  sich  4y«  und  dann  ä*  als  Factor  hebt,  so  wird  (k(h     1)  — 
=        =  1)», 


.  1»  ±(w  +  «) 

2^1 


2 


#1»  2k  iwti 


2V  $ 
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14.  Zeige  dass  Ty,  4-«  |  Grössen  find,  die  in  arithmetischer 
Progression  stehen,  und  bestimme  die  Summe  von  8  Gliedern  der 
Reihe,  von  welcher  sie  die  drei  ersten  sind.  * 

Suche  auch  die  Summe  von  n  Gliedern  der  Reihe 

—  -rH — ^7 —  ....    In  welchem  Falle  wird  •  eine  unendliche 

T  f  f 

Menge  von  Gliedern  der  letzten  Reihe  endlich  sein?  . 

15.  Beweise  die  Regeln,  durch  welche  die  Anzahl  von  Permu- 
tationen und  Combinatiooen  vQn  n  Dingen,  die  3  nnd  3  zusammen" 
genommen  werden,  zu  finden  ist. 

Weon  das  Gesetz  für  den  Ausdruck  der  Permutation  von  Dingen, 
die  zu  r  uud  r  zusammengenommen,  werden ,  zugegeben  wird,  zu 
beweisen,  dass  es  auch  richtig  ist,  wenn  man  sie  zu  r+1  und 
r-f-1  zusammen  nimmt. 

a  c 

16.  Wenn  a  :  b  =  c\  d=e\f  beweise  dass  —  :£  =  —:«/ 

J  mm 

und  a  :  6  =  a  -\-  c  -\-  e  :  b  -\-  d  -\-f 

17.  Suche  den  Werth  von  1  L.  das  100  Jahr  zu  4  Proc.  Zins 
von  'Zins  getragen  hat. 

Gegeben  ist  log  1,04  =  0,0170333 

und  log  1,482  =  0,70333 

■ 

18.  Gieb  das  (y)te  Glied  von  (a  —  a)n  wenn  y  unjiaur  ist. 


Nr.  2.  1834. 

(B.)  , 

1.  Reducire  125  Yard  2'  4"  zu  Zollen. 

2.  Beweise  dass  ~  von  $  so  viel  als  |J  sind. 

3.  »Tbeile  3  L.  15  sl.  5^  d.  durch  23.  Antw.  3  sl.  Z\  d.  ||. 
Vergleiche  die  Anm.  zu  2.  in  der  vorigen  Aufgabenreibe. 

4.  Suche  den  Lohn  von  6  Arbeitern  für  28*  Tag  wenn  2  sl. 
3  d.  täglich  bezahlt  werden. 


ym-\/ny 


•  2Vmn 
§   Im  Original  ist  angegeben: 


was  offenbar  fehlerhaft  ist:  denn  die  kleinere  Wuriel  wird  positiv, 
die  grössere  negativ,  umW  beide  können  nicht  einerlei  Zeichen  er. 
halten.  M. 


Digitized  by  Google 


414 

5.  Multipliern;  36,2  mit  4,57  ood  beweise  die  Richtigkeit  des 
t'roductes. 

•  6.  Verwandle  15A  4*»  6*  in  Zebnteltage;  und  finde  den 
Werth  von  5,734  L. 

7.  Suche  die  Interessen  von  963  L.  10  sl.  6  d.  für  \  Jahr 
zu  3j  Proc.  Suche  gleichfalls  den  Betrag  Von  130  L.  in  3  Jahren 
zu  5  Proc.  in  Zins  von  Zins. 

Ziehe  die  Quadratwurzel  aus  167281.    Beweise  die  Regel 
die  Anzahl  der  Wurzelsteilen  zu  bestimmen. 

9.  Wenn  69  Yard  eines  Teppichs  von  |  Yard  Breite  ein  Zim- 
mer von  10}  Yard  Länge  bedecken,  die  Breite  des  Zimmers  zu 
linden.  fi 

10.  Wenn  800  Soldaten  5  Tonnen  Mehl  in  6  Tagen  verzeh- 
ren, wie  viel  Soldaten  werden  15  Tonnen  in  2  Togen  verzehren? 

11.  Suche  das  grösste  gemeinschaftliche  Maass  der  Glieder  des 

Bruches  X  "  und  reducire  den  Bruch  auf  seine  klein- 

sten Glieder. 

12.  Löse  folgende  Gleichungen : 


i 


(»,...  ±=9 

(U:-r-2y  _  y   - 

8  2  — 


x 


Am«,    des  Ueb.    Im  Original  steht  ±=  ~  in  der  vorletzten  Gleichung,  was 

ein  Druckfehler  i>t.  >1  . 

,  .         Ii)  ...  a:  -\r  V  —   *  —  io  ... 
«i^r  —  2y       %  —  \  \) 


5.v  -f.  4s  —  2^r  =  40. 

13.  Beweise  die  Regel  für  die  Ergänzung  des  Quadrates  bei 
der  Auflösung  <juadratisclier  Gleichungen;  uud  lose 

(l)  ...Ix*  -  U=660 

a  -f-  x         _  h 


14.  Wenu  <ar :  b  =  v  :  d  beweise  duss  ö  :     =  c  :  —  und  da^s 

<t :  £  =  «-4-»w? :  #H-*»rf  ist. 

15.  Dieselbe  Frage  wie  15.  in  der  vorigen  Reihe. 

16.  .  Zeige  dass  2£,  2£,  3|  in  arithmetischer  Progression  steht* 
und  linde  die  Summe  von  1Ü  Gliedern  der  Reihe  worin  sie  die 
ersten  sind.  # 

Suche  auch  die  Summe  von  »  Gliedern  der  Reihe 

«        a*        a*  i  •  ♦*  < 
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In  welchem  Falle  wird  eine  unendliche  Menge  von  Gliedern 
der«  letzten  Reibe  etwas  Endliches  geben? 

17.  In  -Wie  viel  Jahren  wird  1  L.  das  auf  Zins  von  Zins  zu 
5  Proc.  steht  sieh  verdoppeln? 

Gegeben  sind  log  1,05  =  0,0211893 

log  2  =  0,3010300 

18.  Gieb  das  pte  Glied  von  (a  -f-  x)»  au. 


i  j  .  #  ■  ■ 

"  ■  .  . .  •  .        ■  . 


Bemerkungen  zu  den  vorhergehenden  in  Cambridge  er- 
theilten  Aufgaben.   Voii  dem  Uebersetzer. 


Vielleicht  lächelt  mancher  deutsche  Lehrer  Uber  diese  Aufgaben, 
indem  er  urtheilt:  sie  möchten  wohl  für  abgehende  Schüler  uoserer 
Gymnasien  zu  leicht  sein.  Ks  scheint  wirklich  so  beim  ersten  An- 
blicke: aber,  muu  vergesse  nicht,  dass  diese  Aufgaben  eine  ganz 
andere  Bestimmung  haben  als  künftige  Mathematiker  zu  prüfen; 
man,  lege  dieselben  alle  denjenigen  vor,  die  einen  sorgfältigen 
Unterricht  in  den  Anfangsgründen  gehabt  haben,  und  ich  glaube 
man  kann  eine  Wette  eingehen!  dass  unter  10  jungen  Leuten  nicht 
9  diese  Aufgaben,  in  einer  gegebenen  Frist,  z.  B.  in  einem  Tage, 
unter  Aufsiebt  eines  Inspicienten  lösen. 

%Wer  das  nicht  glaubt  der  mache  die  Probe. 
Es  ist  wahr,  die  Aufgaben  sind  leicht;  darin  besteht  aber  ihr 
Vorzug,  und  ein  erfahrener  Lehrer  wird  sie  um  so  leichter  machen, 
je  weiter  seine  Erfahrung  reicht:  denn  an  leichten  Aufgaben  kann 
man  eben  so  gut  sehen  wie  ein  gegebener  Stoff  verarbeitet  wird, 
ja  Doch  besser  als  an  solchen,  bei  welchen  man  den  gleichsam 
starren  Stoff  erst  bildungsfähig  machen  muss.  Erfindung^-  und 
Combinatiousgabe  sind  zu  sehr  v<jn  einer  eigentümlichen  Meinuug 
abhängig  als  dass  sie  vergleichbaren  Prüfungen  unterworfen  wer* 
den  konnten.  Durch  vielfache  Hebungen  kann  zwar 'Mancher  eine 
Richtung  darauf  erhalten;  es  ist  aber  sehr  zu  bezweifeln,  ob  es 
segensreich  wirken  würde,  wenn  eine  solche  Richtung  her  irgend 
einer  Bildungsanstalt  die  vorherrschende  wäre.  Wenn  Lehrer  der 
Mathematik  auf  Gymnasien  darauf  ausgehen,  ihren  Schülern  eine 
Verliebe  für  die  Mathematik  beizubringen ,  so  werden  ihnen  die 
Lehrer  in  den  Sprachen  aufsässig;  und  das  bat  einen  sehr  guten 
Grund:  denn,  nach  meiner  Erfahrung,  ist  die  Richtung]  desjenigen, 
der  Mathematik  vorzugsweise  treibt,  einseitig,  in  einem  andern 
Sinne  wie  die  Richtung  demjenigen,  der  vorzugsweise  alte  Sprachen 
treibt.  Diese  Behauptung  könnte  das  Thema  zu  einer  weitläufigen 
Abhandlung  werden:  ich  will  mich  kurz  durch  einen  Vergleich  er- 
klären. Beide  sind  zwei  Schwimmern  zu  vergleichen,' von  denen 
aber  der  eine  blos  lange  und  tief  tauchen  kann,  während  der  an- 
dere dieses  nicht  vermag,  dagegen  sich  mit  Anmutb  und  Leichtig- 
keit auf  der  Oberfläche  zu  bewegen  versteht.  Der  erste  taucht 
nach  Perlen,  findet  aber  meist  leere  Muscheln;  der  andere  müht 
sich  ab  im  Wasser,  indessen  ein  gemeiner  Fischer  in  dem  gebrech- 
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liehen  Nachen  verwundert  an  ihm  vorüber  fährt.  Beide  üben  je- 
doch ihre  Kräfte,  und  dieses  ist  der  alleinige  Zweck  jedes  Unter-  . 
fiebtes,  nicht  blos  bei  körperlichen  sondern  auch  bei  geistigen 
Ejfercitien.  Der  Lehrer  in  den  Sprachen  muss  deshalb  Üebungen 
vornehmen,  die  .  dem  Unkundigen  als  Zeitverlust  erscheinen.  Der 
Lehrer  in  der  Mathematik  giebt  oft  Aufgaben,  die  gauz  zwecklos 
erscheinen,  weil  sie  meist  unpraktisch  sind;  und  wenn  man  die 
Aufgabensammlungen  durchgeht,  so  muss  man  sich  wirklich  woo- 
dern, weshalb  nicht  praktische  Aufgaben  genommen  werden,  da  sie 
doch  häufig  eben  so  nahe  liegen  wie  diejenigen,  die  selbst  den 
Schülern  lächerlich  vorkommen.  Die  meisten  derselben  sind  Copien 
oder  kleine  Erweiterungen  der  Sammlung  von  M.  Hirsch.«  Seine 
Periode  ist  vorüber;  fieis  in  Aachen  steht  an  der  Spitze  einer 
neuen  *). 

Die  Engländer  sind  im  allgemeinen  praktischer  wie  die  Deut- 
schen, und  das  zeigt  sich  auch  wieder  an  den  vorangegangenen 
Aufgaben.  Man  sieht  sie  enthalten  einen  Auszug  der  Elementar- 
Algebra,  und  wer  eine  solche  Reihe,  wie  sie  unter  den  Rubriken 
(A)  und  (B)  mitgetheilt  sind,  ganz  ohne  fremde  Hülfe,  in  ge- 
gebener Frist  lösen  kann,  der  kennt  diese  Elemente  ganz  gewiss. 
t)ass  dieses  nicht  ganz  leicht  ist,  dazu  folgender  Beleg.  Ein  junger 
Engländer  war  zwei  Jahre  bei  mir,  besuchte  mit  .Nutzen  Secuudn 
und  Prima  unseres  Gymnasiums,  und  war  nicht  ohne  Talent  für 
die  Mathematik.  Er  ging  nach  Cambridge,  blieb  auch  dort  zw4 
Jahre,  trieb  daselbst  besonders  Mathematik,  machte  die  Prüfung 
mit,  und  —  fiel  durch.  Nicht  wahr  das  klingt  unglaublich?  und 
dennoch  ist  es  buchstäblich  wahr.  Ich  weiss  freilich  nicht,  ob  er 
in  der  Algebra,  oder  in  der  Geometrie,  die  dort  streng  nach  Jto- 
hert  Simson  durchgemacht  wird,  deren  Fragen  aber  sicherlich  eben 
so  leicht  sind  wie  die  •algebraischen,  nicht  bestanden  hat.  Nur 
derjenige  der  häufig  Prüfungen  zu  leiten  hat,  weiss  es  mit  welcher 
hemmenden  Kraft  die  Befangenheit  wirkt. 

Ich  will  nun  nicht  behaupten,  dass  wir  unser  Abiturienten- 
examen nach  englischer  Art  einrichten  sollten;  aber  unsere  Vor- 
schriften, nach  denen  wir  in  der.  Mathematik  prüfen  sollen,  könn- 
ten gewiss  besser  sein.  Sind  die  Aufgaben  auch  nur  annähernd 
dem  Zwecke '  der  Prüfung  entsprechend,  so  kann  auch  der  ge- 
schickteste Schüler  sie  in  5  Stunden  nicht  ausarbeiten. 

Gäbe  man  aber  eine  leichte  geometrische  Aufgabe,  so  könnte 
man  dieselbe  so  einrichten,  dass  Alles  darin  läge  worüber  man 
prüfen  sollte;  und  dann  möchte  der  Schüler  aufhören  wo  er  wollte, 
an  der  Spur  wäre  denn  der  Löwe  wohl  vom  Hasen  zu  unter- 
scheiden. 


•)  Sollre  es  mein«  Zeit  erlauben,  so  werde  ich  einmal  auseinandersetxen, 
worin  die  Vorzüge  dieses  gediegenen  Schulbuches  nach  meiner  Ueber- 
zeuguhg  bestehen. 
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XXXIV. 

Ueber  eine  geometrische  Aufgabe.' 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  ftlensing 

zu  Erfurt.  x 

:  < 


In  deo  vortrefflichen  °,Beiträgen  zu  der  Lehre  von  den 
positiven  und  negativen  Grössen  von  Diesterweg;  Bonn 
1831,  bei  Habicht"  findet  sich  folgende  erste  geometrische 
Aufgabe : 

1  Es  ist  ein  Rechteck  gegeben,  und  auf  der  Verlänge- 
rung einer  Seite  desselben  ein  .Punkt;  durch  diesen 
soll  ma«  eine  Gerade  so  legen,  dass  dadurch  das  Recht- 
eck in  zwei  Paralleltrapeze  zerschnitten  'wird  und 
durch  Zusammentreffen  dieser  Schnittlinie  mit  einer 
verlängerten  Seite  des' Rechtecks  ein  Dreieck  entsteht, 
welches  zu  einem  j  e  n e r  Trapeze  ein  vorgeschriebenes 
Verhältniss  habe. 

Es  wird,  wobei  Taf.  V.  Fig.  4.  zu  vergleichen,  verlangt  dass 

(y-r-*)-f-  '  l^  —  y)y=^  :  *=  (y4-*)«  :  (l>  —  y\a:  sei. 
Setzt  man  p  :  t  =  a  :  r,  so  wird 

y  +  »  :     —  y)x  =  1  :  r, 
oder  (y-f-*)r  =  (£— y)a:  (1) 

Das  ist  also  die  zu  lösende  Gleichung,  .die  zu.  der  von  Diester- 
weg  angegebenen  Construction  führt,  wenn  man  durch 

9  :  m  =  y  :  x  oder  s  :  m-\-s  —  y  :  y-f-x 

und  9  :  y  =  a:  :  b  —  y  das  y  und  *  eliminirt  und  x  behält. 

Wir  wollen  aber  unsere.  Aufmerksamkeit  auf  y  richten,  wodurch  die 
Aufgabe  auch  gelöst  wird. 

y  =  *  tg  <p  also  y  -f  -  ä  =  (#  4-  «)  tg  g> 

%  =m  tg  9  und  durch  Substitution  in  . . .  (1) 

,  b-y 
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*  ♦ 

(s-+-m)r  tg  <p%  =  b*  —  Uy-\-y'l=l,*—<U*  tg  <jp-W*  tg  5p* 
((#-*- —       tg  a>*-r-2£#  tg  y  =  £».  # 

Man  #etze 
so  ist 

tg^+2-  tg  ?+ir=ir+^=j1(',+4 

.    #  *  =  T,(,-*-«)r 

also 

Unterscheiden  wir  nun  die  beiden  Auflösungen,  so  wird 

,      ,  9  —  y/[s  +  tn)r  _  b 

tS  9  ~~  (s - V{t  +  m)r)  (j-|_V/U4_ f/ly)       i  +  V(s^my 


tg    ,  +  l^(,  +  „,)r   =__4=. 

(1  +  1/(14.  wi)r)  (*  —  V  (s  -f-  f«)r)       1  —  V/(j  #wjr 

Es  handelt  sich  mithin  nur  um  eine  bequeme  Construction  der  Linie 

\/(#-+-  w)ry  damit  diese  Auflösung  ebeu  so  zierlich  wie  die  von 
Diester  weg  werde. 

Einfach  ist  folgende  Construction,  wobei  man  Taf.  V.  Fig.  5. 
zn  vergleichen  hat. 

I)L=I)C=a;  LM\\ED.  Man  nehme  EP=p  und  JETz=zt'y 
ziehe  Mit  II  PT,  so  ist  ER  =  r.  Man  halhire  DC  in  P  und 
mache  6T=  VE,    so  ist  EL  =  *-\-m\  beschreibe  QRjEU 

so  ist  EQ  =  \/{*  +  m)r,  folglich  A/7=  #  +  \/(*H- «)r  und 

A'C  =  #  —  V/(*Hh«»)r.  Ziehen  wir  endlich  EF\\NBy  so  ist 
FEC=<p\  und  wenn  ^0'||A"ZT  gemacht  wird,  so  ist :FECz=f. 

Hier  scbliesst  sich  eins  dem  andern  ganz  natürlich  an.  tiie 
speciellen  Fälle  lassen  sich  leicht  nach  den  gefundenen  Fällen  dis- 
cutiren.  Auch  ist  der  Winkel,  den  beide  gesuchte.  Linien  ein- 
schliessen,  leicht  au*  den  Formeln 

b  b  "  *  - 

y,,=7~^  und  f§p  zu  ermUteIn> 

indem    *      *  »' ,  =  tg        y',  =  ,  ul  .  ist: 

Ich  enthalte  mich ,  um  nicht  zu  weitläufig  zu  werden ,  aller 
weitern  Bemerkungen  über  diese  Aufgabe,  die  Manches  darbietet 
was  nicht  ohne  Interesse  ist.  ,  .    .  — 


v : » 
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Aufgabe  aus  der  analytischen  Geometrie. 

-  Von 


Herrn  C.  Sc h erlin g 

Lehrer  der  Mathematik  und  Naturkunde  am  Catharineum  zu  Lübeck. 


Es  ist  irgend  ein  Kegelschnitt  und  ein  Punkt  gege- 
ben. Zieht  man  durch  den  Punkt  gerade  Linien,  welche 
den  Kegelschnitt  in  zwei  Punkten  durchschneiden,  so 
fragt  es  sich,  auf  welchem  geometrischen  Orte  die  Hal- 


birungspunkte  der  von  dein  Kegelschnitte  begrenzten 
Stucke  der  letztern  Heeren?' 

Auflösung.'  Die  Gleichung  y*=zp& —  2*^*  ste^t  De^ann^ 
lieh  alle  Kegelschnitte  dnr,  wenn  der  Seheitel  eines  Durchmessers 
(2*»)  als  Anfangspunkt  der  Coordinaten  genommen 'wird;  nemlich 
eine  Ellipse,  wenn  m  positiv,  eine  Hyperbel,  wenn  m  negativ,  eine  * 
Parabel,  wenn  m  unendlich,  und  einen  Kreis,  wenn  />  =  2/»  ist; 
in  allen  Fällen  bedeutet  7/  den  Parameter  des  Durchmessers  2m. 

Man  lege  nun  durch  den  gegebenen  Punkt  und  den  Mittelpunkt 
des  Kegelschnitts  die  Axe  der  jp  (bei  der  Parabel  parallel  mit  der 
Axe),  die  Axe  der«$f  aber  wieder  durch  den  gegebenen  Punkt  und 
parallel  mit  dem  conjugirten  Durchmesser  (hei  der  Parabel  parallel 
mit  der  Tangente  durch  den  .Scheitel,  in  welchem  die  Axe  der  x 
dieselbe  schneidet);  so  hat  man»  weqn  a  die  Abscisse  des  Scheitels 

des  Durchmessers  ist,  welcher  als  Axe  der  ac  dient,  die  Gleichung 

....  ,  4  .■> 

Legt  man  nun  durch  den  gegebenen  Punkt  oder  den  Anfangspunkt 
der  Coordinaten  eine  gerade  Linie  yr=zajc,  so  hat  man  für  die 
Abscissen  der  Durchschnit*tspunkte  die  Gleichung 


d*a:*  =  p(x  —  a)  —         —  «) 


> 


oder 


,_2;>(CT  +  a) 


pa(2m+'a) 


Isna1  -t-p  ' 

Die  beiden  Werthe^  welche  diese  Gleichung  für  a:  liefert,  stel- 
len also  die  Abscissen  der  Durchschnittspunkte  jener  geraden  Linie 
und  des  Kegelschnitts  dar;  die  Abscisse  der  Mitte  dieser  Linie  ist 
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was  nicht  ohne  Interesse  ist. 
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r  =  4(« a) ,  und  dessen  Halbmesser  ejben  so  gross -ist.  Die 
Gleichung  des  gegebenen  Kreises  wird  mit  Leichtigkeit  nuf  die 
Form  'gebracht 

—  2r)'  =ot», 

wobei  2r,  wie  oben,  «  +  «  bedeutet.  Für  den  Fall  nun,  dass  der 
gegebene  Punkt  ausserhalb  des  gegebenen  Kreises  liegt,  müssen, 
sich  offenbar  die  Kreise  schneiden,  und  die  gemeinschaftliche 
Chorde  wird  erhalten  durch  Subtraction  der  beiden  Gleichungen; 
sie  wird  nemlich  dargestellt  durch  die  Gleichung 

*lrx  =  a(2r     m)  oder  x=±  — — 

.   '  i 

Die  hier  in  Rede  stehenden  Coordinaten  sind  jedenfalls  rechtwink- 
lig; also  sieht  man,  dass  diese  gemeinschaftliche  Chorde  auf  der 
Abscissenaxe  senkrecht  steht.    Es  lässt  sich  aber  anch  noch  mit 

grosser  Leichtigkeit  nachweisen .  dass  die  Durchschnittspuukte  die 
erührungsnunfcte  der  Tangenten  sind,  die  man  vom  gegebenen 
Punkte  nach  dem  gegebenen  Kreise  ziehen  kann. 

Sind  x*  und  1/  die  Coordinaten  eines  Punktes  ausserhalb  des 
Kreises %  und  man  zieht  durch  denselben  zwei  Tangenten,  so  ist 
die  Gleichung  der  Chorde,  welche  die  Berührungspunkte  verbindet, 

yy' -\- xx>  z=  R\ 

wenn  R  den  Radius  bedeutet,  und  die  Gleichung  aus  dem  Mittel- 
punkte zum  Grunde  liegt.  Im  gegenwärtigen  Falle  haben  wir  zu 
nehmen 

yy'-r-(;r  — 2r)  (x*  -  2r)  ==  m*  ; 

da  aber  der  Punkt,  durch  den  jetzt  die  Tangenten  gezogen  werden 
sollen,  der  Anfangspunkt  der  Coordinaten  ist,  so  ist  y=0,  a/z=Q, 
mithin  ist  * 

-— 2/\r -J- 4r 7  =       oder  2r\*r  —  4r»  —mz  =  (2r  -f-  m)  (2r  —  m) 

d.  i.  2rvr  =  a(2r  -+-  m\ 

dieselbe  Gleichung,  die  wir  vorher  für  die,  beiden  Kreisen  gemein- 
schaftliche Chorde  hatten;  es  ist  mithin  unsere  Ordinatenaxe  die 

Polare  des  Punktes  a:  —  ™\  y  =  0;   oder  es  ist  dieser 

Punkt  der  Pol  zu  unserer  Ordinatenaxe. 

Bei  der  Ellipse  und  Hyperbel  erhält  man,  falls  der  gegebene 
Punkt  ausserhalb  des  gegebenen  Kegelschnitts  liegt,  für  die  ge- 
meinschaftliche Chorde  einen  ganz  ähnlichen  Ausdruck:  man  findet 
nemlich  ,  , 

a(2m  -4-  «) 
m-i-a  * 

was  ganz  dasselbe  ist,  wie  oben  beim  Kreise,  wenn  man  m~\-0Ezz2r 
setzt.   Dieser  Werth  nun  aber,  in  die  Gleichung  der  Curve  gesetzt) 

Tbeil  II.  28 
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würde  zwei  absolut  gleiche  Werthe  für  y  geben  \  es  wird  also  je- 
denfalls die  gemeinschaftliche  Cborde  mit  dem  zugeordneten  Durch- 
messer oder  unserer  Ordinatenaxe  parallel  und  von  der  Axe  der 
a:  halbirt. 

Am  einfachsten  stellt  sich  diese  Eigenschaft  der  gemeinschaft- 
lichen Chorde  für  die  Parabel  heraus,  wo, man  erhält  ,r  =  2a,  und 

also  y= 


Nachschrift  des  Herausgebers. 

Bei  dem  ungemein  grossen  Reichthume  der  Mathematik  hat  es  für  den 
Herausgeber  einer  mathematischen  Zeitschrift  häufig  grosse  Schwierigkeit, 
sicher  zu  entscheiden,  ob  eine  solche  specielle  Aufgabe  wie  die  vorstehende 
nicht  schon  anderwärts  behandelt  worden  ist.  Auch  zweifle  ich  kaum,  dass 
dies  bei  der  obigen  wirklich  der  Fall  ist,  da  dieselbe  eigentlich  nur  eine 
Verallgemeinerung  des  bekannten  Satzes  enthält,  dass  die  Mittelpunkte 
aller  parallelen  Chorden  einer  jeden  Linie  des  zweiten  Grades  in  einer 

Seraden  Linie  liegen,  oder  dass  der  geometrische  Ort  der  Mittelpunkte 
Her  einander  parallelen  Chorden  einer  jeden  Linie  des  zweiten  Grades 
eine  gerade  Linie  ist.  Da  aber  das  Archiv  nicht  bloss  absolut  Neues  mit- 
zutheUen  den  Zweck  hat,  sondern  auch  schon  bekannte,  nur  nicht  in  jedem 
Lehrbuche  sich  findende  Satze  und  Aufgaben  aufnimmt,  überhaupt  auch  eine 
gewisse  praktische  Richtung  verfolgt,  um  Lehrern  bei  ihrem  Unterrichte 
sich  nützlich  zu  machen:  so  werde  ich,  wie  früher,  auch  fernerhin  keinen 
Anstand  nehmen,  auoh  solchen  Aufsätzen,  deren  Inhalt  mir  zwar  nicht  ab- 
solut neu,  aber  doch  instruetiv,  und  den  Zwecken,  welche  ich  durch  das 
Archiv  zu  erreichen  beabsichtige,  in  irgend  einer  Beziehung  förderlich  zu 
sein  scheint,  die  Aufnahme  nicht  zu  versagen.  Dabei  versteht  sich  aber 
von  selbst,  dass  ich  auch  Gegenreden  immer  sehr  gern  einen  Platz  in  mei- 
ner Zeitschrift  vergönnen  werde ;  nur  eigentliche  scharfe  Polemik,  nament- 
lich wenn'  sich  dieselbe  nicht  bloss  auf  das  rein  Wissenschaftliche  beschrän- 
ken sollte,  muss  ich  ganz  von  derselben  entfernt  halten,  so  wie  ich  selbst 
mir  nie  erlauben  werde,  ein  Urtheil  über  einmal  aufgenommene  Aufsätze 
zu  fällen  oder  dieselben  mit  kritisirenden  Bemerkungen  zu  begleiten.  Ich 
wünsche  diese  gelegentlichen  Bemerkungen  von  den  Lesern  des  Archivs 
als  eine  allgemeine  Erklärung  aufgenommen  zu  sehen. 

Was  übrigens  die  in  dem  obigen  Aufsatze  behandelte  Aufgabe  insbe- 
sondere betrifft,  so  scheint  mir  dieselbe  ihres  Interesses  wegen  wohl  auch 
eine  ganz  allgemeine  analytische,  von  der  allgemeinen  Gleichung  der  Linien 
des  zweiten  Grades  ausgehende  Behandlung  zu  verdienen.  Vielleicht  möchte 
auch  eine  rein  geometrische  Auflösung  derselben  zu  bemerkenswerthen  Re- 
sultaten führen. 


.  i 
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XXXVI. 

Fibonacci,  der  erste  christliehe  Verfasser  einer 
Abhandlang  über  die  Algebra  *). 

Von  dem* 
Herrn  Doctor  Gerhardt 

Lehrer  am  Gymnasium  zu  Salzwedel.  • 


9  * 

Unter  der  Menge  kleiner  Staaten,  in  welche  Italien  gegen 
Ende  des  12ten  Jahrhunderts  getheilt  war,  zeichneten  sich  beson- 
ders die  Republiken  Venedig,  Genua,  Pisa  aus,  deren  Hauptstädte 
während  der  Zeit  der  Kreuzzüge  sich  (res  ganzen  Handels  nach 
dem  Orient  bemächtigt  hatten.  Sie  waren  dadurch  reich,  mächtig, 
blühend  geworden.  Genuesische  und  Pisanische .  Kaufleute  hatten 
Niederlagen  auf  der  Nordküste  Afrikas,  auf  den  Inseln  des  ArchU 
pelu"us,  in  allen  grossen  Städten  des  Orients,  und  kamen  hier 
überall  mit  den  Arabern  in  Berührung,  die  damals  die  Träger  der 
Wissenschaften  waren.  Auf  ihren  Reisen  dahin  sammelten  die  ita- 
lienischen Kaufleute  ausser  Ungeheuern  Keicbthümern  einen  Schatz 
neuer  Anschauungen  und  neuer  Kenntnisse,  die  sie  wiederum  in 
ihrer  Heimath  verbreiteten.  So  erhielten  die  Christen  von  den 
Arabern  fast  gleichzeitig  die  Algebra  und  die  Boussole,  so  wie 
auch  die  Philosophie  des  Aristoteles. 

Ein  Kaufmann  aus  Pisa,  Leonardo  Fibonacci  °°),  ist  der  erste 
christliche  Verfasser  einer  Abhandlung  über  Algebra.  Von  den  Le- 
bensumständen dieses  Mannes  kennen  wir  nur  das  Wenige,  was  er 
selbst  in  der  Vorrede  zu  seinem  ersten  und  wichtiorhten  Werke, 
dem  Abbacus,  das  im  Jahre  1202  lateinisch  geschrieben  ist,  er- 
wähnt. Leonardo  war  noch  Knabe,  als  ihn  sein  Vater,  der  die 
Rechte  der  pisanischen  Kaufleute  an  der  Douane  von  Bougia  in 
Afrika  wahrnahm,  zu  sich  rief,  um  ihn  seines  künftigen  Berufes 
wegen  in  der  Arithmetik  unterrichten  zu  lassen.  Die  Nordküste 
Afnka's  war  damals  im  Besitz  der  Araber,  welche  besonders  die 


*)  Nach  Libri  bist,  des  inatb.  en  Italie  Tora.  II.  gearbeitet. 

*•)  Der  Name  Fibonacci  ist  aus  filius  Bonaccl  xusamnungezogeu,  denn  das 
Mamiscript  des  Abbseus  in  der  MagliabecbUchen  Bibliothek  zu  Florenz 
aus  dem  14ten  Jahrhundert  beginnt  mit  den  Worten:  liu-ipit  Uber  abbaci 
compositus  a  Leouardo  Iii io  Bonacci  pisauo,  in  anno  1202.  Zahlreiche 
Beispiele  ihn  lieber  Zutemmeniiebungen  linden  «ich  noch  jetzt  in  tosca- 
d  Lachen  Familiennamen. 

28« 
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Algebra  mit  Hülfe  des  indischen  Zahlensystems,  das  sie  sieb  ange- 
eignet, weiter  ausgebildet  hatten.   Hier  lernte  Leonardo  das  indi- 
sche Zahlensystem  kennen.    Auf  seinen  -Reisen,  die  er  später  durch 
Aegypten,  Syrien,  Griechenland,  Sicilien  und  die  Provence  in  Han- 
delsgeschäften unternahm,  überzeugte  er  sich  besonders  von  den 
Vortheilen,  die  dasselbe  vor  allen  andern,  in  jenen  Ländern  ange- 
nommenen Rechnungsweisen  voraus  hatte.     Desshalb  beschäftigte 
er  sich  ernstlich  damit,  benutzte  die  Geometrie  des  Euklid  und  ver- 
fasste  so  das  oben  erwähnte  Werk  in  15  Capiteln,  von  denen  das 
letzte  eine  Abhandlung  über  Algebra  enthält,  auf  die  wir  weiter 
unten  zurückkommen  werden.    Vom  Jahre  1202,  wo  Fibonacci  zu- 
erst den  Abbacus  herausgab«  bis  1220  fehlen  alle  Nachrichten  über 
unsern  Schriftsteller;  im  letztem   erschien  von  ihm  ein  zweites 
Werk,  practica  geometriae  *),  worauf  1228  eine  zweite  Ausgabe 
des  Abbacus  mit  Zusätzen  folgte.    Ausser  diesen  beiden  Schriften 
verfasste  Fibonacci  noeb  eine  Abhandlung  über  die  Quadratzablen 
(man  weiss  nicht,  in  welchem  Jahre),  deren  Manuscript  sich  in 
neuester  Zeit  nicht  wieder  hat  auffinden  lassen,  die  aber  nach  den 
Zeugnissen  von  Lucas  Paciolo  und  Ühaligai  sehr  geistreiche  Unter* 
suchungen  über  die  Zahlen  enthielt. 

Das  ist  Alles,  was  sich  über  Fibonacci's  Lebensumstände  bei- 
bringen lässt.  Kein  gleichzeitiger  Historiker  gedenkt  seiner;  dess- 
halb ist  auch  das  Jahr  seines  Todes  unbekannt.  Nur  das  weiss 
man  noch,  dass  Fibonacci  von  seinen  Mitbürgern  mit  dem  Spott- 
namen Bigollone  belegt  wurde,  indem  er  wahrscheinlich  ganz  sei- 
nen liebgewounenen  Studien  sich  hingab,  und  den  Handel,  die  be- 
liebteste Beschäftigung  seiner  Mitbürger,  vernachlässigte.  Seine 
Werke  blieben  bis  auf  unsere  Tage  in  dem  Staube  der  Bibliothe- 
ken vergraben;  Commandin,  der  gelehrte  Uebersetzer  der  griechi- 
schen Geometer,  gedachte  einst  die  Practica  geometriae  durch  den 
Druck  zu  veröffentlichen,  aber  der  Tod  hinderte  ihn  daran. 

Unter  den  Schriften  Fibonacci's  ist  das  wichtigste  der  Abbacus, 
das,  wie  schon  erwähnt,  in  15  Capitel  getheilt  ist*0)  und  unter 


)  Der  vollständige  Titel  desselben  ist:   Incipit  pratica  geometrie  compo- 
sita  aleonardo  Higollosio  tillio  Bonacü  pisano,  in  anno  MCCXXI. 

')  Das  Inhaltsveneichniss  derselben  möge  hier  eine  Stelle  finden:  • 

1)  De  cognitione  novem  figuraruin  Yndorum  et  qualiter  cum  eis  om- 
ms  numeris  scribatur,  et  qui  numeri  et  quahter  retineri  debeant 
in  manibus  et  de  introduetionis  abbaci. 

2)  De  inultiplicatione  integrorum  numerorum. 

3)  De  additione  ipsorum  ad  invicem. 

4)  De  extractione  minorura  numerorum  ex  majoribus. 

5)  De  divisione  integrorum  numerorum  per  integros. 

6)  De  inultiplicatione  integrorum  numerorum  cum  ruptis,  atque  rupto- 
rum  sine  sanis. 

7)  De  additione  et  extractione  et  divisione  numerorum  integrorum 
cum  ruptis  atque  partium  numerorum  in  singulis  partibus  re- 
duetione. 

8)  De  emptione  et  venditione  rerum  venalium  et  simiiium. 

9)  De  barattis  rerum  venalium  et  de  emptione  bolsoualiae  et  quibus- 
dam  regulis  similibus. 

10)  De  societatibus  factis  inter  consocios. 

11)  De  consolamine  monetarum  atque  eorum  regulis  quae  ad  conso- 
lamen  pertinent. 


Digitized  by  Google 


.  425 

aodero  eine  Darstellung  des  indischen  Zahlensystems  und  in  dem 
letzten  Capitel  eine  Abhandlung  über  Algebra  enthält  Da  dieses 
Capitel  in  dem  2ten  Theile  von  Libri's  Geschichte  der  Mathematik 
in  Italien  vollständig  abgedruckt  ist,  so  können  wir  uns  genau 
von  seinem  Inhalte  Uberzeugen.  Es  besteht  aus  3  Theilert:  iu  dem 
ersten  ist  über  Proportionen,  im  zweiten  über  geometrische  Pro- 
bleme, im  dritten  über  Algebra  gehandelt.  Dieser  letzte  Theil  ist 
der  interessanteste  des  gauzen  Werks;  jedoch  zeigt  eine  Ver- 
gleicbung  desselben  mit  dem  bekannten  Werke  Mohammed  ben  Mu- 
sa's,  dnss  Fibonacci  hei  der  Abfassung  desselben  das  berühmte 
Werk  dieses  arabischen  Schriftstellers  vor  sich  hatte  und  darnach 
arbeitete.  Br  giebt  zuerst  dieselben  Erklärungen  ,  betrachtet  dar- 
auf dieselben  sechs  Fälle  von  Gleichungen,  nämlich  drei  einfache, 
wohin  die  Gleichungen  von  der  Form 

ax1  —  bx,  ax*  =  b,  x  =  a 

gehören,  und  drei  zusammengesetzte,  d.  h.  Gleichungen  von  der  Form 

ax-  -f-  bx  =c  c,  x3  =  ax  -f-  b}  x2  ~\-  a=i  b. 

Bei  der  Lösung  dieser  Fälle  verfährt  Fibonacci  ebenso  ganz  auf 
dieselbe  Weise,  wie  Mohammed  ben  Musu,  er  giebt  immer  zuerst 
numerische  Beispiele,  darauf  die  allgemeine  Regel  für  die  Lösung 
jedes  einzelnen  Falles  ohne  Beweis.  In  allen  Fällen  werden,  eben- 
falls nach  dem  Beispiel  der  Araber,  sämuitliche  Glieder  der  Glei- 
chungen nls  positiv  angenommen.'  Zuletzt  folgt  der  Beweis,  der 
in  einer  geometrischen  Coustruction  der  Gleichung  besteht.  Das 
Ganze  bescbliesst  eine  Menge  von  Aufgaben ,  von  denen  jede  auf  ' 
einen  der  oben  erwähnten  sechs  Fälle  zurückgeführt  wird. 

Demnach  scheint  dieser  algebraische  Theil  nur  eine  Bearbei- 
tung des  oben  erwähnten  arabischen  Werkes  zu  sein.  Die  Wissen- 
schaft seihst  ist  hier  von  Fibonacci  nicht  weiter  gefördert,  denn  er 
lässt  ebenso  wie  die  Araber,  die  zweite  Wurzel  bei  der  Lösung 
der  Gleichungen  des  zweiten  Grades  unberücksichtigt;  ja  er  ist 
sieht  einmal  so  weit  gegangen,  als  Mohammed  ben  Musa,  der 
die  Existenz  der  zweiten  Wurzel  wenigstens  für  die  Gleichung 
im?*  -\-b  =  cx  augedeutet  hatte. 

Wir  siad  jedoch  weit  entfernt,  diesen  Mangel  Fibonacci  zum 
Vorwurf  zu  machen;  seine  Schrifteu  zeichnen  sich  nicht  allein  vor 
denen  seiner  Zeitgenossen,  sondern  auch  vor  denen  eines  Baco, 
eines  Raimundus  Lullus,  eines  Albert  des  Grossen,  die  nach  ihm 
schrieben  und  die  ausgezeichnetsten  Männer  ihrer  Zeit  waren, 
rühmlichst  aus,  indem  sie  nur  Wahrheiten  enthalten,  anstatt  dass 
man  in  den  Werken  der  damaligen  Zeit  den  finstersten  Aberglauben 
mit  einzelnen  richtigen  Aussprüchen  und  Urtheilen  gepaart  findet. 


12)  De  Solutionibus  multarnm  pusitarum  quaestionuin  quas  errrfticas 
appellamus. 

13)  De  regula  eleatayin,  qnaliter  per  ipsum  fere  omnes  erraticae  quae- 
stlones  solvantur. 

14)  De  reperiendis  radieibus  quadratis  et  eubiis  et  imiltiplicatiotie  et 
divisione  seu  extractionc  carum  in  se,  et  de  tractatu  binouüorum 
et  recisorum  et  eorum  radicium. 

15)  De  regulis  et  proportionibus  geometriae  pertiiientibu»,  de  quaestio- 
nibus  algebrae  et  almachabelae.  9 


< 
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Fibonacci  Iiatie  aucb  bei  der  Abfassung  seines  Abbacus  nur  das 
rein  Praktische  im  Auge*);  er  wollte  seine  Mitbürger  mit  den  Vor- 
teilen bekannt  machen,  die  das  indische  Zahlensystem  in  der 
Rechnung  vor  denen  voraus  hatte,  die  bisher  in  Italien  und  andere 
Ländern  gebräuchlich  waren.  Dies  ist  sein  Hauptverdienst,  wofür 
ibm  die  Nachwelt  den  grössten  Dank  schuldig  ist.  — 

Da  aber  die  übrigen  Schriften  Fibonacci's  erwähnt  worden 
sind,  so  möge  jetzt  noch  eine  kurze  Beschreibung  derselben  fol- 
gen. Die  Practica  e^eometriae  ist  ein  sehr  voluminöses  Werk,  das 
in  8  Distinctionen  emgetbeilt  ist  und  von  dem  verschiedene  Manu- 
scripfe  existiren,  die  beweisen,  dass  es  der  Verfasser  mehrmals 
überarbeitet  hat.  Den  Hauptinhalt  desselben  bilden  Untersuchungen 
über  die  Ausmessung  der  Körper;  besonders  zu  bemerken  ist  aber, 
dass  darin  das  Theorem  vorkommt,  in  welchem  die  Fläche  eines 
Dreiecks  durch  die  3  Seiten  bestimmt  wird,  ein  Satz,  der  sieb  schon 
in  den  Schriften  Brahmeguxta's  findet  ••).  Fibonacci  hat  ihn  wahr* 
scheinlich  aus  einer  Schrift  des  Juden  Savosarda  entlehnt,  der  im 
12ten  Jahrhundert  lebte  und  dessen  Werk  von  Plato  von  Tivoli 
ins  Lateinische  übersetzt  ist.  Indessen  werden  auch  in  der  Practica 
geometriae  algebraische  Gegenstände  abgehandelt;  so  findet  sich  in 
der  zweiten  Distinction  die  Ausziehung  der  Quadratwurzeln,  in  der 
fünften  die  der  Cubikwurzeln  und  am  Bode  des  Werks  Probleme 
aus  der  unbestimmten  Analvsis. 

Fibonacci  hat  auch  eine  Abhandlung  über  die  Quadratzahlen 
geschrieben,  die  von  ihm  selbst,  von  Lucas  Paciolo,  Gbaligai,  Xy- 
lander  und  Baldi  erwähnt  wird,  die  aber  in  neuester  Zeit  nicht 
wieder  hat  aufgefunden  werden  können.  Paciolo  hat  einen  Theil 
derselben  seiner  Summa  arithmetica  einverleiht,  und  Ghaligai  scheint 
alles  das  daraus  entnommen  zu  haben,  was  er  über  unbestimmte 
Analvsis  sagt.  Aus  einer  Vergleichuog  beider  Schriften  Iässt  sich 
die  Behauptung  Xylaoder's,  Fibonacci  habe  diese  Abhandlung  aus 
der  Arithmetik,  des  Diophantus  entlehnt,  zurückweisen;  beide  haben 
keine  Aehnlicbkeit  mit  einander.  Fibonacci  gieht  unter  andern 
darin  die  Summe  der  Reibe  der  naturlichen  Zahlen,  die  ihrer  Qua- 
drate, so  wie  auch  die  allgemeine  Formel  zur  Bildung  arithmeti- 
scher Dreiecke;  es  findet  sich  auch  daselbst  die  Lösüng  eines  be- 
soodern  Falles  von  dem  schwierigen  Problem:  eine  jQuadratzalil 
zu  finden,  so  dass,  wenn  man  zu  derselben  eine  gegebene  Zahl 
addirt  oder  davon  subtrahirt,  sie  immer  ein  Quadrat  bleibt 


*)  Sane  hie  über  magis  quam  ad  theoricam  spectat  ad  praeticam ,  sagt  er 
in  der  Vorrede. 

••)  Yergl.  die  historischen  Notiien,  die  Cbasles  über  dieses  Theorem  in 
seiner  Geschichte  der  Geometrie  (p.  480  ff.  der  Uebersetxong  Ton 
Sohnke)  beibringt.  Derselbe  sagt,  dass  es  sich  in  der  Practica  geome- 
triae nach  der  Art  der  Araber  bewiesen  findet;  hieraus  konnte  man 
sebtiessen,  dass  Fibonacci  es  unmittelbar  von  den  Arabern  entlehnt 
habe,  und  nicht  Ton  Savosarda.  wie  Libri  weint,  zumal  da  in  dem 
Werke  des  letztem  der  Beweis  fehlt. 
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XXXVII. 


Ueber  den  Ursprung  und  die  Verbreitung  un- 


Zwisohen  Libri  und  Chaslcs,  dem  Verfasser  des  „Apercu  histo- 
rique  sur  Porijrjue  et  Ic  developpcment  des  me*thodes  eo  Geometrie 
etc.  Brüx.  183j"  (ins  Deutsche  übersetzt  von  Sobnke)  ist  in  neue- 
ster Zeit  ciu  heftiger  Streit  über  den  Ursprung  unseres  gegenwär- 
tigen Zahleusystems  ausgebrochen.  Jener  behauptet,  dass  die 
Cnristen  dasselbe  den  Arabern  zu  verdanken  hätten  und  dass  na- 
mentlich Fibonacci  zuerst  die  Kenutniss  desselben  verbreitet  habe; 
dieser  meint,  dass  unser  Zahlensystem  aus  dem  der  Griechen  und' 
Römer  entstanden  sei,  und  will  das  erste  Vorkommen  desselben 
den  Werken  des  Boetius  vindicirt  wissen,  der  es  wiederum  den  Py- 
tbagoräern  zuschreibt.  Libri  hat  jedoch  die  kühnen  Hypothesen 
una  irrigen  Ansichten  des  letzteren  genügend  widerlegt,  und  Chas- 
les  selbst  hat  in  einer  Note  am  Ende  seines  Werkes  seinen  Irrthum 
bekannt.  Die  Stelle  des  Boetius,  auf  welche  Chasles  seine  Ansich- 
ten basirt  und  die  man  in  dem  oben  genannten  Werke  vollständig 
abgedruckt  findet,  beweist  weiter  nichts,  als  dass  man  sich  zur 
Zeit  des  Boetius  gewisse  Abkürzungen  in  der  Multiplication  und 
Division  erlaubte,  uud  besonderer  Kunstgriffe  und  Zeichen  dabei 
bediente,  wie  es  schon  seit  den  ältesten  Zeiten  Sitte  war,  und  die 
Fibonacci  auch  auf  seinen  Reisen  fand.  Chasles  hatte  sich  durch 
diese  Stelle  zu  der  offenbar  irrigen  Ansicht  verleiten  lassen,  dass 
die  Zahlensysteme  der  Griechen  und  Börner  von  dem  unsrigen  nur 
Wenig  verschieden  wären,  deun  beiden  läge  eine  Progression  nach 
Zehn  zu  Grunde  und  beide  drückten  irgend  eine  Zahl  auf  dieselbe 
Art  durch  Kiucr,  Zehner,  Hunderte,  Tnusendc  u.  s.  w.  aus  mit 

Uülfc  der  neun  Grundzahlen  Eins,  Zwei,  Drei,  Neun.  Aber 

es  ist  bekannt,  dass  unser  Zahlensystem  von  denen  der  Alten  sich 


Von  dem 


Herrn  Doctor  Gerhardt 

Lehrer  am  Gymnasium  zu  Salzwedel. 


*}  Ausser  Libri  bist,  des  matb.  en  Italic  ist  hierbei  noch  benützt  Chasles 
Geschichte  der  Geometrie  übersetzt  von  Sobnke,  und  Ilüllinaun  über 
das  Städtewesen  des  Mittelalters.  . 
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hauptsächlich  dadurch  unterscheidet,  dass  einmal  in  dem*  unsrigen 
der  Werth  der  Ziffern  von  ihrer  Stellung  abhängt,  und  zweitens 
das»  wir  aus  den  neun  Zahlzeichen  mit  Hülfe  der  Null,  deren 
lateinischer  Name  Zephirum  offenbar  arabischen  Ursprungs  ist,  alle 
Zahlen  bilden,  anstatt  dass  die  Griechen  und  Römer  zur  Bildung 
der  Zahjeji  über  Zehn  hinaus  neuer  Zeichen  sich  bedienten.  Ausser* 
dem  werden  auch  unsere  gegenwärtigen  Zahlzeichen  von  allen 
christlichen  Schriftstellern,  die  in  der  frühesten  Zeit  über  Arithme- 
tik und  Algebra  schrieben,  wie  Fibonacci,  Sacrobosco,  Jordanus, 
Valla,  u.  a.  in.  indische  genannt. 

Eine  andere  Frage  ist  aber  die,  ob  nicht  vielleicht  schon  vor 
Fibonacci  unser  gegenwärtiges  Zahlensystem  von  den  Arabern  zu 
den  Christeu  herübergekommen  ist..  Libri  sagt,  es  gäbe  Manu- 
scripte  von  Ungewissem  Datum,  die  vor  dem  Jahre  1202  abgefasst 
zu  sein  schienen  und  in  welchen  sich  neun  Zahlzeichen  fänden, 
deren  Werth  von  ihrer  Stelle  abhinge j  aber  sie  schienen  sämmtlich 
von  Juden  geschrieben  oder  von  Christen  wahrend  ihres  Aufenthal- 
tes bei  den  Mauren  in  Spanien,  und  entschieden  desshalb  nichts 
über  die  erste  Einführung  unseres  Zahlensystems  bei  den  Christen  •). 
Nun  ist  es  aber  bekannt,  dass  es  namentlich  die  Juden  waren, 
welche  den  Verkehr  zwischen  Arabern  und  Christen  vermittelten. 
Ceberall  zerstreut  und  mit  Handel  beschäftigt  hatten  sie  sich  in 
Asien,  in  Europa  und  Afrika  ausgehreitet.  Die  zahlreichen  Syna- 
gogen., welche  sie  im  Süden  Frankreichs,  in  Spanien  und  Italien 
hatten,  conespondirten  mit  einander.  Sie  übersetzten  eine  grosse 
Menge  griechischer  und  arabischer  Werke  über  Astronomie,  Philo- 
sophie und  Medicin.  Sollten  sie  bei  diesem  Geschäfte  sich  nicht 
auch  mit  dem'  Inhalte  der  Werke,  die  sie  unter  den  Händen,  hatten, 
befasst,  und  die  arabischen  Zahlzeichen,  die  überall  iu  diesen  Wer- 
ken vorkommen  musstcu',  bloss  copirt  haben,  ohne  ihren  Werth 
kennen  zu  lernen?  Es  lä»>st  sich  wohl  annehmen,  dass  sie  bei  ' 
ihren  fortwährenden  Correspoodenzen  auch  einander  ihre  Kennt- 
nisse mittheilten,  und  dass  eine  Mittheilung  des  arabischen  Zahlen- 
systems, das  vor  allen  übrigen  damals  gebrauchten  so  grosse  Vor- 
theile gewährte,  an  ihre  Glaubensgenossen,  bei  ihrem  entschiede- 
nen Hauge  zu  Handel  und  Gewinn,"  gewiss  nicht  unterblieb.  Gleich- 
wohl muss  man  gestehen,  dass  alles  das,  was  von  den  Juden,  einem 
verachteten  und  maunichfach  gedrückten  Volke  ausging,  von  den 
sich  erhaben  dünkeuden  Christen  verabscheut  wurde. 

Wus  nun  aber  die  Christen  betrifft,  die  nach  Spanien  gingen, 
um  sich  bei  den  Mauren  zu  unterrichten,  so  ist  wohl  nicht  wahr- 


•)  Libri  bleibt  in  seinen  Behauptungen  nicht  consequent;  denn  auf  Seite 
298  ff.  führt  er  ein  Manuscrint  an,  das  im  Jahre  1134  mit  Hidfe  eines 
Juden  aus  dem  Arabischen  übersetzt  ist  und  Arithmetik  enthält.  Ainsi 
ce  inanuscript,  fährt  er  fort,  ne  peut  fournir  aunun  argumenc-contre  la 
priorite  de  l  Abbacus  de  Fibonacci,  qui  cependaut  (comuie  nous  le  re. 
connaissons  avec  la  plupart  de  ccux.  ont  discute  ce  point  de  Yhi- 
stoire  des  sciences)  n'a  pas  ete  le  prronier  ouvrage  latin  ou  Ton 
ait  empluye  les  chiffres  arabes,  mais  qui,  jusqu'a  ce  que  d'autres  faits 
vienueut  prouver  le  contraire,  doit  etre  considere  comme  le  premier 
traite  avec  date  certaine  ecrit  originaireuient  en  latin  par  un  Cnretien, 
oii  le«  regles  de  la  nouvelle  aritbmetique  se  trouvent  exposees. 
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scheinlicb,  dass  sie  ihre  dort  erworbenen  Kenntnisse  fiir  sich  be- 
hielten und  die  Ausbreitung  derselben  unter  ihren  Landsleuten  un- 
terliessen.  Als  Beispiel  mag  hier  der  bekannte  Gerbert  erwähnt 
werden,  der  zu  seiner  Ausbildung  nach  Spanien  zu  den  Sarazenen 
gegangen  war  und  nach  seiner  Rückkehr,  im  Jahre  999  unter  dem 
Namen  Sylvester  II.  den  päpstlichen  Stuhl  bestieg.  Auf  seinem 
Rückwege  verbreitete  er  eifrigst  seine  Kenntnisse,  aber  die  Un- 
wissenheit seiner  Zeitgenossen  war  so  ungeheuer,  dass  man  ihn 
seiner  neuen  Lehreu  wegen  verketzerte  und  der  Maggie  anklagte. 
Seine  .geometrischen  Schriften  behandeln  zwar  nur  die  elementar, 
sten  Gegenstände,  aber  unmöglich  kann  diess  Anlass  zu  zweifeln 
geben,  ob  Gerbert  wirklich  seine  Kenntnisse  den  Arabern  verdankt, 
wie  Chasles  zu  behaupten  geneigt  ist;  vielmehr  beweist  es  meiner 
Meinung  nach,  dass  Gerbert  ein  guter  Pädagog  war,  der  erkannte, 
dass  die  hoben  Kenntnisse,  die  er  bei  den  Arabern  gewonnen  hatte, 
für  seine  Landsleute  eine  zu  unverdauliche  Speise  waren.  Von  grös- 
serer Wichtigkeit  scheinen  seine  arithmetischen  Schriften  zu  sein, 
die  grösstenteils  noch  unedirt  in  der  Bibliothek  des  Vatikan  liegen. 
Ks  findet  sich  darin  nach  der  Behauptung  Cbasles  ein  Zahlensystem, 
von  dem  damals  gebräuchlichen  lateinischen  verschieden  ist  Der 
Tbätigkeit  und  dem  Lehreifer  Gerberts  verdankte  namentlich  die 
Schule  zu  Rheims  ihre  Blütbe.  Wissbegierige  Männer  strömten  aus 
Frankreich  und  Deutschland  herbei,  um  sich  unter  ihm  zu  bilden, 
und  die  hinterlassenen  Manuscripte  eines  Adalboldus,  Bischofs  von 
Utrecht,  eines  Heriger,  Abts  von  Laubes,  und  Bcrnelius,  die  sammt- 
lich  seine  Schüler  waren,  beweisen,  dass  Gerbert  denselben  seine 
bei  den  Arabern  gewonnenen  Kenntnisse  mittheilte.  Sie  setzten 
(Ins  angefangene  Werk  ihres  Meisters  eifrigst  fort,  und  noch  im 
12ten  Jahrhundert  gewährten  die  Bäume  Schatten  und  Früchte, 
welche  Gerbert  im  löten  zu  Rheims  gepflanzt  hatte.  Durch  Spröss- 
linge  davon  sind-  in  Frankreich  uno  Deutschland  verschiedene 
Stämme  unmittel-  oder  mittelbar  veredelt  worden.  Solange  jedoch 
die  bisher  in  dem  Staube  der  Bibliotheken  vergraben  liegenden 
Manuscripte  nicht  veröffentlicht  werden,  lässt  sich  über  die  Tbätig- 
keit und  Wirksamkeit  Gerberts,  wie  seiner  Schüler,  nichts  behaup- 
ten, und  Franzoseu  und  Deutsche  müssen  vor  der  Hand  zugestehen, 
dass  zuerst  von  Italien  aus  durch  Fibonacci  unser  gegenwärtiges 
Zahlensystem  in  Kuropa  verbreitet  worden  ist  Das  steht  aller- 
dings fest,  dass  in  Deutschland  die  Geistlichen,  denen  die  Sorge 
des  Unterrichts  oblag,  im  Uten,  12ten,  13ten  Jahrhundert  an  nichts 
weniger  dachten,  als  für  Bildung  thätig  zu  sein.  Seitdem  hohe, 
wie  niedrige  Stellen  käuflich  wurden,  seitdem  die  höbe,  wie  die 
•  niedrige  Geistlichkeit  dahin  strebte,  immer  mehr  weltliche  Macht 
sich  zu  verschaffen,  seitdem  jene  den  lebhaftesten  Antheil  an  der 
Politik  nahm,  und  diese  sich  sogar  mit  Handel  befasstc,  da  gingen 
auch  die  letzten  Spuren  der  ächten,  wissenschaftlichen  Bilduug  ver- 
loren. Der  Unterricht  beschränkte  sich  auf  nothdürfliges  Lesen  und 
Schreiben.  Es  blieb  ihnen  keine  Zeit  übrig,  an  ihre  eigene  Aus- 
bildung zu  denken,  fortwährende  Streitigkeiten  mit  den  Bürger- 
schaften, in  deren  Nähe  sie  wohnten,  über  Gerichtsbarkeit  und  welt- 
liche Macht  nahmen  ihre  ganze  Tbätigkeit  iu  Ausprucb,  und  sie 
hielten  mit  aller  Gewalt,  die  ihnen  zu  Gebote  stand,  das  Volk  in 
Unwissenheit  zurück  und  binderten  jedes  kühne  Emporstreben. 
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Dies  änderte  sieb  jedoch,  als  io  Folge  der  Kreuzzüge  ein  kräf- 
tiger Bürgerstand  sieb  zu  bilden  anfing,  der  sich  besonders  mit 
Handel  beschäftigte  und  zur  Förderung  des  Kunstfleisses  sehr  tbä- 
tig  war.    Zur  Zeit  Friedrichs  II,  des  grossen  Hohenstaufen,  kam 
eine  grosse  Uandelsstrasse  von  Wieji  nach  Venedigs  in  Gang,  da 
um  diese  Zeit  Constantinopel  aufhörte,  Haupt  nie  der  läge  der  mor- 
genländischen  Güter  zu  sein  und  die  Venetianer  dieselbe  in  ihrer 
Stadt  einrichteten.    Schon  seit  der  Mitte  des  13ten  Jahrhunderts 
zogen  die  reichen  Kaufleute  von  Augsburg,  Nürnberg,  Ulm,  Meui- 
mingen,  über  die  Alpen  nach  Venedig,  und  1268  dachte  man  da- 
selbst auf  die  Anlegung  eines  eigenen  Kaufhauses  für  die  Deut* 
sehen.    Aber  nicht  allein  gingen  deutsche  Kaufleute  nach  Italien 
und  verweilten  dort  längere  oder  kürzere  Zeit,  sondern  auch  Itali- 
ener, besonders  Venetianer,  Florentiner,  Lombarden,  besuchten  die 
grossen  Handelsplätze  Mitteleuropas,  und  erhielten  die  Erlaubniss, 
sich  daselbst  häuslich  niederzulassen.  Grösstenteils  war  das  Wech- 
selwesen in  Deutschland,  Frankreich,  England,  in  den  Niederlanden 
in  den  Händen  Italienischer  Kaufleute,  von  denen  die  meisten  aus 
der  Lombardei  und  Toscana  gebürtig  waren,  besonders  aus  Florenz 
und  Siena.   Damals,  bei  diesem  wechselseitigen  Verkehr,  geschah  es 
wahrscheinlich,  dass  die  Deutschen  zum  zweiten  Male  mit  unserem 
gegenwärtigen  Zahlensysteme  bekannt  wurden,  nachdem  der  von 
Gerbcrt  ausgestreute  Same  längst  spurlos  verschwunden  war.  Denn 
Libri  zeigt,  dass  es  damals  in  allen  Städten  Italiens  Mathematiker 
gab,  besonders  in  Florenz,  wo  lange  Zeit  die  von  Fibonäeci  ge- 
gründete Schule  blühte.    Alle  Bibliotheken  Italiens,  Frankreichs, 
Englands  und  Deutschlands  enthalten  eine  Mejige  Manuscripte,  die 
von  Italienern  über  verschiedene  mathematische  Gegenstände  im 
14ten  und  15ten  Jahrhundert  geschrieben  worden  sind,  und  in  eini- 
gen wird  ausdrücklieb  bemerkt,  dass  sie  für  Kaufleute  bestimmt 
waren,  für  welche  die  Kenntniss  der  Algebra  Bedürfnis*  war.  Ge- 
wiss brachten  damals  auch  deutsche  Kaufleute  solche  Manuscripte 
in  ihre  Hcimath  oder  im  Auslande  lebende  Italiener  verbreiteten  sie 
in  ihrem  neuen  Vaterlande.    Und  wahrlich,  es  gereicht  Deutschland 
zur  Ehre,  dass  dieser  neue  Same  auf  keinen  unfruchtbaren  Boden 
iiel;  denn  in  der  That,  seit  dem  Anfange  des  löten  Jahrhunderts 
wurde  in  Deutschland  und  von  Deutschen  eine  Menge,  namentlich 
arithmetischer  Schriften,  verfasst,  deren  Titel  „die  coss,  Wälscbe 
Practica«  u.  s.  w."  zwar  italienischen  Ursprung  verrathen,  die  aber 
nichts  destoweniger,  der  Deutseben  eigentümliche  Fortschritte  in 
der  Behandlung  der  Arithmetik  zeigen  *).    Hierher  gehört  beson- 
ders der  Gebrauch  der  Zeichen  -fr-  und  — ,  die  nach  Libri's  aus- 
drücklicher Bemerkung  in  den  Mannscripten  italienischer  Mathema- 
tiker dieser  Zeit  nicht  vorkommen.    Gewiss  wird  auch  noch  mehr 
dergleichen,  was  den  Deutschen  zum  Ruhme  gereicht,  zu  Tage  ge- 
fördert werden,  wenn  ein  deutscher  Mathematiker,  der  Gelegenheit 
bat,  die  Bibliotheken  Nüruberg's,  Wien's,  München'*,  Augsburgs 
u.  s.  w.  zu  benutzen,  sich  mit  der  Lösung  der  von  der  Fürstlich 
Jablonowskiscben  Gesellschaft  zu  Leipzig  für  das  Jahr  1842  ge- 


*)  Vergl.  Drobtsch  de  Joan.  Widmanni  Eperam  Compendio  Aritbmeticae 
mercatorum,  wo  p.  33.  gezeigt  wird,  dass  Reebnuiigsbeisptele  aus  dem 
Abbacus  Fibonacci's  sich  bei  Weidmann  linden. 
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stellten  Preisaufgabe  befasseu  sollte,  oty  es  nämlich  vor  Rudolff  von 
Jauer  deutsche  Kossisten  gegeben  Jiabe,  welche  die  Algebra  auf 
eigentümliche  Weise  ausbildeten. 


XXXVIII. 

Ueber  eine  Aufgabe  der  praktischen  Geometrie. 

«  Von  dem 

Herrn  Prof.  C.  A.  Bretschneider 

in  Gotha. 


Im  ersten  Theile  von  Meier  Hirsch's  Sammlung  geometrischer 
Aufgaben  findet  sich  folgendes  Problem  in  §.  149.  vorgelegt:  aus 
den  drei  Spitzen  eines  gegebenen  Ü r eiecke»  wird  ein 
Thurm  gesehen,  dessen  Fuss  mit  dem  Dreiecke  in  Einer 
Ebene  liegt;  die  Winkel,  unter  welchem  er  aus  densel- 
ben erscheint,  sind  gegeben:  jnan  soll  die  Entfernung 
des  Thurmes  von  jedem  dieser  drei  Punkte  finden.  Die 
Lösung  hat  der  Verfasser  dadurch  erhalten,  dass  er  zwei  flülfs- 
linten  einfuhrt,  a?  und  y,  welche  zuletzt  aus  zwei  Gleichungen  ge- 
funden werden  müssen,  von  denen  die  eine  vom  ersten  und  die 
andere  vom  zweiten  Grade  ist.  Die  Coefficienten  dieser  Gleichun- 
gen sind  aber  bereits  so  zusammengesetzt  und  so  wenig  elegant 
oder  symmetrisch  gebaut,  dass  Meier  Hirsch  sich  begnügt  hat,  die 
erwähnten  Eodgleichun^en  aufzustellen  und  die  wirkliche  Eotwicke- 
}ung  von  sc  und  y  aut  die  jedesmalige  numerische  Rechnung  zu 
verweisen. 

Indessen  lässt  die  vorgelegte  Aufgabe  eine  sehr  einfache  und 
auch  ziemlich  elegante  Lösung  zu.  Bezeichnet  man  nämlich  die 
Winkel  des  gegebenen  Dreieckes  mit  ABC,  ihre  Gegenseiten  mit 
a6cy  die  Höhe  des  Thurmes  mit  A,  seine  Abstände  von  den  Drei- 
ecksspitzen ABC  bezüglich  mit  ferner  die  zwischen  ax 
und  cx  und  zwischen  bx  und  c,  am  Kusse  des  Thurmes  liegenden 
Winkel  respective  mit  o  und  «,  und  nennt  endlich  die  Winkel, 
unter  welchen  der  Thurm  von  ABC  aus  gesehen  wird,  der  Reihe 
nach  aßy,  so  ist  die  Auflösung  in  folgenden  einfachen  Formeln 
enthalten: 

,  ~             .      «a  cot             cot  2£  — c5  cot  3y 
cos  (C+o  +  «)  =  ärf  cot  a  cot  ß  1 
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•'■        »  =  .   ' 

cot  aa-|-cot  2/5  — 2cot  «  cot  ß  cos 
ai=/t  cot  a,  6t  =/i  cot      ct=/t  cot  y. 

Die  Aufgabe  hat  übrigens  eine  doppelte  Lösung,  da  C+o-f-w 
kleiner  oder  grösser  als  180°  sein  kann.  Die  Gründe,  auf  welchen 
vorstehende  Formeln  beruhen,  sind  sehr  einfach.  —  Es  bildet 
nämlich  der  Fusspunkt  des  Thurmes  mit  den  Spitzen  des  gegebe- 
nen Dreieckes  ein  Viereck.  Nun  habe  ich  aber  in  einem  bereits 
früher  in  diesem  Archive  mitgetheilten  Aufsatze,  die  trigonometri- 
schen Relationen  des  geradlinigen  Viereckes  betreffend,  den  Satz 
bewiesen,  dass  in  jedem  beliebigen  Vierecke  das  Quadrat 
des  Produktes  beider  Diagonalen  gleich  ist  der  Summe 
der  Quadrate  von  den  Produkten  je  zweier  Gegensei- 
ten, weniger  dem  doppelten  Produkte  aller  vier  Seiten 
in  deu  Cosinus  der  Summe  zweier  Gegenwiukel.  Dies  auf 
das  vorliegende  Viereck  angewendet  giebt  die  Gleichungen: 

a9a,zz=  ^I»+clc,l-2%c1  cos  (C-t-o-h«) 
b~bt2  =»a«13-f^c*c,a  —  2aaxcct  cos  (B  —  o) 
c*cl9=za2al*-\-b*bl*  —  2bblaal  cos  (A  —  u) 

Substituirt  man  hierin  die  Werthe  von  albicl  aus  den  Gleichungen 

al=A  cot  «,  btz=z/i  cot  ßy  c1=/t  cot  y 

- 

so  fällt  /*  als  gemeinschaftlicher  Factor  auf  beideo  Seiten  ganz 
heraus,  und  man  erhält: 

2bc  cot/?  cot y  cos(C,-r-o-r-i#)=a*  cot  2a-f-62  cot2/?— c2  cot  V 

2ac  cota  cot/  cos(ß — o)      t=«2  cot  2a  —  b%  cot2/S-r-e*  cot2/' 

"lab  cot«  cotß  cos(A—w)      =«2  cot2«-M2  cot'^+c2  cot2/ 

woraus  die  Winkel  o  und  //  gefunden  werden.  Nur  bleibt  hierbei 
die  in  der  Natur  dieser  Aufgabe  liegende  Zweideutigkeit  zurück,  ob 


C-f- ISO»  und  mithin  B^o  und  A^u 


ist,  d.  b.  ob  «der  Fuss  des  Thurmes  innerhalb  oder  ausserhalb  des 
um  das  Dreieck  ABC  beschriebenen  Kreises  liegt.  Lässt  sich  die- 
ser Punkt  nicht  anders  woher  entscheiden,  so  hat  die  Aufgabe  zwei 
Lösungen.   Es  ist  nun  aber  ferner 

c»  =*,2  -t-bS  —  2albi  cos 

^A2(cot  2a-f-cot  *ß — 2cot  a  cot  ß  cos  (o-f-*)) 

woraus  sich  sofort  h  und  mit  dessen  Hülfe  unmittelbar  alblcl  er- 
giebt.  Wollte  man  der  Sicherheit  der  Rechnung  halber  oder  aas 
ciuem  anderen  Grunde  alle  drei  Werthe  von  h  berechnen,  so  würde 
die  Rechnung  am  schicklichsten  nach  folgenden  transformirteo 
Ausdrücken  angestellt  werden.   Man  setze 

(i  cot  a  =  a,    b  cot  /?  =  &,    c  cot  y  =  c 
so  ist  • 
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r 

.  ,,j      ,  (a  +  b  —  c)  (a  — 


dann  berechne  mun  die  Hülfswinkei  gp.y»?),  aus  den  Gleichungen: 
cos  2y,  =cos  2/9  cos  2^  + sin  2/$  sin  2/  cos  w 
cos  2ya  =  cos  2a  cos  2^  + sin  2a  sin  2/>  cos  o 
cos  2<p,  =  cos  2a  cos  2/?  + sin  2a  sin  2/9  cos  (0  +  «) 

so  wird  *  5 

.  g  sin  ß  sin  y        £  sin  a  sin  y       c  sin  g  sin 

*  sin  y,  sin  7»,  sin  y>, 

.woraus  sich  wiederum  unmittelbar  ergeben.  —  Beispiels, 

halber  füge  ich  noch  die  Resultate  einer  Rechnung  hei,  die  nach 
folgenden  Daten  geführt  wurde: 

c=  1370,059  y=  9°  54' 

,  6=  870,447   0=10°  35' 

a—  707,295   «=12°  14'. 

Dies  gab  zuvörderst: 

C=120°  11'  8",88  und  c  =  7850,085 

/?=  33   18  39,66        fc  =  4658,687 

A=  26   30  11  ,46        a  =  3262,180. 

Hieraus  ergab  sich  nun  in  dem  einen  Fall,  nämlich  A 

ö~t-«  =  75°  23'  25",96    c,  =  1282,52 

6  =  42  28  50,00    £,=1197,98   h  =  223,836 

«  =  32   54  35,96   «,  =1032,37 

für  den  andern  Fall  A^>u  hingegen  wurde 

o  -f-  «  =  44°  14'  16",28    cx  =  2058,26 

o  =  24     8  29,32    £,=1922,59   h—  359,224 

«  =  20     5  46,96   «,  =  1656,81 

gefunden. 


■ 

Ich  bemerke  bei  dieser  Gelegenheit,  dass  das  Pothen ot'sche 
Problem  sich  mittelst  der  von  mir  für  das  geradlinige  Viereck  auf- 


gefundenen Relationen  ebenfalls  sehr  schnell  und  direkt  losen  läset. 
Behält  man  nämlich  die  Bezeichnung  des  Vorhergehenden  bei,  in- 
dem man  den  Fusspunkt  des  Thuraies  als  vierten  Punkt  betrach> 
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tet,  der  durch  die  gemessenen  Winkel  o  und  u  gefunden  werden 
soll,  so  ist  jederzeit ,  wenn  man  zur  Abkürzung  die  Hülfsgrössen 
aßy  mittelst  der  Gleichungen 

«  sin  (A  —  w)  =  0 

ß  sin  (i?  —  o)  =  b 

r  »in  (C+o  +  irJrrc 

einführt,  unmittelbar  und  ganz  allgemein: 

 ßy  sin  (A  —  u) 

1      ±Vp  +  y*—2ßy  cos  u 

,   ay  sin  (B  —  o) 

dbKaa  +  ya— 2y  cos  o 

aß  sin  (C-f-  ©  u) 


a2  -f-  /3*  —  2aß  cos  (o  +  w) 

wobei  von  den  beiden  Zeichen  im  Nenner  stets  dasjenige  genom- 
men werden  muss,  was  die  Werthe  von  axbxcx  positiv  macht. 


Einige  Eigenschaften  der  binomischen  Koeffi- 
zienten. . 

Von 

Herrn  O.  Schlöniilch  , 

zu  Wien.^ 


1.  Eine  wichtige  Rolle  spielen  die  Binomialkoeffizienten  bei 
folgender  Untersuchung: 

Es  sollen  die  Bedingungen  aufgefunden  werden,  unter  welchen 
die  beiden  unendlichen  Reihen 

avx  -f-  a2arz  -f-  axx%  -f-  -f-  an+\xn'*'x  -f-  .  .  .  .  (1) 

deren  Convergenz  vorausgesetzt  wird,  identisch  sind. 
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Man  erhält  ans  der  «weiten  Reihe  dnrclt  Kitwickeion-  aller 
Glieder: 

6ta?  —  ft,.!'3  -f-  bxx*  — 
'■+•  1>% 


•  •  •  • 


=*=#»„   lft  wr"+i=f:  


•  •  . 


(3) 


-f"  »»— jAi— 1 

"+• —  ... 

Folglich  durch  Vergleichung  mit(l) 

b\  =  =     -f-«2>  £a=2£t  —  ^,-r-flr„. .'.  u.  s.  f. 

Diess  scheint  auf  folgendes  Gesetz  zu  deuten: 
Ä«=(»—l)o«,-M*— l)1*a4-(»--l),«,-f-....4-(»—  l)n~iflrÄ.  (4) 

Wir  wollen  nun  annehmen,  dass  diese  Relation  für  diesen  und 
alle  vorhergehenden  Koeffizienten  richtig  sei  und  dann  den  folgen, 
den  Koeffizienten  daraus  ableiten.    Durch  Vergleichung  der 

allgemeinen  Glieder  von  (1)  und  (3)  erhält  mau  sogleich: 

=  —  *„-2<&*-i  -f-  nn-^n-2  —  4-  «r«+i. 

Folglich  ,  wenn  wir  jeden  der  Koeffizienten  l>n>  4*-t, . . .  aus  der 
Formel  (4)  bestimmen: 


—  *n-2[(»  —  2)0a,  -+-(»  —  2) i -f-  (»  —  2)aurg  -h  J 

H"  —  3j0«,  +  (»  —  3)1Äa  -f-  (»  —  3)aa,      . . .  ] 


oder,  wenn  wir  diese  Reihen  in  vertikaler  Richtung  summiren: 

£„+1  =  —  1)0  —  nn-^n  —  2)0  H-  #•„_,(#•  —  3)0~  |*t 

^  1).  -  »*~a(»  —  2),     »,_,(,•  -  3) ,  —  .  v 
-+-  [*n~i(n  —  1),  -  *„_.,(,•  —  2),     «^(jf  —  3),  —  . . .  ]at 


"+■  *n+l 

Da  iiun  =  #»„_2  =  "a ,  . . .  ist,  so  lässt  sich  jede  der  ein 
geklammerten  Reihen  nach  der  bekannten  Formel 
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nr  =  nl(n—\Jr  —  tt2(n  —  2)r  +  M,(n  —  Z)r—  .  .  . 
summiren,  indem  man  r  =  0,  1,  2,  .  .  setzt.    So  hat  man 

=  »o<*i  -f-  »i»»   ■+"  »**#H-1.    (5)  *) 

Diess  ist  aber  ganz  das  nämliche  Gesetz,  wie  das  in  (4)  ausge- 
sprochene. Es  gilt  daher  dasselbe  für  £*h-i«  wenn  es  für  6l9 
6ti  .  .  .  bn  richtig  war;  d.  h.  allgemein,  da  es  für  n  =  1  gilt. 

Diese  schon  für  sich  bemerkenswerthe  Transformation  einer 
Reihe  lässt  eine  fruchtbare  Anwendung  auf  die  Entwicklung  ver- 
schiedener Eigenschaften  der  Binomiatkoeftizienten  zu.  Kann  man 
nämlich  unabhängig  von  diesem  Theoreme  irgend  eine  Funktion 
in» zwei  Reihen  von  den  Formen  (1)  und  (2)  entwickeln,  so  kennt 
man  die  Koeffizienten  <ar2, .  . .  und  bn+.\.  Da  diese  zugleich 
die  Gleichung  (5)  erfüllen  müssen,  so  giebt  diese  eine  Eigenschaft 
der  Binomialkoeffizienten  eines  positiven  ganzen  Exponenten.  Da- 
von einige  Beispiele.  ,  > 

II.    Es  ist  identisch   l  +  .r  =  (l — T^a)  folgHch 

^r(H-A')-s  =  (l  —  nj~^)_if^r^5  »lso  weno  man  beide  Binome 
entwickelt: 


i 


1.3.5.:..  (2/1  —  1),    .r  \ 
•  •  '  •  +  "2.4.6  (2«)  +  •  -  •  J 

Es  sind  daher  die  Koeffizienten 


:  I  .il:. 


1  .  3  .5«.  .  (2w— 1)  -  J_  1.3 

6„+l=  2  4  ft  (2ä)  ,«,  —  1,       — —  2'  "*=2.4» 


1.3.5 
—  "2.4.6'- 


und  nach.  (5) 

1.3.5...««»  (2/t  _  _  -  ,  _ 

2.4.6.«.«  (2«)  — w°      2W»~I~2.4W*      2  .  4  .  6W» 


1.3.5  (2*-!)  _  J_  1  . 3         1-3..  5      ,  >ft 


1 

1U.    Aus  der  identischen  Gleichung  =  1  —  folgt 

Lo&  nr^==~"Ij0ff  (l+^)=Lofir  (! — njr^)  und  durch  bei- 
derseitige Entwickelung: 


•)  Dieses  Theorem  wurde  mir  ohne  Beweis  von  Herrn  Professor  Kunze 
zu  Weimar  witgetheilt. 
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,\  -4-  X         1  y  1  -4-  J? 


1 


.  •  •  • 


also: 


_1.  J_  1 

"J»  *i  —  —      2  1  Ä*  —  3  *  a*  —  —  T*  '  '  '  ' 


nnd  nach  (5) 


2 

2», 


Diese  schon  bekannte  Eigenschaft  der  Binomialjiorfilzienten  findet 
sich  gewöhnlich  mit  bei  der  Integration  logari Mimischer  Dillereo- 
ziale.  Will  man  einmal  bihere  Analyais  zulassen,  so  kann  man 
alle  hier  entwickelten  Formeln  sehr  kurz  mittelst  bestimmter  Inte- 
grale ableite«,  auf  welchem  Wege  sie  auch  gelegentlich  gefunden 
werden.  • 

IV.  Eine  andere  ähnlich  gebildete  Relation  beruht  auf  der 
Summe  der 


*s x -  (1  -  4>**  +  (l  -  \  +  T>*' 


•  •  •> 


1 


—  1. 


(8) 


Um  dieses  8  zu  finden  multipliziren  wir  die  Reihe  mit  1 -+-*:,  und 
erhalten  so: 


i 


•  -d— 5") 


 .IT 

1 


3 


=  -Log  (1-ar) 


—  Lop;  (1  —  ar) 


l-f.  jp 

Eio  zweiter  Ausdruck  für  dieses  S  findet  sich  so.    Es  ist 

-Log  (l-ar)  =  Log  (1  -i~)-Log 
folglich,  wenn  man  noch  mit  l-f-.r  dnidirt  and  die 


2\r  1 
3 


IffllCll, 
Reihen 
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Multiplizirt  man  noch  beide  Werthe  von  S  mit  a?,  so  kommt: 

*•  -  (1  -  j)*'  +  (1  -  i  -H  +  T  -iVr' H 

_ 2-l,_£_  %      2»-l     .r  2°-!/  * 



Es  sind  dalier  die  Koeffizienten : 

.  .  .  .       --  -~  •  r.  -         I  - -  '^zr  m-k*\ 

2»  —  ]  1  *  H  1  1 

W=—  ~  *«=°.  "s=-0~  2),  a4=(l-T  +  T),... 

und  / ^ 

M  ]  .»  •      ,  -t  .  v  

2«  j  j  j         j  '  l      \\  K 

— -  =  »,-(i-j)*I  +  (i-i+T)»1 

i):iiiv::;ti'                    Iii  1 
-i  (1  TT  ~i~  ~3   J 

.  -  ,  — -w  .tu.;  i>'.*'       ..in'--         • .»  « • .i  •  Vi« 

V.  Ein  Paar  andere  Relationen  ergeben  sich  aus  den  beiden 
bekannten  Reihen: 

1           1  1 
*  Arctans  =  a2 — y*4  6  —  y* 1   (10) 

»  Arctan,  =  (j^)  +  -fr^)'  + f^j^i)'  +  j 

^  2.4.6...  (2m)         x1  ( 

Nehmen  wir  zuerst  x2  =  a?,  so  folgt 

—  y.TT2  -4-  y.r J  —  -+-  


-H  .x  «>  .  5  J  -f- 

2.4.6  (2rc)      ,  x 


«4-1 


'*••■»  3.5.7  (2»-f-  1)  VI-+-^ 

also- 

2.4.6....(2w)         _   -  J_   1_  1 

UDd  K      I.-.  ■ 

2.4.6  (2*t)    _  Jl  Jj_  1 

3  . 5  .  7  ....  (2a  +  1)      *°  "~  5*»~~T*>   l1** 

VI.   Nehmen  wir  dagegen  =  — ^r,  also  **  =  — 

so  vertauschen  (10)  und  (11)  ihre  Rollen  und  es  wird: 


2    _      2  .4    -     2.4.6  . .  •  • 


1 ' . 


>  ■ 
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^    i  2  2.4 


S  .  9»  •  '  ' 


1  ^       ._2»4  2.4,6 


(13) 


was  utan  als  die  Umkehrung  der  vorbergehen/len  Formel  an 
sehen  kann. 


XJL. 

Berechnung  des  Wheatstone  sehen  Versuches 
zur  Bestimmung  der  Fortpflanzungsgeschwin- 
digkeit des  electrischen  Lichtes. 

Von 

i       *  .  ►  B 

Herrn  J.  Fle&ch 

Lehrer  der  Mathem.  und  der  Naturwissensch,  an  der  Realschule  zu  Düsseldorf. 


1. 


Eine  breite  Metallplatte,  in  Form  eines  Parallepipedon,  mit  zwei 
polirten  Grenzebenen  bewege  sieb  um  eine  vertikale  Acbse,  welche 
die  Platte  in  der  Mitte  ihrer  Dicke,  den  vier  vertikalen  Seitenflächen 
parallel,  durchsetze.  A  (Tat*.  V.  Fig.  6.)  sei  ein  leuchtender  Punkt, 
A 0  =  a  seine  Entfernung  von  der  Drehungsachse,  die  in  O  auf 
der  Ebene  der  Figur  senkrecht  stehe;  OS  der  Durchschnitt  des 
Metall  -Doppelspiegels  mit  einer  den  leuchtenden  Punkt  enthalten- 
den Horizontalebenc ;  A'  und  A"  die  Bilder  des  leuchtenden  Punk- 
tes für  die  Lagen  des  Spiegels  0&  und  OS"\  es  sei  ferner  der 
«Drehungswinkel  des  Spiegels  S'OS"=a.  Dann  ist  aueb  A'AA"=a. 
und  Ap==ß  eps  «;  folglich  AA"=z2a  cos  a$  mitbin  ist 

rtssta  cos  «  . . .  (I.) 

die  Polargleichung  der  Kurve,  welche  das  Bild  des  leuchtenden 
Punktes  beschreibt,  «ler  Pol  derselben  der  leuchtende  Punkt  selbst. 
Auf  rechtwinklige  Coordinaten  vom  Anfangspunkt  A  und  der  Ab- 
scissenachse  AO  bezogen  nimmt  dieselbe  die  Gestalt 

29* 
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»  » 

y»  =  2aa:  —  sc*  (II.) 

an,  stellt  also  einen  Kreis  dar,  dessen  Radius  a  ist.  Jeder  Punkt 
einer  leuchtenden  Linie  wird  also  bei  der  Umdrehung  eines  ebenen 
Spieeeis  um  eine  durch  seine  Mitte  gehende  Achse  einen  Kreis 
beschreiben,  dessen  Radius  gleich  ist  der  Entfernung  des  Punktes 
von  der  Rotationsachse.  Ist  die  leuchtende  Linie  eine  Grade  und 
parallel  der  I5mdrehungsachse  des  Doppelspiegels,  so  ist  die  von 
ihrem  Bilde  beschriebene  Fläche  ein  senkrechter  Cylinder,  .dessen 
Basis  ein  Kreis#ist,  der  als  Radius  die  Entfernung  irgend  eines 
leuchtenden  Punktes  von  der  Umdrehungsachse  und  zur  Höhe  die 
Länge  der  Lichtlinie  selbst  hat.  Das  Bild  dieser  Linie  durchstreicht 
nach  und  nach  alle  Seiten  der  Cvlinderfläche.  Geschieht  die  Be- 
wegung des  Spiegels  so  schnell,  dass  zu  einer  ganzen  Umdrehung 
höchstens  so  viel  Zeit  erfordert  wird,  als  der  Lichteindruck  auf 
der  Netzhaut  des  Auges  andauert:  so  sehen  wir  auf  einmal  alle 
Cylinderseiten,  folglich  die  ganze  CylinderfläcUe,  erleuchtet.  Neu* 
nen  wir  das  eben  bezeichnete  Maximum  der  ürndrehungszeit  so 
werden  wir  für  die  Umdrehungszeit  nt  nur  den  «ten  Theil  der 

fanzen  Cyli uderfläche  erleuchtet  sehen ,  welcher  über  die  ideale 
lache  eine  progressive  Bewegung  hat.  Wäre  die  Empfinduog 
des  Lichtein  druck  es  im  Momente  des  Entstehens  augenblicklich 
auch  wieder  verschwunden,  so  würden  wir  bei  jeder  beliebig  schnel- 
len Bewegung  des  Spiegels  immer  nur  eine  leuchtende  Seite  der 
Cylinderfläche  wahrnehmen. 

2.  ' 

Es  sei  nun  (Taf.  V.  Fig.  7.)  AB  •=.  a  der  von  dem  leuchten- 
den Punkt  zu  durchlaufende  Weg,  r  dessen  Geschwindigkeit,  t 
die  Zeitdauer  des  Lichteindruckes;  dann  ist  AM z=.  vf  der  Weg, 
den  der  leuchtende  Punkt  in  der  Zeit  f  durchläuft;  wenn  derselbe 
also  in  M  anlangt,  erlischt  sein  Eindruck,  rn  A  und  die  leuchtende 
Linienlänge  AM=v$'  scheint  sich  jetzt  mit  der  Geschwindigkeit 
v  längs  All  nach  B  hin  zu  bewegen;  denn  nach  einer  gewissen 
Zeit  $  hat  der  Punkt  A  den  Weg  vi  zurückgelegt  nnd  das  vom 
Punkte  A  angerechnete,  schon  erloschene  Stuck  der  leuchtenden 
Linie  beträgt  offenbar  (/ — t)v;  folglich  ist 

vi  —  (/  —  ?)vz=pf 

die  übrig  bleibende  leuchtende  Linienlänge,  also  unabhängig  tob 
/.  Für 

ist  dieselbe  auch  =0,  nnd  der  leuchtende  Punkt  scheint  sich  also 
mit  der  Geschwindigkeit  r,  ohne  eine  Spur  zu  hinterlassen,  Ton  A 
nach  B  hin  zu  bewegen.    Es  sei  nun 

und  e  die  Hotationsgeschwindigkeit  des  Spiegels:  dann  hat  nach 
einer  gewissen  Zeit  i  der  leuchtende  Punkt  den  Weg 

AM=t* 

und  der  Spiegel  den  Bogen  • 

MJV=za 
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beschrieben;  folglich  scheint  der  leuchtende  Punkt  durch  die  Be- 
wegung des  Spiegels  statt  in  M  in  N  sich  zu  befinden  und  den 
Weg  AN  durchlaufen  zu  haben,  während  er  doch  wirklich  den 
Weg  AM  zurückgelegt  hat.  Seine  scheinbare  Geschwindigkeit 
auf  dem  Wege  AP  zur  wahren  Geschwindigkeit  auf  dem  eigent- 
lich durchlaufenen  Wege  AB  verhält  sich  wie 

•     "   OH) 


ist  also  grösser  geworden. 
Ist  nun  aber 


dauert  also  der  Lichteindruck  eine  Zeit  lang  fort,  so  erscheint  z.  B. 
wenn  der  leuchtende  Punkt  in  M  anlangt,  sein  Bild  in  N.  Nun 
dauert  aber  der  Lichteindruck  in  A  während  t?  Sekunden  fort  ;  der 
Spiegel  beschreibt  während  dieser  Zeit  den  Bogen  cf,  folglich  be- 
schreibt auch  das  Bild  des  leuchtenden  Punktes  M  von  N  aus 
einen  gleichen  Bogen  cf.  Der  leuchtende  Lichtweg,  welcher  für 
t*=zO  eine  blosse  Linie  AP  ist,  wird  also  für  ein  Paralle- 

logramm sein,  dessen  andere  Dimension  folglich'  et,  gleich  dem 
Produkte  der  Rotationsgeschwindigkeit  in  die  Zeitdauer  des  Licht- 
eindruckes ist;  also  unabhängig  von  f. 

Ks  sei  nun  «  der  Winkel,  um  welchen  das  Bild  der  leuchten- 
den Linie  von  der  vertikalen  Lage  abgelenkt  erscheint;  dann  ist 
offenbar 

c=.v  tang  a  (IV.) 

und  hieraus  ergiebt  sich  die  Geschwindigkeit  des  leuchtenden 
Punktes 


tang  er 


. . . .  (V.) 


Macht  z.  B.  der  Doppelspiegel  in  1  Sekunde  u  Rotationen,  so  wird 
das  Bild  eines  leuchtenden  Punktes  in  derselben  Zeit  %m  Kreisum- 
fange durchlaufen;  ist  der  Radius  des  Kreises  =r,  so  ist  also  der 
in  1  Secunde  von  dem  Bilde  des  leuchtenden  Punktes  beschrie- 
bene Weg 


und  dieser  Werth,  iu  die  Formel  (V.)  substituirt,  gibt 

f>=-  ....  (VI.)  - 

3. 

Aus  dieser  Gleichung  geht  hervor,  duss  unter  übrigens  gleichen 
Umständen  die  zu  bestimmende  Geschwindigkeit  des  leuchtenden 
Punktes  um  so  grösser  ist,  je  weniger  sich  das  Bild  seines  Licht- 
weges von  der  vertikalen  Lage  entfernt.  Bliebe  letzteres  bei  jeder 
beliebig  grossen  Rotationsgescbwtndigkeit  des  Metallspiegels  und 
jeder  möglichen  Entfernung  der  leuchtenden  Linie  von  der  Um- 
drehungsachse  stets  senkrecht,  so  könnte  die  gesuchte  Geschwin- 
digkeit nur  unendlich  gross  sein.   Da  Aber  eine  absolut  unendliche 
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Geschwindigkeit  in  der  Natur  kaum  denkbar  ist,  so  muss  in  jedem 
besonder»  Falle  eine,  wenngleich  für  unser  Auge  selbst  nicht  wahr- 
nehmbare und  für  unsere  Instrumente  nicht  messbare,  Abweichung  des 
leuchtenden  Bildes  von  der  normalen  Lage  notnwendig  vorhanden 
sein;  und  es  wird  nunmehr  blos  darauf  ankommen,  durch  eine  ge- 
schickte Wühl  der  bedingenden  Umstände  dieselbe  möglichst  gross 
zu  machen.  Dieses  erreicht  man  aber  in  vorliegendem  Falle,  wie 
Formel  (VI.)  zeigt,  wenn  man  n  und  r,  d.  b.  die  Umdrehungsge- 
schwindigkeit des  Stiegels  und  die  Entfernung  der  leuchtenden 
Linie  von  der  Rotationsachse  so  gross  nimmt,  als  es  angeht.  Will 
es  aber  dennoch  nicht  gelingen,  eine  merkliche  Abweichung  des 
Bildes  von  der  vertikalen  Lage  mit  Bestimmtheit  nachzuweisen, 
und  weiss  man  ausserdem ,  das 3  eio  gewisser  Deklinationswinkel 
w  den  Messungen  nicht  entgehen  könnte:  so  hat  man  wenigstens 
ein  Maximum ,  welches  die  wirklich,  vorhandene  Abweichung  nicht 
erreicht,  und  hieraus  ergiebt  sich  mittelst  der  Gleichung  (VI.) 
ein  Minimum,  welches  die* verlangte  Geschwindigkeit  nothwendig 
übertrifft.  Ks  ist  dieses  dasselbe  Verfahren ,  wozu  man,  bei  Unter- 
suchung der  Phänomene  der  Natur  so  oft  seine  Zuflucht  nimmt, 
wenn  direktere  Wege  noch  nicht  zu  Gebote  stehen,  so  z.  B.  bei 
Bestimmung  der  Parallaxe  und  Entfernung  der  Fixsterne. 

4. 

Bekanntlich  hat  Wheatstone,  dem  wir  so  manche  sinnreiche 
Versuche  im  Gebiete  der  Naturwissenschaften  verdanken,  die  im 
Vorhergehenden  besprochene  Idee  zuerst  angeregt  und  zur  Bestim- 
mung der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Klectricität  benutzt. 
Denkt  man  sich  nämlich  die  Lichttime  AB  (Art.  2.)  erzeugt  durch 
einen  elektrischen  Funken,  der  zwischen  zwei  senkrecht  über  ein- 
ander liegenden  Metallkugeln  von  A  nach  B  überspringt,  lässt  je- 
doch im  Uebrigen  Alles  ungeändert  und  giebt  nun  jeder  der  bei- 
den Kugeln  eine  Entfernung  r=4  Meter  von  der  Umdrehuogsacbse 
und  dem  Doppelspiegel  eine  Geschwindigkeit  von  «  =  50  Rotatio- 
nen während  1  Zeitsekunde:  so  ist  also 

\nnr  800.3,1415926 
taug  «  tang  « 

Der  Winkel  o  der  Abweichung  des  leuchtenden  Bildes  von  der 
vertikalen  Lage  ist  durch  direkte  Messung  zu  ermitteln.  Hier  fol- 
gen einige  correspondirende  Werthe  von  a  und  v. 

Für  a  =  3C  ist  nämlich  r  =      38  geographische  Meilen 


a  =  2<r*  - 

r=  58 

• 

o=10'  - 

r=  116 

o  =  5'  - 

r=  211 

— 

0  =  V  - 

t>=  1164 

— 

0  =  30"  - 

r=  2328 

- 

or=10"  - 

tf=  69S0 

0=  1"  - 

v  =  69800 

die  geographische  Meile  su  7420  Meter  gerechnet    Dieses  ist  Rc- 


•  1 

Digitized  by  Google 


443 

sultat  der  Rechnung;  der  Versuch  aber  zeigt  unter  den  angeführ- 
ten Bedingungen  das  Bild  der  leuchtenden  Linie  vollkommen  ver- 
tikal, was  uns  also  zu  dem  Schlüsse  berechtigt,  dass  die  Ge-' 
schwindigkeit  des  elektrischen  Lichtes  ausserordentlich  gross  sein 
müsse,  so  dass  wir  auf  diesem  Wege  nicht  im  Stande  zu  sein  schei- 
nen, dieselbe  numerisch  zu  bestimmen.  Wheatstone  hat  deshalb 
diesen  Versuch  dahin  abgeändert,  dass  er  dem  oben  beschriebenen 
Spiegelapparate  6  gif  ich  grosse,  auf  derselben  Vertikallinie  befind- 
liehe,  Metallkugeln  gegenüberstellt  (Taf.  V.  Fig.  8.),  von  denen 
die  erste  a  mit  der. äusseren  Belegung  eines  geladenen  Condensa- 
tors,  z.  B.  einer  Leidener  Flasche,  die  beideu  folgenden  b  und  c, 
so  wie  d  und  ey  aber  durch  2  Nessingdräbte  von  gleicher  und  mög- 
lichst bedeutender  Länge  mit  einander  verbunden  sind.  In  dem 
Augenblicke,  nun,  wo  man.  die  Kugel  /mit  der  inneren  Belegung 
der  Flasche  in  Verbindung  setzt,  zeigen  sich  3  elektrische  Funken, 
welche  von  a  nach  6,  von  c  nach  d  und  von  e  nach  f  übersprin- 
gen. Jeder  derselben  bildet  eine  senkrechte  Lichtlinie,  deren  Bild 
vollkommen  vertikal  erscheint.  Das  Auge  erkennt  die  3  Funken 
als  gleichzeitige,  aber  der  Spiegel  zeigt  durch  Reflexion  die  Bilder 
der  beiden  äusseren  in  derselben  Vertikallinic,  das  Bild  des  mittle- 
ren hingegen  merklich  vo*n  dieter  Linie  entfernt.  Hieraus  schlie- 
ssen  wir,  dass  die  beiden  äusseren  Funken  genau  in  demselben 
Augenblicke  überspringen,  der  mittlere  dagegen  um  eine  nicht  zu 
vernachlässigende  Zeitgrösse  gegen  die  andern  verspätet  ist.  Und 
dieser  Zeitraum  ist  offenbar  derselbe,  den  die  Electricität  gebraucht, 
um  einen  der  beiden  Metalldrähte  6gcz=sdAe=sp  Meter  zu  durch- 
laufen. Misst  man  nnu  den  Bogen  cc?=zq  Meter,  den  während 
derselben  Zeit  der  Spiegel  durchlaufen,  so  findet  man  die  gesuchte 
Geschwindigkeit  des  elektrischen  Fluidums  durch  die  Proportion 

v  :  hnnr  =  p\q\ 

folglich  ist 

*  =  ^  Meter.  (VII.) 

q 

Auf  diesem  Wege  fand  Wheatstone,  dass  die  Electricität  auf 
einem  Messingdrahte  von  0,002  Meter  Dicke  mit  einer  Geschwindig- 
keit von  ungefähr  460000000  Meter=62000  geographischen  Meilen 
in  1  Secunde,  also  bei  weitem  schneller  als  das  Licht,  sich  fort- 
pflanze. Man  vergleiche  Lame'  Cours  de  physique  de  l'ecole  poly- 
technique.  717. 

Ich  weiss  nicht,  ob  ich  pnich  täusche;  aber  mir  scheint  dieser 
Versuch  ein  nicht  unwichtiges  Element  zu  Gunsten  der  Symmer'schen 
Hypothese  über  die  Elektricität  zu  enthalten;  denn  die  Gleichzeitig- 
keit der  beideu  äusseren  Funken  und  die  Verspätung  des  mittleren 
gegen  jene,  so  wie  überhaupt  die  Symmetrie  der  Erscheinung,  von 
der  Mitte  aus  betrachtet,  scheinen  auf  zwei  verschiedene,  einander 
gegenseitig  entgegenströmende  und  in  der  Mitte  sich  neutralisirende 
Fluida  hinzudeuten;  —  jedoch  sei  diese  alte  Streitfrage  Männern 
von  gediegenerem  Urtbeil  übergeben. 
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XLI. 

Mathematische  Bemerkungen. 

Voo 

Herrn  J.  Flesch 

Lehrer  der  Matheui.  und  der  Natumissensch.  an  der  Realschule  zu  Düsseldorf. 


Es  seien  a,  b  und  c  die  drei  Seiten  eines  Dreieckes  und  der 
Kürze  halber 

«-f-A-r-f  =  2*, 
so  ist  der  Inhalt  des  Dreieckes 

J=V*{u  —  a)  (u  —  b)  (*-c). 

Bezeichnet  man  nun  die  Radien  derjenigen  drei  Kreise,  von  de- 
nen der  erste  mit  dem  Dreieck  gleichen  Inhalt,  der  andere  gleichen 
Umfang  hat  und  der  dritte  demselben  eingeschrieben  ist,  respective 
durch  r,  g  und  g\  so  hat  man  zur  Bestimmung  dieser  drei  Grössen 
bekanntlich  die  Gleichungen 


V an*  —  «)  (*  —  b)  u 

-c) 

o  =  —  und 

V(m  —  m)  in  —  b)  (m- 

-c) 

■ad  hieraus  folgt 


r==oo' 


Der  Radius  desjenigen  Kreises,  welcher  mit  einem  Dreieck 
gleichen  Inhalt  hat.  ist  also  die  mittlere  geometrische  Proportionale 
zwischen  den  Radien  derjenigen  beiden  lk reise,  Ton  denen  der  eine 
mit  dem  Dreieck  gleichen  Umfang  hat,  der  andere  demselben  ein- 
geschrieben ist.  ■  . 


Es  sei  P  eine  dura  eine  Parallelebene  mit  der  Basis  ab?e- 
stutzte  «seitige  Pyramide.  B  und  b  ihre  Grundflächen  und  ^  ihre 
Hohe,  «•  ist  w 
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- 

P=\\B+b  +  VBl\  (1) 

Denn  zerlegt  man  dieselbe  in  n  dreiseitige  Pyramiden,  so  bat 
man  (Elements  de  geome'trie  par  Legen dre  Ii?.  VI.  prop.  21)  unter 
ähnlichen  Bezeichnungen  folgende  Gleichungen:  , 

p'  =  y|Ä'  H-£'  -+-VTFW\i 

i  y  .  * 

ft'  =  y \B"  -T-  k"  -r-l/B^I,  (2)  3 

P*-h  etc.  =  y  |  etc.)  -+-       ^  etc.) 

.  ^(V^^+V/^H-l/55^+etc.)t  (3) 
Nun  aber  ist  offenbar 

P'-i-p"-*-  p'"  H-  etc.  =r  P 
+  etc.  =  # 

# -f.  4"  4- etc.  =  £ 

folglich  ist 

P^^B^b^^WP^y/WF'^VW^^tt^i  (4) 

*,  « 

Es  muss  also  noch  gezeigt  werden,  dass 
Kßb  =         +  B"'  +  etc.)  (b'     V  +  4"'  -f-  etc.) 

=  -f-  iZ/FZ^-f-  etc.  (5) 

Aber 

y  t=  ~ß7  =  -^7  =  etc.,  mithin  (Archiv.  Th.  I.  S.  292.)  ist  auch  - 

j+j'+r'n  —  y.und 

wenn  man  beiderseits  mit  (b>  -f-  b"     b"'     etc.)*  multiplizirt, 

(^+^+Aw+etc)  (^H-^^^etc.)===y(Ä^-|-^etc.)»;  also 

V(B'+B'>+B"'+ttc.)  (b'+b''+b'»+*tc.)=(V+V'^^tc.fy^ 

=l/W-f- V^T^-f-  iZ/Fä^-h  etc., 

Bs  gilt  also  dieser  merkwürdige  Satz  (1),  welcher  in  den  Lehr- 
büchern der  Geometrie  ffewöhnlicn  nur  für  dreiseitige  Pyramiden 
bewiesen  wird,  für  jede  beliebige  Anzahl  von  Seitenflächen. 
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XLII. 

Ii* 

Miscellen. 


>  ► 


-  • 


,  In  Nr.  446.  der  astronomischen  Nachrichten  hat  Herr 
Thomas  Clausen  eine  sehr  bemerkenswerthe  Auflösung  des  irre- 
duciblen  Falls ,  bei  den  cubiscben  Gleichungen  durch  me  Ketten- 
brüche  gegeben,  welche  ich  im  Folgenden  mittheilen,  und  mit  eini- 
gen zur  strengen  Begründung  dieser  schönen  Methode  mir  nöthig 
scheinenden  Zusätzen  begleiten  werde. 
Die  gegebene  cubische  Gleichung  sei 

wo  a  und  h  positive  Grössen  sind,  und  27£*  <  4»'  ist.  In  diesem 
Falle  hat  die  Gleichung  drei  reelle  Wurzeln,  von  denen  jederzeit 
die  eine  positiv  ist,  die  beiden  andern  negativ  sind,  welches  an 
einfachsten  aus  der  bekannten  Lösung  dieser  Gleichung  durch  die 
goniometrischen  Formeln  erhellet,  welche  wir  daher  hier  im  Kür- 
zen recapituürrn  wollen  °): 

Man  bestimme  den  zwischen  0  und  \n  liegenden  Bogen  9, 
welcher  der  Gleichung 

.  -      cos  9P  =  ^~ 
genügt,  welches  immer  möglich  ist;  dann  sind 

2cos  |y  .  J/y ,  —  2cos  |(tt  -f-  $p)  •  ^/y ,  —  2cos  \(n  —  y) .  J/y 

die  drei  Wurzcio  der  gegebenen  Gleichung. 
Setzt  man  nun  ' 

so  verwandelt  sich  die  gegebene  Gleichung,  wie  man  leicht  findet, 
in  die  folgende: 

V*  —  3y  —  2c  =  0. 
Weil  27£*<4««  ist,  so  ist 

und  folglich  auch 


°)  M.  s.  u.  At  meine  Elemente  der  ebenen,  sphärischen  und  sphä- 
roidischen  Trigonometrie.  Leipsig.  1837.  S.  325. 
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worauf  sich  leicht  ergiebt,  dass  die  Gleichung 

y»  — 3y  — 2c  =  0 

auch  zum  irreduciblen  Falle  gehört,  und  daher  drei  reelle  Wurzeln 
hat,  ton  denen  die  eine  positiv  ist,  die  beiden  andern  negativ  sind, 
welches  übrigens  auch  unmittelbar  aus  iler  Formel 

geschlossen  werden  kann,  da  a:  nur  einen- reellen  positiven  Werth, 
und  zwei  reelle  negative  Wefthe  haben  kann.   Setzt  man  jetzt 


und  führt  dies  in  die  obige  Gleichung  für  yein,  so  erhält  man  .zur 
Bestimmung  von  yx  nach  leichter  Rechnung  die  Gleichung 


oder,  wenn  man 

• 


2 

*  *   :        •   »     i  ■ 


2 


setzt,  die  Gleichung 

yi1  —  3y,  —  ftr,  =0.  • 

Da  nach  dem  Obigen  c<l  ist,  so  ist  offenbar  auch  cx  <1,  und 
die  vorhergehende  Gleichung  gehört  folglich  wieder  zum  irreduci- 
blen Falle,  so  dass  also  auch  yx  drei  reelle  Werthe  hat,  von  denen 
der  eine  jederzeit  positiv  ist,  die  beiden  andern  negativ  sind»  Setzt' 


nun  ferner 


y.  =  i-r-- 


und  führt  dies  in  die  obige  Gleichung  für  yx  ein,  so  erhält  man 
ganz  wie  vorher  zur  Bestimmung  von  y,  die  Gleichung 

oder  Wenn  man 

V     2  ~C* 

setzt,  dfe  Gleichung 

ya'-aV,-2ca  =  0. 

Weil  nach  dem  Vorhergehenden  ct  <  1  ist,  so  ist  offenbar  auch 
c2  <  1,  und  die  vorstehende  Gleichung  gehört  folglich  wieder  zum 
irreduciblen  Falle,  so  dass  also  y,  drei  reelle  Werthe  hat,  von  de- 
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oen  der  eine  positiv  ist,  die  beiden  andern  negativ  sind.  Wie  man 
auf  diese  Art  immer  weiter  gehen  kann  unterliegt  keioem  ff  weif el. 
Setit  man  also 


MM 


U.  I.  w. 


und  lässt  jetzt 


y>  y.»  y»»  y^  —  y* 

die  reellen  positiven  Wurzeln  der  Gleichungen 

y'-3y  —  2c  =  0% 
-Sc,  =0, 

•  y,»-3yf-2c,=0, 

U.  8.  W. 

y„'  —  3y„-2*n  =  0 

'bedeuten,  was  offenbar  verstattet  ist;  so  wt  nach  dem  Vorher- 
gehenden 

,  ,  2c, 

,  2c- 


U.  8.  W. 

y* 1 


1  .  2c" 


folglich 


1  +  ..  2c 


«-1 


y« 
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Weil  nach  dem  Vorhergehenden  <?,,  <?,,  c9%c„  ...cm  und  auch 
«/»,  wie  ^rosB  man  auch  m  aimhmen  mag,  lauter  positive  Grössen 
sind;  so  ist,  wenn  man 

•  1  "f"  •  •  • 

setzt,  nach  der  Theorie  der  Kettenbrüche  y  zwischen  jeden  zwei 
einander  benachbarten  Partialbrüchen  des  Kettenbruchs  auf  der 
rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens  als  Gränzen  enthalten,  und 
dieser  Kettenbruch  kann  also  zur  annähernden  Berechnung  von  y 
sehr  zweckmässig  gebraucht  werden.  Hat  man  aber  auf  diese 
Weise  y  gefdoden,  so  erhält  man  ferner  mittelst  der  Formel 


sehr  leicht  die  reelle  positive  Wurzel,  welche  die  Gleichung 

.r»  —  *.r  — £  =  0 

im  irreduciblen  Falle  jederzeit  haben  muss. 
Zur  Berechnung  der  Zähler  und  Nenner 

»oi  Äi>  **a»  *i>  w4i         •  •  •  • 

des  oben  für  y  gefundenen  Kettenbruchs  hat  man  nach  der  Theorie 
der  Kettenbrücue  bekanntlich  die  folgenden  Formeln: 

mt  =  1  -f- 

mt  ?r  ml  -f-  2c%m0) 

m,  =r  *»,  -f-  2c tm , , 


•  *  t 


m*    "*l  -T-  4w'l) 

SW  j  ^— —  #1  4       |  j  SW  ,  y 

I  . 

U.  8.  W. 

und  •  . 

n0  =  h 

9  I 

»,  =  ftj  +^iS>«, 

»i  =  + 

'   •  ■— »  -i  _ 

*»4  n%  ~t*  ^4*S> 

U.  8.  W. 

Setzt  man  p  i 
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— *i  •  f*»> 

«1,=^,  .2c2  ,2c,  .  f*4, 
«,  =  2c,  .  2c,  .  2c,  ,  2c4  .  f*, 
#»«  =2c,  .2c,  .2c,  .  2c4  .2c,  .  p«, 
**,  =2c,  .2c,  .2c,  .2c4  .2c,  .2c4  . 

n.  s.  w. 

♦  * 

Ho  ist  noch  dem  Vorhergehenden 

•  *  ■ 

«•,=2c,  .2c,  .(M,-T-f*,)> 
«,  =2c,  .  2c,  .  2c,  .  0*, -r- f»4), 
m4=:2et  .  2c,  .  2c,  .  2c4  .  (/*4-f-f*,), 
»»,=2^,  .  2c,  .2c,  .2c4.2c,  .(/*«+/*•)» 

U.  f.  w. 

und  folglich,  wenn  man  diese  Ausdrücke  von  *»,,  mt ,  «i4,  . 
mit  den  vorhergehenden  Ausdrücken  derselben  Grossen  vergleicht, 
offenbar:  .  . ,  n 

2c,  .fi4r=r^,-f-^„ 

2c4.>,=f*,-f-f*4, 
2c4  .  fl%  :=/*4  ~T" ^sj 
2c.  .  f*7  =  fi, -f- 
u.  s.  w. 


folglich 


»—     2c4  » 


:    .  *  w 

/*t  —     2c,  ' 


U.  S.  W.  '  -1 


Weil  nach  dem  Obigen  offenbar 


f**a=2c».gc, 

;        •  ■ 


ist;  so  ist,  wenn  man  f*0 ^=0,  f*,  ==  1  setzt, 

***  =    27,    »  —2^- 
Setzt  man  auf  ähnliche  Art 
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äq  — — —  2c  i  * 

ff,  =2ci  .  2c, 

fl,  ^  2c t  .  2c,  .  2c,  .  f4^ 
»,  =2c,  .2c,  .  2c,  .2c4  . 

ifg  — ^  2^ j  .  2c2  .  2cj  «  2c  ^  .  2c?|  •  2ct  •  yTi 

II.  8.  W. 

4 

so  ist  nach  dem  Obigen  • 

i»,=2cl  ,  2c,  .(v, 

«,  =2cx  .2c,  ,2c,  .{v,4-v4), 

ff4  =  2cI  ,2c,  .2c,  .  2c4  .  (v,-*-v6), 

»«  =20,  .  2ct  .2c,  .2c4  ,2c,  .(y,-*-*,), 

•    i ■    *     4    <  i  i'i  i 

«.  8.  W. 


and  folglich 


also 


2c,  .  V4  — -  V%  -|-  r,, 

2c4  .  =ya  •+•»'4» 
2c,  .?«  =  v4  -f-v,, 
2c,  .v7=v, 

O.  8.  W. 


2c« 
u^s.  w. 

Weil  nach  dem  Obigeo  offenbar 


i  v 


1 


»  —  2c/  r«-^2c1.2c, 
ist;  so  ist,  wenn  man  y0=l,  i%  =0  setzt, 

r»  —    2c,    '  V«  —    2c,  * 
Ueberhaupt  bat  man  also  zur  Berechnung  der  Grössen 

f*o>  >i,  M*>  /*a,7*4,  /*s,  ; 

y0J   ^t»  V*>  •  •  •  • 

die  folgenden  Aasdrücke: 
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—    2ex    9  y*  —    2c,  ' 


 hi+Pi    „   ya  -H  yi , 


2c,  2c,  ' 


^»  —     2c4    »  v»  —    2c4  > 

^fl-—    2c,    »  2c«  » 

U.  8.  w.  u.  s.  w. 

Hat  man  auf  diese  Weise  die  in  Rede  stehenden  Grössen  berech- 
net, so  sind  die  Partialbrüche  des  oben  für  y  gefundenen  Ketten- 
bruchs offenbar  nach  der  Reihe: 


df»   f**   /*•  f** 

»        »         »    ~~  n    — «  •  •  •  •  • 

v2    yM    y4'  vt% 

Clausen  hat  seine  Methode  erläutert  und  ihre  Zweckmässigkeit 
nachgewiesen  an 'dem  aus  dem  Mathematischen  Wörterbuche. 
Thl.  1.  S.  390.  entlehnten  Beispiele 

—  2100  sc  —  24000  =s  0, 

wobei  wir  jedoch  hier  nicht  länger  verweilen  wollen,  da  die  Rech- 
nung nach  den  obigen  Formeln  keine  Schwierigkeit  hat. 

Nach  dem  Obigen  sind  die  Grössen  c,  c,,  c3,  c,,  c4,  . . . . 
sämmtlich  kleiner  als   die  Einheit.    Leichtskann  man  aber  auch 


zeigen,  dass  dieselben  fortwährend  wachsen,  und  sich  daher  der 
Einheit  immer  mehr  und  mehr  nähern.   Es  ist  nämlich  überhaupt 

und  folglich   , 

Cn+l  .   .  \/l±Cn  ,  1 

Cn  V     2c„*    ~~  V  2Cn  2c«»' 

# 

Weil  nun  c»-<l,  also  auch  c„2<;l  ist,  so  ist  2c««<2>  so  wie 
2c„*<2,  und  folglich 

2c*       2*  2c**  ^  2' 
also    . 

2c„       3«»*  <*  >  V  2cn       2cV  ^  ' 
d.  i.  nach  dem  Vorhergehenden 

c«+i 


F    1  oder  c*+i;>c„, 


wie  behauptet  wurde.  O. 

j  .   •     •    ♦ .        .....  /■«. 
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Kucyclopädische  Uebersicht  der  Mathematik  nach 
Begriff,  Methode,  Nutzen,  Eintheilung  und  Lebrvor- 
trag  derselben.  Von  Dr.  Joh.  Jos.  Ign.  Hoffmann.  Frank- 
furt a.  M.  1841.   8.   8  ggr. 

Ueber  den  mathematischen  Unterricht  in  Real-Scbu- 
I e ii  von  J.  A.  Pflanz.   Stuttgart.  1841.   8.    6  ggr. 


Systeme,  Lehr-  und  Wörterbücher. 


Lehrbuch  der  Mathematik  für  Gymnasien  von  Carl 
Gustav  Wunder,  Prof.  an  der  Königlichen  Landesschule 
St.  Afra  in  Meissen.  Vierter  Thcil.  Die  Stereometrie, 
ebene  und  sphärische  Trigonometrie  und  die  Lehre  von 
den  Kegelschnitten.  Mit  eilf  Figurentafeln.  Leipzig. 
1841.   8.  2Thlr. 

Mit  diesem  vierten  Theile  ist  dieses  Werk,  welches  wir  für 
eins  der  gründlichsten  und  vollständigsten  der  in  neuerer  Zeit  er- 
schienenen Lehrbücher  der  Elementar -Mathematik  halten,  beendigt. 
Ueber  die  Art,  wie  dasselbe  bei'm  Unterrichte  auf  Schulen  mit  dem 
meisten  Erfolg  zu  gebrauchen  ist,  hat  sich  der  Herr  Vf.  in  den 
Vorreden  zu  den  verschiedenen  Theilen  mit  vollkommener  Deut- 
lichkeit ausgesprochen,  und  dadurch  selbst  am  besten  die  Zweck- 
mässigkeit seines  ganzen  Plans  den  Lesern  vor  die  Augen  geführt. 
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Der  vorliegende  vierte  Theil  enthält  manches  Eigentümliche,  wie 
a.  H.  eiuen  allgeiueiueu  Beweis  der  bekannten  Ausdrucke  für 
sin  (uzt^f)  uud  cos  (azfcp?),  Einiges  in  der  Behandlung*  der  Ku- 

feldreiecke,  in  der  auarvttschcu  Darstellung  der  Lehre  von  den 
.iuien  des  iweiteu  Grades,  u.  &  w.  In  der  Trigonometrie  nament- 
lich siud  die  den  verschiedenen  Aufgaben  beigefügten  rollständig 
ausgerechneten  Beispiele  eiue  sehr  zweckmässig*  Zugabe  und  ge- 
währen jedenfalls  dem  Lehrer  grosse  Erleichterung  bei'm  Unter- 
richte. Auch  hat  der  Herr  Vf.  aberaJL  wo  es  die  Natur  des  Ge- 
genstandes gestaltete.,  die  Anwendungen*  weiche  sich  ron  den  vor- 
getrageaea  theoretischen  Lehren  machen  lassen,  besonders  berück- 
sichtigt wefchfc*  der  Belebung  des  Vortragt  uati  der  Erhöhung  des 
Interesses  der  Schuler  an  dem  mathematischen  Cnterrichte  nicht 
auders  als  äusserst  forderlich  sein  kann.  Gates  Panier  und  deut- 
licher Druck  dieuen  dem  Ü  jehe  ehent»jlLs  ^ehr  zur  Empfehlung. 

Vollständiger  Lehrkurs  der  reinen  Mathematik  von 

L.  B.  Kraoeoeur.  \ach  der  viertea  verhesserten  n4  ver- 
mehrten DrigiuaUAusgrabe  ans  «fem  Französischen 
ubersetzt«  mit  Anmerkungen  und  Zusätzen  versehen, 
\  ou  Dr.  K.  KuIjk  Lehrer  der  Mach,  und  Phrsik  au  der 
hohem  t»e  w  er  bsc  h  ule  m  Darmstadt.  Ersten  Bandes 
erstes  Kuck.  Die  Arithmetik«  Erscen  Sandes  aweites 
Buch.  Die  niedere  Algebra.  Krstnn  Bandes  drittes  Buch. 
Die  bleineutar-hieomecrie.  Krscen  Bandes  vierten  Ruch. 
Die  analytische  Geometrie  in  der  Eben«.  ^wetten  Ban- 
des erstes  Buch.  Ute  höhere  Algebra.  Bern.  Char  und 
Leipzig.  18^9— ICiviL 

r/ruueoeur X  Werk.  Uber  die  «resaium  cn  reine  Mathematik,  ist  in 
Deutschland  hinreichend  bekannt  and  in  Frankreich,  wegen  seiner 
Deutlichkeit  uud  V ollstaudigkeit  sehr  beliebt,  wovon  schon  die  wie- 
dvrbolleo  Antiaren  desselben  Tuureidieud  zeugen.  Seine  Uebertra- 
uuug  iu's.  Deutsche«  wenn  wir  dieselbe  aueli  nicht  gerade  trar  ein 
Bvdui  tuuss  halten  kouueu,  ersehe* n<  doch»  wie  auch  der  Herr  Ceber- 
xetaer  iu  der  Vorrede  beuterkr,  dadurch  ^rechtfertigt,  weil  wir  an 
Deutschen  ua*urs  Wissens,  ketn  Werk  besitzen,  in  wr«iohem  sich 
die  s^c;sauiuue  rvtuc  Maineotaztk  von  ihren  niedrigsten  bis  zu  ihren 
hocUAicu  Thcilcu  in  ctuem  systematische  a  Zusammen  hange,  wie 
dies,  m  dem  Werke  vau  broncoenr  versuche  worden  ist,  dargestellt 
ttudel.  Wir  glauben  daher,  duss  in  ausser  Beziehung  die  verlie- 
rende liebcf*vUuu£,  welche  ai»  solche  nichts  zn  wünschen  uWig 
tu  Iuaacu  ^heuu»  der  trauzustscüea  Sprache  unmündigen  Lesern 
cttvutiAvht  uuU  augeuchia  se*u  wirti.  ins  Eauelne  einicugeiicn, 
ict bietet  uus»  hier  ua  so  anrhr  die  Kescurankihet*  den-  Raums«  je 
iui  Ii:  \wr  uu^  \uruus4U»etzeu  berechtigt  miten«  <iass  das  Original 
uiuh  iu  Deutscblaud  laugst  htnrvicWu4  bekannt  iui.  Der  Herr 
liubei^cucr  wird  ^«u.i*s  tTucü  die  uoch  uUtigeu«  die  heuere  Aoulv- 
•-i.s  licticiteuueu  l  heile  b«i4U  rolgen  lassen. 

Ldn  lturh  der  Mathematik  » »d  Physik  für  Staats« 
uuil  luudu  i!  t  liM-iuiUticiio  i.>'h  riiüsEx  i  t  e  n  und  Käme- 
i  >!i\h  '»  ü  ho i  Ji.»  viiu  J.  \.  (.runerc.  Zweiter  Theil. 
rt^.-«ie    V  ht  h   i  i  u  ug.    Geodäsie  >»der  .iie  Lehre  ron  Auf- 


nehmen,  das  Nivelliren  und  die  Mark sclieidek on st.  Leip- 
zig. 1812.  8. 

S.  Praktische  Geometrie. 

Handbuch  der  Arithmetik,  Geometrie,  Stereometrie, 
Trigonometrie  und  deren  praktische  Anwendung  für 
Forstmänner,  Militärs,  Beamte,  Geometcr  und  Alle, 
welche  sich  in  dieser  Wissenschaft  selbst  unterrichten 
wollen,  von  Peter  Reber.  I.  Abtheilung  enthält:  die 
reine  und  angewandte  Arithmetik.  Kempten.  1841.  8. 
1  Thlr.  8  ggr. 

Katzfey:  Lehrbuch  der  Mathematik  für  Gymnasien.  Köln. 
\  Thlr. 


Arithmetik. 


Ernst  Gottfried  Fischer's  Lehrbuch  der  Arithmetik 
für  Schulen.  Zweite  Auflage.  Bearbeitet  von  B.  F. 
August.  Leipzig.  1842.  8.  1  Thlr.  (Lehrbuch  der  Eie- 
rn cntar-Mathematik  zum  Gebrauch  in  den  oberen  Klas- 
sen gelehrter  Schulen  nebst  Anhängen  und  Anmerkun- 
gen für  solche,  welche  üb,er  die  Gränzen  des  Schulun- 
terrichts hinausgehen  wollen.  Von  E.  G.  Fischer.  Zwei- 
ter Theil.) 

Der  verdiente  Herr  Herausgeber  der  zweiten  Auflage  des  zwei- 
ten Theils  dieses  vorzüglichen  mathematischen  Lehrbuchs  sagt  in 
der  Vorrede  über  seinen  Antheil  an  dieser  neuen  Auflage:  „Das 
„Buch  hat  durch  engern  Druck  und  Auslassung  unwesentlicher 
„Sätze,  die  durch  andere  kürzer  gefasste  ersetzt  wurden,  an  äusse- 
„rem  Umfange  verloren,  aber,  wie  ich  hoffe,  an  Brauchbarkeit  ge- 
wonnen. Üeberall  wird  es  ohne  Störung  neben  der  ersten  Auf- 
lage gebraucht  werden  können,  und  iir  Verbindung  mit  der  dafür 
„eingerichteten  Beispielsammlung  (Sammlung  voo  Uebungsbcispielen 
„und  Aufgaben  zu  E.  G.  Fischers  Lehrbuch  der  Arithmetik  von 
,,Dr.  E.  Fischer.  Berlin.  1836.)  zum  gründlichen  und  erfreulichen 
„Studium  der  Mathematik  auf  Gymnasien  und  höhern  Bürgerschu- 
len andauernd  beitragen  können." 

Mehr  über  das  Buch  hier  zu  sagen,  halten  wir  für  überflüssig, 
da  seine  Einrichtung  längst  bekannt  ist.  Aber  über  einen  Punkt 
müssen  wir  uns  hier  noch  äussern,  über  welchen  der  Herr  Heraus- 
geber sich  in  der  Vorrede  sehr  richtig  ausspricht.  Wir  meinen  das 
Ausarbeiten  von  Heften  über  den  Vortrag  des  Lehrers  bei'm  mathe- 
matischen Unterrichte  auf  Schulen,  welches  bekanntlich  in  neuerer 
Zeit  mehrfachen  Widerspruch  gefunden  hat.  Nach  unserer  Erfah- 
rung, die  wir  wohl  eine  vierjährige  nennen  dürfen,  ist  dieses  Aus- 
arbeiten von  Heften  namentlich  bei  einem  Kreise  minder  fähiger 
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Schüler  ein  sehr  wesentliches  Erforderniss  zum  Gedeihen  des  ma- 
thematischen Unterrichts,  wenn  sich  vorzüglich  der  Lehrer  die  mög- 
lichst gl  eich  massige  Ausbildung  einer  ganzen  Klasse  zur  Aufgabe 
gemacht  hat,  unu  hat  auch  noch  vielfachen,  andern  Nutzen  für  die 
allgemeine  geistige  Ausbildung  des  Schülers.  Und  wenn  wir  auch, 
unter  der  nie  zu  erlassenden  Bedingung,  dass  der  Leh- 
rer seinen  Vortrag  streng  an  ein  gutes  Lehrbuch  an- 
schliesst,  zur  Ersparung  von  Zeit  die  Ausarbeitung  des  sogenann- 
ten Uauptheftes  aufzugeben  oder  vielmehr  in  den  eigenen  Willen  und 
Fleiss  der  Schüler  zu  stellen  uns  entschliessen  möchten,  so  würden 
wir  doch  niemals  die  mit  grüsster  Sauberkeit  und  grösstem  Fleisse 
auszuführende  Ausarbeitung  des  sogenannten  Uebungsheftes  erlas- 
sen, wodurch  u.  A.  der  Schüler  eine  Sammlung  von  nicht  in  deo 
gewöhnlichen  Lehrbüchern  stehenden  Sätzen  und  Aufgaben  erhält, 
die  für  ihn  von  bleibendem  Werthc  sein,  und  ihm  den  grössten 
Gewinn  für  seine  mathematische  Bildung  bringen  muss.  Unge- 
fähr wenigstens  in  gleichem  Sinne  spricht  auch  der  Herr  Her- 
ausgeber sich  aus.  j 

0  Ii  vier:  Arithmetique  usuelle,  cours  complet  de  calcul  theori- 
que  et  pratique.    Paris.  1841.    12.   2  Fr.  50  c. 

Raccolta  di  problemi  di  Aritmetica,  proposti  sopra 
casi  i  piu  frequenti  nella  vita  commune  e  disposti  coi 
respettivi  risultati  in  ordine  ai  paragrafi  di  testi  supe- 
riormente  prescritti  nelle  scuolc  elementari  del  regno 
Lombardo  -  Veneto  da  Antonio  Clementini.  Vicenza, 
1841.  —  Quattro  parti  in  due  fascicoli. 

Saigey:  Les  poids  et  mesures  du  Systeme  m&rique  dans  leurs 
siroplicite  primitive.   6me  edition.   Paris.  18.    15  Fr. 

Die  Reihenfolge  der  Elemente  bei  den  Versetzungen 
mit  und  ohne  Wiederholungen  aus  einer  oder  mebreja 
Elemcuten-Rcihen  und  ihre  Anwendung  auf  Wahrschein- 
lichkeitsrechnung,  neb  st  einer  Berech  nung  des  Vorth  eils 
der  Bank  bei  dem  Pharao,  mit  fünf  Tabellen.  Von  Dr. 
L.  Oettinger,  Prof.  an-  der  Univ.  Freiburg  i.  B.  Freiburg 
1841.   4.    16  ggr. 

Die  in  dieser  lesenswerthen  Abhandlung  aufgelösten  und  auf 
die  Wahrscheinlichkeitsrechnung  angewandten  combinatorischen  Pro- 
bleme sind  folgende: 

Die  Versetzungen  mit  Wiederholungen   aus  den  Elementen 
a2i  at,...am  zur  pten  Klasse  werden  gebildet.    Wie  gross 
ist  die  Anzahl  derjenigen  Gruppen,  worin  wenigstens  k  Elemente 
in  der  natürlichen  Ordnung  ihrer  Stellenzahlcn  hinter  einander  er- 
scheinen? 

Die  Versetzungen  ohne  Wiederholungen  aus  den  Elementen 
ati  «ra,  .  . .  am  zur  pten  Klasse  werden  gebildet.  Wie  gross 
ist  die  Zahl  der  Gruppen,  worin  wenigstens  Xr  Elemente  in  der 
Reihenfolge  ihrer  Stellenzahlcn  erscheinen? 

Die  Versetzungen  mit  Wiederholungen  aus  m  Elementen  wer- 
den zur  (ps)ten  Klasse  gebildet  und  in  s  Abtbeilungen  geschieden 
angenommen.    Die  p  Elemente  einer  jeden  Abtheilung  werden  als 
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I 

*  * 

zusammengehörig  betrachtet.  Wie  gross  ist  die  Anzahl  der  Grup- 
pen, worin  p  zusammengehörige  Elemente  uur  eine  und  dieselbe 
Stellenzahl  tragen? 

Die  Versetzungen  obuc  Wiederholungen  aus  r  Elementenreihen, 
von  denen  jede  m  Elemente  zählt,  werden  zur  (ps)ten  Klasse  ge- 
bildet und  in  s  Abtheilungen  zu  je  p  Elementen  geschieden  ange- 
nommen. Die  p  Elemente  einer  jeden  Abtheiiung  werden  als  zu- 
sammengehörig betrachtet.  Wie  gross  ist  die  Anzahl  der  Gruppen, 
worin  »,  in  eine  Abtheilung  gehörige,  Elemente  nur  eine  und  die- 
selbe Stellenzuhl  tragen? 

Die  Versetzungen  mit  Wiederholungen  werden  aus  m  Elemen- 
ten zur  /Jten  Klasse  gebildet.  Wie  gross  ist  die  Anzahl  der  Grup- 
pen, worin  irgend  ein  Element  wenigstens  /anal  hinter  einander 
erscheinen  wird? 

Die  Versetzungen  ohne  Wiederholungen  aus  r  Elementenreihen, 
von  denen  jede  m  Elemente  zählt,  werden  zur  /;ten  Klasse  gebil- 
det. Wie  gross  ist  die  Zahl  der  Gruppen,  worin  wenigstens  k 
Elemente  von  einer  und  derselben  Stellenzahl  hinter  einander  er- 
scheinen? 

Ausserdem  enthält  diese  Abhandlung  noch  eine  Anwendung  auf 
die  Berechnung  des  Vortheils  der  Bank  bei'm  Pharao,  welche  hier 
vollständiger  als  irgendwo  von  zwei  verschiedenen  Ansichten  aus 
entwickelt  und  durch  die  fünf  beigefügten  Tabellen,  wenn  sie 
in  bestimmten  Fällen  numerisch  ausgeführt  werden  soll,  erleich- 
tert wird. 

The  Theory  of  Equations.    By  the  Rev.  Robert  Mur- 
phy.   4s.  cloth. 

Gregory:  Differential  and  integral  calculus.    8.    18  sh. 


♦  Geometrie. 


Die  ersten  Elemente  der  Geometrie  und  Trigonome- 
trie von  M.Beck,  Lehrer  der  Mathematik  am  Gymnasium 
zu  Bern.   Bern,  Chur  und  Leipzig,  1842.  8. 

In  der  ebenen  Geometrie  und  Stereometrie  hält  sich  der  Vf.  an 
Legendre,  in  der  ebenen  und  sphärischen  Trigonometrie  an  Le- 
f^bure  de  FouYcy.  Die  Darstellung  ist  deutlich  und  das  Buch 
kann  in  den  Händen  eines  geschickten  Lehrers  mit  Nutzen  bei'm 
Unterrichte  gebraucht  werden.  Besondere  Eigenthümlichkeiteu,  wo- 
durch dasselbe  sich  von  andern  Büchern  ähnlicher  Art  unterschiede, 
haben  wir  nicht  gefunden,  wenn  man  nicht  etwa  die  Trennung  der 
Aufgaben  von  den  Lehrsätzen  in  der  Geometrie,  worin  der  Yi.  sei- 
nem Vorbilde  Legendre  treu  geblieben  ist,  als  eine  solche  be- 
trachtcu  will.   Ob  aber  diese  Trennung  gerade  bei'm  ersten  geo- 
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drei-,  2  Ecken  vier-,  und  2  Ecken  fünfkantig  sind,  so  dass  alle 
Sechsecke  zu  einer  der  beiden  Formen  64  oder  2,  24  2$  gehören 
u.  8.  w. 

An  den  Siebenecken  ist  gezeigt  worden,  wie  man  aus  jeder 
besondern  Form  eine  oder  mehrere  ganz  allgemeine  für  jede  Zahl 
von  Scheiteln  ableiten  und  mit  derselben  Leichtigkeit  auch  darstel- 
len könne.  So  sind  aus  der  Siebenecksform  2,  24  24  1,  die  bei- 
den allgemeinen  2g  24  2,  (n — 6)«  und  2,  24  (/*  —  5)5  abge- 
leitet worden. 

Ausserdem  ist  noch  angegeben  worden,  wie  sich  alle  Haupt- 
formen der  «ecke,  welche  in  der  allgemeinen  a,  b4  c,  b«  . .  IU— i 
eüthalten  sind,  durch  Auflösung  der  beiden  zusammengehörigen  un- 
bestimmten Gleichungen 

1.6-T-2.c-r-3.b-r-. .-+-(»  —  4)u  =  3(»  —  4),  und 

tt-f-     b-f-      C  -+-     b-f- . .  -f-     U       —  n 

darstellen  lassen,  wo  o,  6,  C,  b,  .  .,  die  durch  Rothe  eingeführte 
Bedeutung  haben.  Diess  aber  sind  ganz  die  nämlichen  Gleichun- 
gen, welche  man  aufzulösen  hat,  wenn  in  der  Entwicklung  von 
(a  -+-  bx  -+-  cx*  -+-  da:3  — )»  der  Coefficient  von  a&*—*)  unab- 
hängig von  allen  übrigen  gefunden  werden  soll. 

Von  besondern  Gestalten  ist  bloss  eine  hervorgehoben,  welche 
die  Grundform  der  vollständigen  und  abgekuppten  Pyramiden  sowie 
der  Prismen  bildet 

Lehrbuch  der  descriptiven  Geometrie  von  Dr.  B.  Gug- 
ler,  Prof.  an  der  polytechnischen  Schule  und  der  Kreis- 
Gewerbschule  zu  Nürnberg.  Mit  11  Kupfertafeln.  Nürn- 
berg. 1841.   8.    1  Thlr.  20  ggr. 

Sehr  gut  gezeichnete  und  gestochene  Kupfertafeln,  welche  bei 
einem  solchem  Werke  jedeofalls  ein  wesentliches  Erfordern iss  sind, 
deutliche  Darstellung,  fast  völlige  Ausschliessung  analytisch  -  geo- 
metrischer Vorkenntnisse  und  ziemliche  Vollständigkeit  empfehlen 
dieses  Lehrbuch  der  descriptiven  Geometrie. 

Ausführliches  Lehrbuch  der  analytischen  oder  hö- 
hern Geometrie  zum  Selbstunterricht    Von  H.  B.  Lüh-* 
sen.   Hamburg.  1842.   8.   20  ggr. 

Dieses  Lehrbuch  der  Elemente  der  analytischen  Geometrie  in 
der  Ebene  und  im  Räume,  mit  Einschluss  der  Lehre  von  den  Ke- 
gelschnitten und  der  Lehre  von  den  Flächen  des  zweiten  Grades, 
erfüllt  nach  unserer  Ueberzeugung  seinen  Zweck:  von  Anfängern 
in  der  analytischen  Geometrie  als  Leitfaden  bei'm  Selbststudium 
dieser  schönen  Wissenschaft  gebraucht  zu  werden,  recht  gut,  und 
verdient  in  dieser  Beziehung  alle  Empfehlung.  Vorzüglich  tragen 
114  in  den  Text  eingedruckte  sehr  gut  ausgeführte  Holzschnitte 
wesentlich  zur  Deutlichkeit  und  zur  Veranscbaulichung  der,  ersten 
Anfängern  immer  etwas  abstrakt  vorkommenden  Lehren  der  analy- 
tischen Geometrie  bei,  obgleich  wir  freilich  auch  auf  der  andern 
Seite  nicht  verhehlen  können,  dass,  von  dem  rein  wissenschaft- 
lichen Standpunkte  aus  betrachtet,  dieses  fortwährende  Anschliessen 
an  eine  Fienir  uns  keiuesweges  der  grossen  Allgemeinheit,  welche 
die  analytische  Geometrie  in  allen  ihren  Partieen  zu  erreichen 
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strebt,  zu  entsprechen  und  gemäss  zu  sein  scheint,  weshalb  auch 
durch  das  vorliegende  Buch  aas  Studium  anderer,  allgemeiner  ge- 
haltener Werke  über  analytische  Geometrie  durchaus  nicht  über- 
flüssig gemacht  werden,  sondern  vielmehr  einem  Jeden >  wer  die 
analytische  Geometrie  in  ihrem  eigentlichen  Wesen  kennen  lernen  • 
>will,  sehr  anzurathen  sein  dürfte.  Für  den  ersten  Unterricht  kann 
aber,  wohin  wir  uns  schon  oben  ausgesprochen  haben,  das  vorlie- 
gende Buch  einem  jeden,  der  sichern  Leitung-  eines  Lehrers  ent- 
behrenden Anfänger  recht  sehr  empfohlen  werden.  Als  Einleitung 
sind  Betrachtungen  über  das  Wesen,  den  Zweck  und  den  prakti- 
schen Nutzen  der  analytischen  Geometrie  vorausgeschickt. 

Das  Programm  der  Realschule  zu  Düsseldorf  von  Mi- 
chaelis 1841  enthält  die  folgenden  Abhandlungen: 

Beschreibung  einer  neuen  Blasmaschine  am  minera- 
logischen Lötbrohr  von  Joseph  Duhr. 

Einige  neue  Lehrsätze,  aufgestellt  und  bewiesen  von 
dem  Director  Dr.  Franz  Heinen. 

Beide  Abhandlungen  sind  beachtungswerth.  Die  von  Herrn 
Dircctor  Heinen  mitgetheilten  neuen  geometrischen  Lehrsätze  be- 
treffen sämmtlich  die  Kegelschnitte  und  lassen  sich  auch  bePm  Un- 
terrichte zweckmässig  als  Uebungen  benutzen.  Wir  werden  von 
denselben  vielleicht  künftig  Einiges  in  dem  Archive  mittheilen. 

  , 

/ 

Praktische  Geometrie. 


Geodäsie  oder  die  Lehre  vom  Aufnehmen,  das  Nivel- 
liren  und  die  Markscheidekunst  von  Job.  Aug.  Grunert 
(Lehrbuch  der  Mathematik  und  Physik  für  Staats-  und 
landwirtschaftliche  Lehranstalten  und  Kameralisten 
überhaupt.  Zweiter  Theil.  Zweite  Abtheilung).  Mit 
dreizehn  Figurentafcn.    Leipzig.  1842.  8. 

Bloss  mit  Hülfe  elementarer  Lehren  der  Mathematik  führe  ich 
in  diesem  Lehrbuche  der  Geodäsie  den  Lehrling  so  weit,  dass  er 
als  Schlusssteiu  seines  Wissens  lernt,  wie  bei  Messungen  von 
grösserer  Ausdehnung  die  sphärische  Gestalt  der  Erde  mit  Hülfe 
des  Legendre'schen  Theorems  zu  berücksichtigen  ist.  Um  so  we- 
nig als  möglich  Vorkenntnisse  vorauszusetzen,  habe  ich  selbst  die 
sphärische  Trigonometrie  ausgeschlossen  und  Alles  bloss  mit  Hülfe 
der  ebenen  Trigonometrie  entwickelt,  wobei  es  natürlich  erforder- 
lich war,  einige  nothwendige  Sätze  der  sphärischen  Trigonometrie 
in  den  Vortrag  selbst  mit  zu  verflechten.  Auf  die  Beschreibung 
und  Berichtigung  der  Instrumente,  unter  diesen  auch  des  Heliotro- 
pen, ist  vorzügliche  Sorgfalt  verwandt  worden.  Besonders  habe 
ich  mich  eines  systematischen  Ganges  befleissigt,  der  öfters  in  den 
Lehrbüchern  der  Geodäsie  vermisst  wird.  Was  mir  eigentümlich 
ist,  werden  Kenner  leicht  herausGnden;  jedoch  möchte  ich  auf  die 
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ganz  elementare  Theorie  der  Fehler  der  Dreiecke,  auf  die  Theorie 
des  Höhenmessens  mit  dem  Barometer,  ^welche,  wie  ich  glaube,  mit 
solcher  Strenge  und  ttvidenz  wie  in  diesem  Werke  bloss  durch 
ganz  elementare  Hülfsmittel  noch  nicht  entwickelt  worden  ist,  auf 
die  Lehre  von  der  terrestrischen  Strahlenbrechung  und  auf  die  Be- 
weise der  bekannten  Reihen  für  sin  jc  und  cos  a:  im  siebzehnten 
Kapitel  besonders  aufmerksam  zu  machen  und  hinzuweisen  mir  er- 
lauben. Auf  die  neuesten  Methoden  ist  natürlich  überall  vorzugs- 
weise Rücksicht  genommen  worden,  und  vorzügliche  Aufmerksam- 
keit habe  ich  insbesondere  der  Coordinateoinethode  gewidmet  die 
nach  meiner  Meinung  nicht  genug  empfohlen  werden  kann,  und  in 
den  meisten  altern  Lehrbüchern  der  Geodäsie  leider  nur  zu  sehr 
vernachlässigt  oder  ganz  oberflächlich  behandelt  wird.  Ueber  die 
genauen  Methoden  zur  Messung  einer  Basis  und  die  dabei  not- 
wendigen verschiedenen  Berücksichtigungen  ist  auch  ziemlich  aus- 
führlich gehandelt  worden»  und  so  glaube  und  wünsche  ich,  dass 
dieses  Lehrbuch  der  Geodäsie  geeignet  sein  möge,  ältere  zum  Theil 
weit  voluminösere  Werke  über  seinen  in  jeder  Beziehung  so  höchst 
wichtigen  Gegenstand  nicht  bloss  auf  eine  zweckmässige  Weise  zu 
ersetzen,  sondern  den  Lehrling  selbst  einen  ziemlichen  Schritt  wei- 
ter zu  führen,  als  in  diesen  altern  Werken  geschieht,  und  mit  den 
Fortschritten,  welche  die  Geodäsie  in  neuerer  Zeit  gemacht  hat, 
innerhalb  der  durch  den  Zweck  des  Werks  nothwendig  gesteckten 
G ranzen,  bekannt  zu  machen. 

Zugleich  benutze  ich  diese  Veranlassung,  die  Leser  dieses  Lehr- 
buchs der  Geodäsie  darauf  aufmerksam  zu  machen,  dass  sich  auf 
S.  133  bei  einem  übrigens  höchst  elementaren  Gegenstande  ein 
Rechuungsfehler  eingeschlichen  und  bis  auf  S.  134  fortgepflanzt  hat, 
worauf  ich,  was  hier  mit  dem  verbindlichsten  Danke  zu  bemerken 
meine  Pflicht  ist,  zuerst  von  H.-  Prof.  Or.  von  LangsdorfF  in  Mann- 
heim aufmerksam  gemacht  worden  bin.  Diesen  Fehler  zu  verbes- 
sern ist  hier  nicht  der  Ort,  Und  ich  bemerke  daher  nur,  dass  der 
noch  in  diesem  Jahre  erscheinenden  lsten  Abth.  des  2ten  Theils 
ein,  die  richtigen  Formeln  enthaltender  Carton  beigelegt  werden 
soll,  welcher  übrigens  auch  schon  jetzt  durch  jede  Buchhandlung 
von  der  Schwickertschen  Buchhandlung  in  Leipzig  unentgeldlich 
bezogen,  und  statt  des  fehlerhaften  Blattes  eingeheftet  werden  kann. 

Grunert. 


Trigonometrie. 


  % 

Ein  Schema  zur  Erleichterung  des  Elementarunter- 
richts in  der  Trigonometrie  u.  s,  w.  von  Dr.  E.  W.  Grebe, 
ordentlichem  Uauptlehrer  am  Gymnasium  zu  Cassel. 
Cassel  1840,  4, 

Das  in  dieser  Schrift  mitgetheilte  zweckmässige  Hülfsmittel 
zur  genauen  Einpräguug  der  Grundformeln  der  Geometrie  und  Tri- 
gonometrie in  das  Gediichtniss  verdient  Lehrern  der  Mathematik 
zur  Beachtung  empfohlen  zu  werden. 
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A.  F.  Padley:  Solutions  of  trigonometrical  problems,  together 
with  problems  for  cxercise.   8.   4£  sh. 


Mechanik. 


Kavier:  R&ume'  des  le^oos  de  mecauique  donnies  a  l'ecole 
Polytecbnique.   Paris.  1841.   8.   9  Fr. 

Die  Mechanik  in  Anwendung  auf  Künste  nnd  Ge- 
werbe. Zweite  Abtbeilung.  Die  Mechanik  flüssiger 
Körper.  Für  Praktiker  bearbeitet  von  Dr.  W.  A.  Riist, 
Docenten  an  der  Univers,  zu  Berlin.  Berlin.  1841.  8. 
1  Thlr.  6  ggr. 

Den  lsten  Ityeil  s.  Nr.  II.  S.  34. 

Die  geometrischen  Constructionen  der  ebenen  und 
konischen  excentrischen  Rad-  und  Zahn-Curven.  Für 
den  Selbstunterricht  bearbeitet  von  Theodor  Schöne- 
mann.   Berlin.  1842.   8.    16  ggr. 

Auch  in  geometrischer  Beziehung  beachtungswerth. 

Favier:  Essai  sur  les  lois  du  mouvemeot  de  traction 
et  leur  application  au  trace*  des  voies  de  communicatio n. 
Paris.  1841.   8.   6  Fr.  50  c. 


Astronomie. 

Astronomische  Untersuchungen  von  Friedrich  Wil- 
helm Bessel.    Erster  Band.    Königsberg.  1841.   4.    6  Thlr. 
Der  Inhalt  dieses  höchst  wiebti^eu  Werkes  ist  folgender: 

I.  Theorie  eines  mit  einem  Heliometer  versehenen  Aequatoreal- 
Instruments. 

II.  Besondere  Untersuchung  des  Heliometers  der  Eönigsberger 
Sternwarte. 

III.  EinflusB  der  Strahlenbrechung  auf  Mikrometerbeoback- 
tangen. 

IV.  Einfluss  der  Präcession,  Nutation  und  Aberration  auf  die 
Resultate  mikrometrischer  Met>suugen. 

V.  Beobachtungen  verschiedener  tiieroe  der  Plejaden. 

TL  Ueber  die  scheinbare  Figur  einer  unvollständig  erleuchte- 
ten Planetenscbeibe. 

I  II.  Beobachtungen  der  gegenseitigen  Stellungen  von  38  Dop- 
pelst* rueu. 

VHL    Ueber  den  Doppel&tern  p  Opbiacbi. 

Die  Abhandlungen  IL,  IV.,  V.  sind  ganz  neu.    Ueber  die  Ce 
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genstände  der  übrigen  Abhandlungen  bat  Hessel  sebon  früber 
theils  in  den  Königsberger  Beobachtungen ,  den  Astronomischen 
Nachrichten,  der  monatlichen  Correspondenz  und  den  Abbandlungen 
der  Berliner  Akademie  der  Wissenschaften  Arbeiten  bekannt  ge- 
macht. Fast  alle  diese  frühem  Abhandlungen  werden  aber  hier 
tbeils  mit  vielen  Zusätzen  bereichert,  iheils  ganz  neu  bearbeitet 
geliefert,  und  Uberhaupt  ist  nach  des  berühmten  Vfs.  eigner  An- 
gäbe  ,.die  Veranlassung  des  gegenwärtigen  Werkes  nicht  sowohl 
,,dcr  Wunsch ,  frühere  Abhandlungen  und  Aufsätze  an  Kinem  Orte 
zusammenzustellen,  als  das,  durch  Vermehrung  der  Hültsmittel  zu 
„einer  Untersuchung,  oder  durch  Erlangung  besserer  Einsicht  in 
„ihre  Natur,  in  vieleu  Fällen  herbeigeführte  ßedürfniss,  an  frühere 
„Arbeiten  mehr  oder  weniger  wesentliche  Verbesserungen  anzu- 
bringen." Die  sonst  ganz  neue  Abhaudlung  Nr.  VI.  enthält  auch 
in  $.  13. — §.  16.  die  von  dem  Vf.  in  Schumachers  astronomischen 
Nachrichten.  Nr.  415.  abgesondert  bekannt  gemachten  Unter- 
suchungen über  die  Grundformeln  der  Dioptrik,  welches  wir  hier 
wegen  der  Wichtigkeit  und  Merkwürdigkeit  diestir  Untersuchungen 
besonders  hervorheben.  In  der  Bibliothek  keines  Astronomen 
wird  dieses  in  so  vielen  Beziehungen  ausgezeichnete  und  wichtige 
Werk,  zu  dessen  Fortsetzung  wir  dem  berühmten  Vf.  Kraft  und 
Gesundheit  wünschen,  fehlen  dürfen. 

Kleiner  astronomischer  Almanach  auf  das  Jahr  18-42. 
Vorzüglich  zum  Gebrauch  der  Seeleute  herausgegeben 
von  Herrmann  Karsten,  Prof.  der  Math,  und  Phys.  an  der 
Universität  zu  Rostock.  Dritter  Jahrgang.  Rostock. 
8.    12  ggr. 

Diese  kleine,  sehr  zweckmässig  für  .den  Meridian  von  Green« 
wich  berechnete  Ephemeride  wird  gewiss  den  Schiffern  willkommen 
und  nützlich  sein.  Aber  auch  mancher  Liebhaber  der  Astronomie, 
dem  die  grösseren  Ephemeriden  zu  theuer  sind,  wird  dieselben  mit 
Nutzen  gebrauchen  können,  da  sie  überhaupt  zweckmässig  einge- 
richtet sind  und  das  bei  Beobachtungen  Unentbehrlichste  ziemlich 
vollständig  enthalten.  0 

Astronomisches  Jahrbuch  für  physische  uud  natur- 
historische Himmelsforscher  und  Geologen  mit  den  für 
das  Jahr  1842  vorausbestimmten  Erscheinungen  am  Hirn- 
mel.  Herausgegeben  von  Fr.  v.  P.  Gruithuiseo.  Viertes 
Jahr.  Mit  drei  lithographirten  Tafeln.  München.  1842. 
8.   2  Tblr.  16  ggr. 


.  Physik. 


Lehrbuch  der  Physik  von  Dr.  J.  Götz,  Prof.  am  Gym- 
nasium zu  Dessau.  Dritter  Band.  Mit  drei  Figurenta- 
feln.  Berlin.  1842.   8.    1  Thlr.  8  ggr. 
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Auch  unter  dem  besondern  Titel:  . 

Die  wichtigsten  Lehren  aus  der  Astronomie  und  Me- 
teorologie von  u.  s.  w. 

Für  ein  Lehrbuch  der  Physik  enthält  dieser  dritte  Band  insbe- 
sondere die  Lehren  *dcr  Astronomie  ziemlich  ausführlich.  So  eut- 
hält  z.  B.  §.  LXXX1II.  auch  die  Olbers'schc  Methode  zur  Berech- 
nung der  Cometenbahnen  aus  drei  geocentriseben  Beobachtungen, 
aber  bloss  die  Formeln,  nach  denen  die  Rechnung  zu  führen  ist, 
ohne  deren  Entwicklung.  Offen  müssen  wir  gestehen,  dass  wir 
eine  solche  blosse  Aufstellung  von  Formeln,  ohne  Angahe  der  Gründe, 
auf  denen  dieselben  beruhen,  am  wenigsten  in  einem  Lehrbuche  für 
Anfänger  zweckmässig  linden  können,  auch  selbst  für  nutzlos  hal- 
ten müssen.  Auch  wird  gewiss  Niemand  die  bei  der  Bestimmung 
einer  Cometenbahu  nöthigen  Rechnungen  mit  Sicherheit  ausführen 
können,  wenn  er  nicht  so  viele  mathematische  Kenutnisse  besitzt, 
welche  nötbijr  sind,  um  sich  eine  deutliche  Einsicht  in  die  Gründe, 
auf  denen  die  bei  einer  solchen  Rechnung  erforderlichen  Formeln 
beruhen,  verschaffen  zu  können.  Die  Meteorologie  scheint  uns  in 
einem  Lehrbuche  der  Physik  im  Verhältniss  zur  Astronomie  zu  kurz 
behandelt,  und  berücksichtigt  zu  wenig  die  neueren  grossen  Fort- 
schritte dieser  Wissenschaft. 

Pinaud:  Programme  d'un  cours  elementaire  de  Physique.  2mc 
Edition.   Toulouse.  1841.   8.    6  Fr. 

Soubeiran:  Precis  elementaire  de  physique,  ou  Tratte*  de  phy- 
sique facil.   Paris.  1841.   8.   6  Fr.  50  c. 

A.  Boucharlat:  Cours  des  sciences  physiqnes.    16.   3£  Fr. 

Beweisführung,  dass  die  Lehre  der  neueren  Physi- 
ker vom  Drucke  des  Wassers  und  der  Luft  falsch  ist, 
nebst  einem  Versuche,  die  Erscheinungen  an  flüssigen 
Körpern  ohne  atmosphärischen  Luftdruck  zu  erklären. 
Von  Friedrich  von  Drieberg.    Berlin.  1841.   8.   8  ggr. 

Der  Titel  dieser  Schrift  churacterisirt  dieselbe  hinreichend,  und 
wir  können  hier  den  Raum  zu  etwas,  besserem  als  zu  einer  Rela- 
tion über  dieselbe  oder  gar  zu  einer  Widerlegung  benutzen. 

.  ■ 

The  nndulatory  Theory,  as  applied  to  the  Disper- 
sion of  Light;  including  in  the  substance  of  several  Pa- 
pers  printed  in  the  Philosoph ical  Transactions ,  and 
other  Journals.  By  the  Rev.  Baden  Po  well,  Savilian  Pro- 
fessor in  the  Univcrsity  of  Oxford.    8.    9  s. 

Magnetische  und  meteorologische  Beobachtungen 
zu  Prag,  in  Verbindung  mit  mehreren  Mitarbeitern  aus- 
eführt  und  auf  öffentliche  Kosten  herausgegeben  von 
arl  Kreil,  Adjuncten  der  k.  k.  Sternwarte  und  ordent- 
lichem Mitgliede  der  k.  böhmischen  Gesellschaft  der 
Wissenschaften.  Erster  Jahrgang:  Vom  1.  Juli  1830  bis 
31.  Juli  1840.   Prag,  1841.   4.   \  Thlr.  8  ggr. 

Es  ist  höchst  ertreulich  zu  sehen ,  wie  viel  jetzt  auf  öffentliche 
Kosten  für  Magnetismus  und  Meteorologie  geschieht,  und  wie  viele 
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ausgezeichnete  Beobachter  jetzt  auf  diesem  Felde  thätig  sityl,  wo- 
von auch  das  vorliegende  Werk  einen  neuen  erfreulichen  Beweis 
liefert.  Die  vielen  Verdienste,  welche  sich  der  Herr  Herausgeber 
schon  in  seiner  frühem  Stellung  zu  Mailand  insbesondere  um  die 
Lehre  von  dem  Magnetismus  erworben  hat,  sind  aus  den  astro- 
nomischen Nachrichten  hinreichend  bekannt,  und  in  Prag  hat 
er  nun  auch  die  Meteorologie  in  den  Kreis  seiner  Thätigkeit  ge- 
zogen. Die  dem  Register  der  Beobachtungen  vorangesebickte  sehr 
lehrreiche  Einleitung  enthält  die  folgenden  Abschnitte.  Erster 
Abschnitt.  Absolute  Bestimmung  der  magnetischen  Ele- 
mente. Die  Beobachtungen  wurden  vom  18.  August  bis  3.  Sep- 
tember 1840  in  dem  abgesperrten  Theile  des  sogenannten  Kaiser- 
gartens auf  dem  Hrudschine  mit  den  auf  bekannte  Weise  construir- 
ten  Instrumenten  ausgeführt,  während  gleichzeitige  Beobachtungen 
auch  an  den  auf  der  Sternwarte  aufgestellten  Variations- Apparaten 
angestellt  wurden.  Wir  können  hier  natürlich  die  Resultate  der 
Beobachtungen  nicht  in  extenso  angeben,  und  begnügen  uns  daher 
mit  der  Angabe  der  folgenden  Mittel: 

Declination  ....  15°.  46\  22" 

Inclination  ....  66°.   9*,  41 
Intensität  des  horizontalen  Theils 

der  magnetischen  Kraft  ....  1,90656 
Intensität  der  gesammten 

magnetischen  Kraft  ....  4,7152 
Die  Vergleichung  der  durch  die  Beobachtungen  gewonnenen  Resul- 
tate mit  der  Theorie  des  Erdmagnetismus  zeigt  eine  genügende 
üebereinstimmung.  Zweiter  Abschnitt.  Variations-Beob- 
achtungen. Beschreibung  der  Instrumente,  ihr$  Auf- 
stellung, Verfahren  bei  den  Beobachtungen"  und  ihre 
Berechnung.  1)  Beobachter  und  Vertbeilung  der  Beobachtungen. 
2)  Aufstellung  der  magnetischen  Instrumente.  3)  Verfahren  beiden 
Variations -Beobachtungen.  4)  Aufstellung  der  meteorologischen  In- 
strumente. 5)  Reduction  der  meteorologischen  Beobachtungen. 
6)  Erklärung  der  nachfolgenden  Register  der  Variations -Beobach- 
tungen. Wir  halten  diese  Einleitung  für  eine  sehr  gute  Anwei- 
sung zur  zweckmässigen  Anstellung  magnetischer  und  meteorologi- 
scher Beobachtungen  und  empfehlen  sie  einem  Jeden,  wer  sieb 
selbst  mit  dergleichen  Beobachtungen  beschäftigen  will,  zur  Beach- 
tung. Auf  die  Einleitung  folgt  zuerst  das  Register  der  Varia- 
tions-Beobachtungen,  dann  die  Resultate  aus  den  mag- 
netischen und  meteorologischen  Beobachtungen,  und  zu- 
letzt die  für  jeden  Botaniker  gewiss  höchst  interessanten  Vegeta- 
tions-Beobachtungen von  Herrn  Karl  Fritsch,  welche  sich 
ungefähr  auf  240  verschiedene  Pflanzen  beziehen,  und  vorzüglich 
folgende  Momente  aus  dem  Leben  der  Pflanze  ins  Auge  fassen: 
Entwicklung  der  Blattknöspcn,  Blätter,  Blüthenknospen ,  Blüthen 
und  Früchte,  Fruchtreife,  Farbenänderung  und  Blätterfall.  Die 
magnetischen  und  meteorologischen  Beobachtungen  sind  fast  stünd- 
lich mit  Uebergehung  einiger  auf  einander  folgenden  Nachtstunden 
in  den  ersten  Monaten  angestellt  worden,  und  haben  also  einen 
ungemein  grossen  Aufwand  von  Zeit  und  Mühe  in  Anspruch  ge- 
nommen. Sie  beziehen  sich  auf  Declination,  horizontale  Intensität, 
Inclination,  Schwingungsdauer,  Barometer,  Thermometer,  Spannkraft 
der  Dünste,  Windesrichtung,  Windesstärke,  Heiterkeit,  Niederschlag, 
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■  ■ 

Wolken.  Mehr  Über  dieses  wichtige  Werk,  welches  in  den  Händen 
keines  Meteorologen  wird  fehlen  dürfen,  hier  zu  sagen,  verbietet 
die  Beschränktheit  des  Raumes,  weshalb  wir  den  Beobachtern  und 
dem  Herrn  Heransgeber  nor  noch  Gesundheit,  Kraft  und  Ausdauer 
hei  ihrem  schwierigen  Unternehmen  von  Herzen  wünschen. 

Verbinden  Woüen  wir  hiermit  noch  die  kurze  Anzeige  der  bei- 
den folgenden  von  Herrn  Kreil  in  der  Königlich -Böhmischen  Ge- 
sellschaft der  Wissenschaften  gelesenen  interessanten  Abhandlungen: 

Versuch  den  Einflüss  des  Monds  auf  den  atmosphä- 
rischen Zustand  unserer  Erde  aus  einjährigen  Beobach- 
tungen zu  erkennen; 

und  * 
Kurzer  Abriss  der  Entstehungs-  und  Entwicklungsge- 
schichte des  magnetischen  Vereins,  und  nähere  Befeuch- 
tung des  Standpunkts,  welchen  Prag  darin  einnimmt. 

In  der  ersten  Abhandlung  untersucht  der  Herr  Vf.  nur  diejeni- 
gen Aenderungen,  welche  der  Mond  in  dem  atmosphärischen  Zu- 
stande der  Erde  nach  seinem  verschiedenen  Abstände  vom 
Meridian  und  Zenith  des  Beobachters  hervorbringt,  al- 
so bloss  die  Periode  des  scheinbaren  täglichen  Umlaufs 
des  Monds  um  die  Erde.  Die  gewonnenen  Resultate  müssen 
in  der  Abhundluog  selbst  nachgesehen  werden. 

* 

D.  Lardner:  A  manual  of  electricity,  magnetism  and  meteo- 
rology.  Vol.  I.  6  sh.  (Auch  unter  dem  Titel:  Cabinet  Cyclopae- 
dia.  Vol.  130.) 

Form  of  contemporaneous  meteoralogical  observa- 
tions.  Single  Sets,  1  s.;  or  25  Sets,  20  s.  (Set,  2  large 
Sheets). 

La  Gal van  oplastica,  ossia  Processo  per  öttCüere 
immediatamente  in  via  galvanica  lastreoaltre  date  for- 
me solide  di  rame  dalle  goluzionldiquestometallor  me- 
moria del  dr.  M.  H.  Jacobi  etc.  Version«  dal  tedesco  del 
dr.  Gnetano  Giussani.   In  Milaho>  1841.  8. 

Das  Original  s.  Literarischer  Bericht  Nf.  I.  S.  15. 

Report  of  tbe  Committee  of  Physics,  including  Me- 
teorology,  on  the  Objects  of  Scientific  Inquiry  in  those 
Sciences.   8.   1  s. 

Ueber  die  Anwendung  der  Mathematik  auf  die  Che- 
mie von  A.  Teil  kämpf.  Hannover.  1840.  4.  (Programm  der 
höhern  Bürgerschule  zu  Hannover  von  Ostern  1840). 

Ueber  den  Zweck  dieser  sehr  beachtüngswerthen  Abhandlung 
spricht  sich  der  Herr  Vf.  selbst  auf  folgende  Art  aus:  „Seit  man 
„erkannt,  dass  die  Gewicbtsmengen  der  Bcstandtheile  eines  Kör- 
„perB,  statt  in  beliebigen  Verhältnissen  zusammenzutreten,  bei  jeder 
„chemischen  Verbindung  eben  so  bestimmte  als  einfache  Gesetze 
befolgen,  hat  man  auch  hier  die  Grundlage  der  mathematischen 
„Behandlung  in  arithmetisch  zu  combinirenden  Zahlen  gefunden. 
„Aber  gerade  die  grosse  Einfachheit  der  Äahleuverbindungen ,  zu 
„denen  man  durch  jene  Gesetze  veranlasst  wird,  scheint  von  einer 
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„ausdrücklich  mathematischen  Betrachtung  derselben  abgehalten 
„zu  haben;  denn  da  sie  in  der  That  auf  die  elementarsten  Sätze 
„der  Proportionslehre  zurückkommen,  glaubte  man  in  den  Lehr- 
büchern der  Chemie  nur  auf  diesen  Umstand  hinweisen  und  sich 
„auf  einzelne  Beispiele  der  Anwendung  beschränken  zu  dürfen; 
„ein  Verfahren,  das  man  sogar  in  den  Schriften  über  Stöchio- 
„metrie  beobachtet  findet,  denen  es  —  so  weit  dieselben  mir  be- 
„kannt  geworden  sind  —  nicht  an  vielfachen  und  interessanten 
„Beispielen  numerischer  Berechnung,  wohl  aber  an  einer  genügen- 
„den,  rein  -  mathematischen  Begründung  derselben  fehlt. 
„Unter  solchen  Umständen  erschien  es  mir  der  Mühe  nicht  unwerth, 
„den  Gegenstand  ausschliesslich  von  dieser  Seite  zu  betrachten,  um 
„für  die  unendliche  Mannigfaltigkeit  specieller  Fälle  allgemeine 
„Sätze  und  Regeln  in  der  kurzen  und  präcisen  Ausdrucksweise  der 
„Mathematik  zu  gewinnen,  wodurch  die  folgenden  Mittheilungen 
„veranlasst  wurden." 

Und  wir  fügen  hier  bloss  noch  hinzu,  dass  nach  unserer  Ueber- 
zeugung  der  Berr  Vf.  durch  diese  Mittheilungen  seinen  löblichen 
Zweck  recht  gut  erreicht  hat. 


Vermischte  Schriften. 


Der  erste  Band  der  Acta  Societatis  Fennicac  °)  enthält  die  fol- 
genden mathematischen  Abhandlungen: 

Ueber  die  Grundprincipien  der  Algebra. 

Ueber  die  geometrische  Theorie  der  körperlichen  Winkel. 

Ueber  die  Bestimmung  der  dritten  Seite  eines  geradlinigen 
Dreiecks  aus  den  beiden  andern  und  dem  eingeschlossenen  Winkel. 

Ueber  die  Theorie  der  Maxima  und  Minima. 

Vorstehende  Abhandlungen  haben  sämmtlicb  Herrn  Professor 
von  Schulten  zum  Verfasser,  und  sind  französisch  geschrieben. 

Ueber  die  Vereinfachung  einiger  trigonometrischen  Formeln  von 
Herrn  Borenius  (lateinisch). 

Ausserdem  enthält  dieser  Band  noch  drei  Abhandlungen  meteo- 
rologischen Inhalts  von  Herrn  Professor  Hällstroem. 

Möge  die  Gesellschaft  in  ihrer  rühmlichen  Thätigkeit  fortfah- 
ren. Wir  werden  nicht  ermangeln,  jederzeit  so  bald  als  irgend 
möglich  den  Inhalt  ihrer  Acten,  und  Auszüge  aus  denselben  in  die- 
ser Zeitschrift  mitzuthcilen. 


•)  Die  nur  erst  vor  einigen  Jahren  gestiftete  Gesellschaft  der  Wissen- 
schaften zu  Helsingfors  in  Finnland  hat  schon  jetzt  eine  höchst  rühm- 
liche Thätigkeit  entwickelt.  Herr  Professor  Nathanael  Gerhard 
von  Schuften  ist  beständiger  Sekretair  derselben. 
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Abhandlungen  der  Königlichen  Böhmischen  Gesell- 
schaft der  Wissenschaften.  Fünfter  Folge  erster  Band. 
Von  den  Jahren  1837-1840.    Prag,  1841.  4. 

Dieser  erste  Band  der  fünften  Folge  der  Abbandlungen  der 
Königlich  Böhmischen  Gesellschaft  der  Wissenschaften  enthält  die 
folgenden  kleinern  oder  grössern  mathematischen  and  physikalischen 
Aufsätze  und  Abhandlungen: 

Neuer  analytischer  Beweis  des  Satzes  vom  Parallelogramme 
der  Kräfte.    Von  Prof.  Dr.  J.  P.  Kulik.  S.  2. 

Ueber  einen  neuen  elektromagnetischen  Inductioos-  Apparat  und 
dessen  sehr  kräftige  physiologische  Wirkungen  (Erschütterungen). 
Von  Prof.  Hessler.  S.  12. 

Untersuchungen  über  die  Kettenbrückenlinie.  Entworfen  von 
Prof.  Dr.  J.  P.  Kulik.    Prag.  1838. 

Versuch  einer  analytischen  Behandlung  beliebig  begrenzter  und 
zusammengesetzter  Linien,  Flächen  und  Körper;  uebst  einer  An- 
wendung davon  auf  verschiedene  Probleme  der  Geometrie  descrip- 
tive  und  Perspective.    Von  Prof.  t\  Doppler.    Prag.  1839. 

Jede  dieser  Abhandlungen  bietet  ein  eigenthümficbes  Interesse 

dar. 

Denkschriften  der  Königlich  Bayerischen  Akademie 
der  Wissenschaften.  13r  Bd.  und  16r  Bd.  Iste  Abth. 
Abhandlungen  der  mathematisch-physikalischen  Klasse. 
2r  Bd.  und  3r  Bd.  Iste  Abth.  die  Abhandlungen  aus  den 
Jahren  1831  bis  1840  enthaltend.  München.  1837,  40.  n. 
8  Thlr. 

Novi  Commentarii  Academiae  scienttarum  Instituti 
Bononiensis.  Tom.  IV-  V.  enthalten  die  folgenden  mathemati- 
schen Abhandlungen:  Jos.  Venturoli:  Altitudines  Tiberis  ad  hy- 
drometrum  romanum  quotidie  sub  meridiem  observatae;  Pet.  Cal- 
le gar i:  De  nova  solutione  problematis  Fermatii  nec  non  aliorum 
quae  ex  iisdem  formulis  deducuntnr;  Fr.  Bcrtelli:  De  inflexione 
laterum  in  micrometris;  AI.  Casinelli:  Nova  methodus  cvchendi 
ad  potentiam  quamcunque  quantitates  polyonmias;  Ders.:  De  aequa- 
tioouin  olgebraicarum  resolutione  observationes  anaryticae. 

J.  A.  Coombe;  Solutions  of  the  Cambridge  problems  for  1840 
and  1841.    8.    8*  sh. 


Wichtige  Yaclirleht. 

Die  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Petersburg  hat  auf  den 
Antrag  ihres  Sekretairs,  des  Herrn  Staatsraths  von  Fuss  Excel  lenz, 
beschlossen,  eine  Sammlung  bisher  ungedruckter  Briefe  des  ältern 
Johann  Uernoulli,  s-ines  Sohnes  Daniel  Bern ou Iii,  von 
Nicolaus  Bernoulli,  Gabriel  Cramer,  Lambert,  Naude*, 
Poleni,  Goldbach  an  Leonhard  Euler,  und  zugleich  der  in 

B«.,d  II.  g  , 
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den  Central  -  Archiven  zu  Moscau  aufgefundenen  Antworten  Eulers 
auf  die  Briefe  von  Goldbach  herauszugeben.    Alle  diese  Briefe 
betreffen  Gegenstände  der  Wissenschaft,  und  Bollen  in  jeder  Be- 
ziehung, insbesondere  aber  für  die  Geschichte  der  Mathematik  wich» 
tig  sein  und  das  grösste  Interesse  gewähren.    Zugleich  beabsich- 
tigt Herr  Staatsrath  von  Fuss  dieser  Sammlung  von  Briefen  ein 
vollständiges  und  mit  der  grössten  Sorgfalt  angefertigtes  Verzeich- 
niss  aller  Abhandlungen  Eulers,  deren  Zahl,  ohne  die  grössern 
separat  gedruckten  Werke,  700  übersteigt,  inic  einer  genauen  Nach- 
weisung der  Schriften ,  in  denen  dieselben  abgedruckt  sind ,  Vor- 
drucken zu  lassen.    Der  Herausgeber  des  Archivs  hält  es  für  seiue 
Pflicht,  die  Leser  dessclbeu  auf  dieses  in  jeder  Beziehung  wichtige 
und  zeitgefnässe  Unternehmen,  durch  welches  die  Kaiserliche  Aka- 
demie der  Wissenschaften  sich  gewiss  alle  Mathematiker  zu  dem 
tcrössten  Danke  verpflichten  wird,  aufmerksam  zu  machen,  und  seine 
Zeitschrift  zu  benutzen,  die  Nachricht  von  demselben  in  einem 
möglichst  weiten  Kreise  zu  verbreiten.    In  Schumachers  astro- 
nomischen Nachrichten.  N.  437.  S.  91  findet  man  den  Extrait 
du  proces  verbal  de  l'Academie  Imperiale  des  sciences 
de  St.  Petersbour?  du  24.  Septembre  (6.  Gctobre)  1841  ab- 
gedruckt, welcher  das  Weitere  und  Nähere  über  das  in  Rede 
stehende  wichtige  und  höchst  interessante  Unternehmeu  enthält. 

G. 
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Literarischer  Bericht. 


* 

Systeme,  Lehr-  und  Wörterbücher. 


Von  des  Herausgebers  des  Archivs  bekanntem  Lehrbuche  der 
Mathematik  für  die  obern  Classen  höherer  Lehranstal- 
ten. 4  Theile.  Brandenburg  bei  Wieseke  erscheint  jetzt  die 
dritte  Auflage,  und  zwar  zuerst  von  dem  zweiten,  die  Stereo- 
metrie enthaltenden  Theile.  Die  neue  Auflage  dieses  Theils  wird 
in  den  nächsten  Tagen  versandt  werden.  *  J 

Die  Anfangsgründe  der  Zahlen-  und  Raumgrössen- 
Lehre.  Als  Leitfaden  für  den  mathematischen  Unter- 
richt an  den  Königl.  Artillerie-Brigade-Schulen,  so  wie 
zum  Selbstunterricht  für  die  Avancirten  der  Artillerie 
bearbeitet  von  F.  M.  Rost,  Prem.  Lieut.  und  Lehrer.  Ber- 
lin. 1842.   8.   1  Thlr. 

'  H.Forir:  Essai  d'un  cours  de  mathlmatiques  a  l'usage 
des  Cleves  dn  College  communal  de  Liege.  1841.  8. 
I  Thlr.  12  ggr. 


Arithmetik. 


Klementi  di  Aritmetica,  di  G.  B.  Rostagno  della  com- 
pagnia  diGesü,  ad  uso  delle  scuole  della  medesima  com- 
pagnia.   Torino.  1841.  12. 

Dr.  G.  F.  Ursin:  Arithmetik,  udarbeidet  med  stadigt 
Hensyn  til  den  praktiske  Anwendelse.  1841.   8.   80  sch. 

Band  II.  9 

1  s 
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Grundriss  der  elementaren  Algebra  zum  Gebranch 
bei  Yorträgen*und  dem  Selbstunterrichte.  Von  R.  Sime- 
sen.    Altona.  1841.    8.    1  Thlr.  6  ggr. 

.  .  •  » 

The  Clements  of  Algebra,  üesigncd  for  tbe  Ose  of 
Students  in  tbe  Universitär.  By  John  Hind,  M.  A.  late 
Fcllow  andTutor  of  Sidney  Sussex  College,  Cambridge. 
Fiftb  edition.  1841.    8.    12  s.  6  d.  boards. 

■  ■ 

Trattatello  elementare  di  Algebra,  composto  ad  uso 
del  collegio  e  liceo  di  Lu^aa«.  Del  p.  d.  <2.  tf.  Giuliani 
c.  r.  samasco.    Lugano.  1841.  12. 

C.  Jürgensen:  Elementair  Arithmetik  og  Algebra. 
Anden  üdgave.  1841.    8.    1  Rbd. 

Aufgaben  für  Anfänger  in  der  Buchstabenrechnung, 
Algebra  und  Wahrscheinlichkeitsrechnung.  Von  Dr.  G. 
A.Jahn.    Leipzig.  18*2.   8.    1  Thlr. 

Algebraical  Problems,  producing  simple  andQuadra- 
tic  Eqüations,  with  their  Solutions/  designed  as  an  In  - 
troduction  tu  tbe  higher  branches  of  Analytics.  To 
which  is  added  an  Appendix,  containing  a  collection  of 
Problems  on  tbe  Nature  and  Salution  of  Eqüations  of 
higher  dimensions.  By  Millics  Bland.  Eighth  edition. 
5841.    8.    10  s.  6  d.  boards. 

Neue  Methode  zur  Auffindung  der  reellen  Wurzeln 
häherer  numerischer  Gleichungen  und  zur  Ausziehung 
der  dritten  und  der  hohem  Wurzeln  aus  bestimmten  Zah- 
len. Zunächst  nach  englischen  Quellen  bearbeitet  von 
Dr.  L.  C.  Schulz  von  Strassn  icki,.  ö.  o.  Prof.  der  Elemen- 
tar-Mathematik  am  K.  K.  polytechnischen  Institute  zu 
Wien.    Wien.  1842.  8. 

Die  von  dem  Vf.  in  dieser  Schrift  dargestellte  und  entwickelte 
Methode  zur  Auftindung  der  reellen  Wurzeln  der  numerischen  Glei- 
chungen verdankt  man  im  Wesentlichen  dem  vor  zwei  Jahren  ver- 
storbenen englischen  Mathematiker  W.  G.  Horner,  welcher  die- 
selbe zuerst  in  den  Philosophical  Transactions.  1819  bekannt 
machte,  aber  durch  einen  sehr  dunkeln  Vortrag  ihrer  weitern  Ver- 
breitung schadete.  Ausserdem  findet  sich  Einiges  über  dieselbe  in 
J.  R.  YouUg's  tbeory  and  Solution  of  algebraical  eqüa- 
tions. London.  1835.,  und  in  zwei  ebenfalls  mit  sybilliniscber 
Kürze  verf;issten  Aufsätzen  von  Horner  in  Leybourn's  new 
series  of  matbematical  Repository.  Nach  diesen  Schriften, 
die  aber  eigentlich  nur  als  Bruchstücke  zu  betrachten  sind  und 
selten  die  Beweise  der  aufgestellten  Regeln  liefern,  hat  der  Herr 
Vf,  der  obigen  Schrift  die  Hornersche  Methode  sehr  deutlich  und 
vollständig  dargestellt,  weiter  entwickelt  und  durch  eine  grosse 
Anzahl  vollständig  ausgerechneter  Beispiele  erläutert  wodurch  sich 
derselbe  allerdings  ein  wesentliches  Verdienst  erworben  hat,  da  die 
im  Ganzen  sehr  einfache  und  in  mehreren  Rücksichten  andern  be- 
kannten Methoden  vorzuziehende  Horner'sche  Bjlethode  wenigstens 
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in  Deutschland  bis  jetzt  so  gut  wie  gar  nicht  bekannt  gewesen  ist. 
Eine  selbst  aucb  nnr  kurze  Darstellung  dieser  Metbode  hier  zu  ge- 
ben liegt  natürlich  gar  nicht  in  dem  Zwecke  dieser  literarischen 
Berichte;  jedoch  hoffen  wir  im  Archive  selbst  auf  dieselbe  zurück- 
zukommen, und  die  Leser  mit  ihrem  Wesen  bekannt  zu  machen. 
Für  jetzt  müssen  wir  uns  begnügen,  auf  die  von  dem  Herrn  Vf. 
selbst  in  der  Vorrede  angegebenen  Vorzüge  der  Horner'scheo  Me- 
tbode vor  andern  Methoden  hinzuweisen.  Derselbe  sagt  nämlich: 
„Die  Vorzüge  der  Homerischen  Methode  vor  der  Fouriers 
sind  in  Kürze  folgende: 

1.  Die  ungemeine  Leichtigkeit  der  Substitution  einzelner 
Werthe  sowohl,  als  bei  der  Substitution  einer  arithmetischen  Reihe 
von  Wertben,  wodurch  die  Trennung  der  einzelnen  Wurzeln  sehr 
erleichtert  wird. 

2.  Viel  zureichendere  und  schneller  fördernde  Kennzeichen 
für  die  Imaginarität  der  Wurzeln. 

3.  Bei  der  Horner'schen  Methode  braucht  man  nicht  früher 
die  gleichen  Wurzeln  wegzuschaffen,  die  Wiederholung  derselben 
ergiebt  sich  selbst  im  Verlaufe  der  Rechnung. 

4.  Der  Rechnungsprocess  der  einzelnen  Wurzeln  nach  der 
Horner'schen  Methode  ist  zusammenhängend,  Ziffer  für  Ziffer  wird 
bestimmt,  und  hier  ist  es  viel  mehr  als  oei'm  Fourier'schen  Verfah- 
ren der  Fall,  dass  nicht  eine  einzige  Ziffer  mehr  berechnet  wird, 
als  nothwendig  ist. 

Wissenschaftlich  höber  als  unsere  Metbode  steht  die  Gräffe'sche, 
besonders  nach  ihrer  Verbesserung  und  Erweiterung  durch  Herrn 
Encke,  da  diese  auch  die  imaginären  Wurzeln  liefert,  was  mir  bisher 
nach  der  Horner'schen  nicht  gelingen  wollte,  obwohl  ich  sicher 
hoffe,  dass  für  die  imaginären  Wurzeln  ein  eben  so  einfacher  Rech- 
nungsprocess sich  auffinden  lassen  werde. 

Was  aber  die  reellen  Wurzeln  betrifft,  so  wird  hoffentlich  nie- 
mand anstehen,  in  Hinsicht  auf  praktische  Berechnung  derselben,  der 
Horner'schen  vor  der  GräftVschen  den  Vorzug  einzuräumen,  um  so 
mehr,  da  man  bei  der  Gräffe'schen  Methode  alle  Wurzeln  zugleich 
suchen  muss,  während  doch  nur  die  reellen  für  den  Praktiker  einen 
Werth  haben. 

Zum  Schluss  wollen  wir  den  Herrn  Vf.  nur  noch  auf  die 
Schrift:  • 

Neue  Methode,  die  reellen  rationalen  und  irrationa- 
len Wurzeln  numerischer  G  leichungen  zü  finden,  von 
C.  A.  Bretscbneider,  Professor  am  Realgymnasium  zu 
Gotha.    Leipzig.  1838.   4.   12  ggr. 

aufmerksam  machen,  in  welcher  gleich  von  vorn  herein  ein  dem 
Horner'schen  ganz  ähnlicher  Algorithmus  zur  Bestimmung  der,  ge- 
wissen gegebeneo  Werthen  ihrer  unabhängigen  veränderlichen  Grö- 
ssen entsprechenden  Werthe  der  ganzen  rationalen  algebraischen 
Functionen  gelehrt  wird,  und  die  daher  überhaupt  bei  diesem  Ge- 
genstande genauer  verglichen  zu  werden  verdient. 

Teorica  e  Pratica  del  Probabile,  dell '  abate  Giuseppe 
Bravi.     Seconda   edizione   notabilmente  aecresciuta. 
rgamo.  1840.   8.  Due  vol. 

Observationes,  diversa  calcoli  differen tialis  princi- 

9° 
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pia  stringcntcs,  quas  spcciminis  loco  publicac  censiirac 
defert  M  ag.  Caro  1  us  D  a  n.  A  ro  sen  i  us ,  ad  Sc  Ii  o  I.  Triv.  Fah 
Inn.  Collega.    Rcsp.  Petr.  Gust.  Ten  gm  an.    Arosiae.  1840. 
Ii  ark.  4. 

Lxamplcs  of  the  Proccsscs  of  the  Differential  an«l 
Integral  Calcnlns.    Collected  by  D.F.Gregory,  M.  A.  Kol- 
low of  Trinity  College.    London  (und  Cambridge.)  1811 
N.    IS  s. 


I 

Geometrie. 


Leitfaden  für  den  Vorbereitungsunterricht  in  der 
Geometrie.   Von  Dr.  E.  W.  Grebe.    Cassel.  1840.  8.  Thlr. 

Geometrie  für  höhere  Volksschulen  und  Schullehrer- 
seminarien  von  J.  W.  Straub,  Lehrer  an  der  Bczirks- 
schule  zu  Baden  im  Aargau  und  Gemeindeschulinspector. 
Zürich.  1841.    8.    15  ggr. 

Lehrbuch  der  Geometrie.  Ausgearbeitet  von  Dr.  C.  L 
A.  Kunze,  Professor  der  Mathematik  am  Gymnasium  zu 
Weimar.    Erster  Band.  Planimetrie.    Jena.  1^42.  8.   1  Thlr. 

Dieses  Lehrbuch  der  Geometrie  ist  uns  eine  sehr  erfreuliche 
Erscheinung  gewesen  und  verdient  nachdrücklichst  empfohlen  und 
allgemeiner  bekannt  zu  werden.    Uebcrall  befleissigt  sich  der  Vi  r 
fasser  der  euclidischen  Strenge,  ohne  an  irgend  einem  Orte  zu 
weitläufig  oder  für  den  Anfänger  zu  schwierig  zu  werden.  Du 
Hauptverdienst  dieses  Buchs  linden  wir  aber  in  den  verschiedenen, 
den  einzelnen  Kapiteln  beigefügten  Anhängen,  in  denen  der  Ver- 
fasser von  den  Ergebnissen  der  sogenannten  neuem  Geomerfrie  eine 
sehr  zweckmässige  Auswahl  getroffen  und  einen  selir  verständigen 
Gehrauch  gemacht,  aber  auch  manches  aus  eignen  Mitteln  hinzuge- 
than,  namentlich  mehrere  Sätze  bloss  mit  den  ihm  durch  das  Lehr 
buch  selbst  dargebotenen   Hülfsmittelu   auf  eigentümliche  Weise 
uud  meistens,  so  weit  die  Natur  des  Gegenstandes  es  zuliess.  sehr 
einfach  bewiesen  hat.    Sehr  werden  dem  Verfasser  mit  uns  viele 
Lehrer  auch  für  die  an  vielen  Orten  eingestreuten  interessanten 
historischen  Notizen  dankbar  sein,  die,  wie  jeder  erfahrene  Lehrer 
weiss,  immer  sehr  zur  Belebung  des  mathematischen  Uuterrichts 
beitragen.    Leider  verbietet  uns  hier  der  Raum,  aus  dem  reichen 
in  den  verschiedenen  Anhängen  enthaltenen  Sehatze  viele  Kinzelu- 
heiten  namhaft  zu  machen,  jedoch  können  wir  uns  nicht  versagen, 
den  Leser  u.  A.  auf  Folgendes  besonders  hinzuweisen.    So  ist  z.  B. 
in  dem  Anhange  zum  neunten  Kapitel  ein  neues  sehr  einfaches  und 
sinnreiches  Verfahren,  die  Seite  eines  in  einen  gegebenen  Kreis  zu 
beschreihenden   regelmässigen  Vielecks  näheruugsweise  zu  finden. 
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mitgethetlt ,  welches  eiue  Bebr  artige  Erfindung  Sr.  Hoheit  des 
Herzogs  Carl  Bernhard  z  u  Sachsen  Weiinar-Eisenach  ist, 
und  eine  weit  schnellere  Annäherung  und  grössere  Genauigkeit  als 
die  oft,  z.  B.  in  Kästner's  geometrischen  Abhandlungen. 
I.  S.  206,  besprochene  Kegel  von  Renaldini  gewährt.  Der  Vf. 
hat  die  neue  Kegel  mit  Hülfe  trigonometrischer  Rechnung  für  alle 
Vielecke  mit  ungerader  Zahl  bis  zum  23eck  geprüft,  und  sie  immer 
mit  Ausnahme  des  3ecks  und  5ecks,  wo  sie  nicht  anwendbar 
ist,  sehr  nahe  richtig  gefiiuden.  Ferner  machen  wir  aufmerksam 
auf  den  Beweis  der  Steiner'schen  Constructios  des  Malfatti'- 
schen  Problems,  die  man  auch  in  dem  Anhange  zum  neunten 
Kapitel  iindet,  auf  die  ganze  Behandlung  des  Falles  der  Incommen- 
surahilität  in  der  Lehre  von  den  Proportionen  u.  s.  w.,  auf  die 
Rectiücation  uud  Quadratur  des  Kreises  und  vieles  Andere,  was 
hier  besonders  anzuführen  der  Raum  nicht  zulässt.  In  einer  Zu- 
gabe am  Kode  des  Buchs  hat  der  Verfasser  auch  die  im  2ten  Hefte 
des  ersten  Theils  des  Archivs  (S.  193)  ausführlich  besprochene  Auf- 
gabe von  der  Bestimmung  der  Anzahl  der  verschiedenen  Arten,  auf 
welche  sich  ein  Vieleck  durch  Diagonalen  in  Dreiecke  zerlegen 
lässt,  auf  eigenthümliche  Weise  aufgelöst,  wobei  er  zwei  recurri- 
rende  Formeln  findet,  durch  deren  Vergleichung  mit  einander  sich 
dann  die  Kuler'scbe  independente  Formel  ergiebt.  Wir  wiederho- 
len, dass  uns  hier  der  Raum  fehlt,  uuf  alle  Vorzüge  dieses  Lehr- 
buchs  speciell  aufmerksam  zu  machen,  empfehlen  es  aber  nament- 
lich auch  denen,  welche  sich  etwas  weiter  als  im  Kreise  der  ge- 
wöhnlichen Elemente  mit  der  Geometrie  bekannt  macheu  wollen, 
nochmals  aus  voller  Ueberzeugung,  und  wünschen,  dass  der  Ver- 
fasser Zeit  und  Müsse  haben  möge,  recht  hald  den  zweiten  Theil, 
welcher  die  Stereometrie,  nebst  der  ebenen  und  sphärischen  Trigo- 
nometrie, umfassen  wird,  nachfolgen  zu  lassen. 

Nur  in  einem  Punkte  köuuen  wir  mit  dem  Verfasser  nicht 

fanz  einverstanden  sein,  nämlich  in  Bezug  auf  seine  Darstellung 
er  Lehre  von  den  Parallellinien.    Er  geht  nämlich  dabei  von  der 
folgenden  Delinitiou  aus: 

Eine  Linie  von  der  Beschaffenheit,  dass  alle  ihre  Punkte  (in 
einerlei  Ebene)  von  einer  Geraden  gleichweit  abstehen,  heisst 
eine  ParalleUinie  oder  eiue  Parallele  zu  derselben; 
und  fugt  hierauf  den  Grundsatz:  , 

Die  Parallele  zu  einer  Geraden  ist  selbst  eine  Gerade 
bei,  auf  welchem  er  dann  das  Gebäude  der  Lehre  von  den  Paral- 
lellinien allerdings  mit  völliger  Cousequenz  aufführt.  Dass  man  in 
dieser  Lehre  von  einem  eigentümlichen*  derselben  allein  angehö- 
renden, Grundsatze  ausgehen  müsse:  damit  sind  wir  völlig  einver- 
standen. Dass  aber  der  obige  Satz  die  zu  einem  Axiome  nötbige 
innere  Evidenz  habe,  möchten  wir  bezweifeln,  so  wie  uns  auch  in 
der  obigen,  bekanntlich  schon  von  altern  Mathematikern  vielfach 
benutzten,   Definition   der  Purallelen  das  Princip  der  Glei< 


rineip  der  Gleichheit 
der  gegenseitigen  Lage  zweier  geraden  Linien,  auf  welches  es 
nach  unserer  Ueberzeuguug  in  der  Lehre  von  den  Parallellinien 
doch  vorzüglich  und  eigentlich  nur  allein  ankommt,  uicht  gehörig 
ausgesprochen  zu  sein  scheint.  Hält  mau  dieses  Princip  test,  so 
hat  es  uns  immer  geschienen,  dass  der  Satz: 

Zwei  gerade  I/iuien,  die  beide  einer  dritten  parallel  sind  (d.  h. 
die  beide  gegen  eine  dritte  gleiche  Lage  haben),  sind  jeder- 
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zeit  einander  selbst  parallel  (d.  h.  haben  gegen  einander 
gleiche  Lage) 

keinen  mindern  Grad  innerer  Evidenz  besitzt  als  der  Satz: 

Zwei  Grössen ,  die  einer  dritten  gleich  sind ,  sind  jederzeit 
einander  selbst  gleich; 
welchem  noch  Niemand  den  Namen  eines  Grundsatzes  streitig  ge- 
macht hat;  und  den  obigen  Satz,  oder  einen  demselben  analogen, 
möchten  wir  daher  vorzugsweise  der  Lehre  von  den  Parallellinien 
als  Axiom,  ohne  welches  man  nun  doch  einmal  nicht  auskommen 
kann,  zum  Grunde  gelegt  sehen.  Indess  wir  brechen  hier  ab,  da 
uns  zur  ausfuhrlichen  Darlegung  unserer  Ansicht  der  Raum  fehlt, 
und  eine  Uehereinstimmung  der  Mathematiker  in  dieser  vielbespro- 
chenen Lehre  doch  schwerlich  jemals  herbeizuführen  sein  wird; 
keineswegs  aber  haben  wir  durch  die  vorhergehenden  Bemerkun- 

§en  den  von  uns  vollkommen  anerkannten  Werth  des  Buchs  des 
lerrn  Professors  Kunze  auch  nur  im  Geringsten  zu  schmälern  beab- 
sichtigt. 

Besonders  hervorheben  wollen  wir  noch  die  grosse  Nettig- 
keit und  Zierlichkeit,  mit  welcher  die  diesem  Buche  beigegebenen 
Tafeln  von  dem  geschickten  geographischen  Kupferstecher  Herrn 
Adolph  Mädel  zu  Weimar  ausgeführt  worden  sind,  der  für 
dergleichen  Arbeiten  recht  sehr  allgemein  empfohlen  zu  werden 
verdient,  welches  wir  daher,  jedes  Verdienst  gebührend  anerken- 
nend, auch  an  diesem  Orte  zu  thun  nicht  unterlassen  wollen. 

G. 

Ragionamento  di  Giuliano  Villanis  soll'  area  d'un 
segmento  determi nato.  Torino.  1841.  8.  (E  nna  nuova  ri- 
eerca  della  quadratura  del  circolo.) 

•  i  ,  •   • «      ■  < 

The  Elements  of  Descriptive  Geometry.  By  the  Rev. 
Prof.  Hall,  King's  College,  80  1 1  lustratio ns.  London. 
1841.   8.    6  s.  6  d. 

Scienza  geometrica  delle  construzioni,  ovvero  geo- 
inetria  descrittiva  di  G.  Scaffnit,  capitano  d 'a rti glieria 
professore  etc.  del  grauducato  di  Assia  Darmstadt.  Ver* 
sione  dal  tedesco  con  illustrazioni  ed  aggiunte  Vin- 
cenzo  dr.  Tuzzi  professore  supplente  d'introduzione  al 
calcolo  sublime  presso  l'i.  r.  universitä  di  Padova.  Pa- 
ri ova.  1841.  8. 

Die  Lehre  von  den  Kegelschnitten,  durgestellt  für 
das  Bedürfniss  des  Forstwirths.  Programm  zur  Eröff- 
nung der  Vorlesungen  an  dem  land-  und  forstwirt- 
schaftlichen Institut  in  Hohenheim  im  Herbst  1841.  Von 
Dr.  Fr.  J.  P.  Riecke,  Professor  der  Mathematik  und  Phy- 
sik.   Stuttgart.  1841.  8. 

Dem  Herausgeber  des  Archivs  ist  diese  kleine  Schrift  nament- 
lich deshalb  sehr  interessant  gewesen,  weil  der  Herr  Vf.  in  dersel- 
ben von  der  Delinition  der  Kegelschnitte  ausgeht,  welche  der  Her- 
ausgeber des  Archivs  in  seinen  Beiträgen  zur  reinen  und  an- 
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* 

gewandten  Mathematik.  Theil  I.  Brandenburg.  1838.  4. 
S.  222.  als  Grundlage  für  den  elementaren  Vortrag  der  Lehre  von 
den  Kegelschnitten  angelegentlichst  zu  empfehlen  sich  erlaubt  hat, 
nämlich  von  der  folgenden  Definition: 

./W  enn  eine  .gerade  Linie  und  ein  Punkt  ausserhalb  derselben 
„gegeben  sind,  so  heisst  der  Ort  aller  Punkte  in  dieser  Ebene, 
„deren  Entfernungen  von  dem  gegebenen  Punkte  und  der  gegebe- 
nen geraden  Linie  immer  dasselbe  Verhältnis*  zn  einander  haben, 
„ein  Kegelschnitt,  und  zwar  eine  Parabel,  wenn  das  constante 
„Verhältniss  Verhältniss  der  Gleichheit  ist,  eine  Kllipse.,  wenn  es 
„ein  Verhältniss  des  Kleinern  zum  Grössern  ist,  eine  Hyperbel, 
„wenn  es  Verhältniss  des  Grössern  zum  Kleinem  ist." 

Aus  dieser  Definition  leitet  der  Herr  Vf.  die  Haiipteigenscbaf- 
ten  der  Kegelschnitte  fast  durchgängig  uach  rein  geometrischer 
Methode  aiHf  sehr  einfache  Weise  ab,  giebt  Hegeln  zu  ihrer  Con- 
struetion,  lehrt  die  Quadratur  der  Parabel  und  die  Cnbatur  des 
ganzen  und  abgekürzten  Paraboloids,  welche  für  den  Porstwirth 
aus  hinreichend  bekannten  Gründen  von  besonderer  Wichtigkeit  ist. 
Abgesehen  von  der*  specieNen  Bestimmung  der  Schrift  empfehlen 
wir  dieselbe  überhaupt  Lehrern  an  hohem  Unterrichtsanstnlten  zur 
Beachtung  bei  dem  Vortrage  der  Lehre  von  den  Kegelschnitten, 
und  würden  uus  sehr  freuen,  wenn  dieselbe  einen  geeigneten  Ge- 
lehrten zur  Abfassung  eines  zwar  kurzen,  aber  doch  möglichst 
vollständigen  Lehrbuchs  der  Kegelschnitte  für  Schulen  nach  rein 

geometrischer  Methode,  mit  Ausschliessung  aller,  algebraischer 
echnung  und  mit  Zugrundelegung  der  obigen  allgemeinen  Defini- 
tion der  Kegelschnitte,  veranlassen  sollte,  ein  Unternehmen,  von 
welchem  wir  uns  sehr  wesentliche  Förderung  des  Unterrichts  in 
der  Lehre  von  den  Kegelschnitten  auf  Schulen  versprechen.  Zu- 
nächst möchten'  wir  natürlich  den  geehrten  Herrn  Vf.  selbst  zur 
Erweiterung  seiner  Schrift  in  der  so  eben  näher  angedeuteten 
Weise  und  für  den  in  Rede  stehenden  Zweck  uns  aufzufordern  er- 
lauben, wozu  derselbe  schon  als  Würtemberger  jedenfalls  beson- 
ders befähigt  ist,  da  bekanntlich  in  seinem  Vaterlande  die  rein 
geometrische  Methode  immer  besonders  cultivirt  worden  ist  und 
noch  cultivirt  wird.  Dass  diese  Metbode  stets  die  Hauptgrund- 
lage des  mathematischen  Unterrichts  auf  Schulen  bilden  und  immer 
bleiben  muss,  kann  nicht  genug  eingeschärft  werden,  da  man,  wie 
es  uns  scheint,  jetzt  sehon  bei'm  mathematischen  Unterrichte  auf 
Schulen  hin  und  wieder  der  Rechnung  ein  zu  grosses  Feld  ein- 
räumt. . 

i 

H.  P.  Hamiltons  Aoalytiska  Framställning  af  Ko- 
niska  Sektionerne.  Ofwersatt  af  C.  W.  Eneberg.  Med 
Fyra  PUncher.   Stockholm.  1841.   8.   1  Rdr.  36  sk. 

Sopra  i  circoli  osculatori  delle  curve,  memoria  letta 
nella  pontificia  accademia  dei  Liocei,  dal  dott.  L.  Bru- 
ned  sacerdote  romano.   Roma.  1840.  8/ 
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Trigonometrie. 


Trigonometria  plaua  et  theses  quas  pro  ntunerc  Lee- 
toris  edidit  Mag.  J  ob.  W ersäll,  Gymnasii  Adjunctus.  Resp. 
Christ.  Högman.   Scarae.  1840.  8. 

Quaestiones  tetragonometricae.  Dissertatio  inaugu- 
ralis  quam  etc.  scripsit  Julius  Hartmunn.  Marburgeusis. 
Marburgi.  MDCCCXL1.  8. 

Diese  kleine  empfehlenswert!] e  Gelegenbeitsschrift  giebt,  nach 
einer  Einleitung,  in  dem  ersten  Kapitel  die  Aufzählung  aller  in  der 
Tetragonometne  vorkommenden  Fälle,  wobei  der  Vt.  findet,  dass 
sich  dieselben  auf  sieben,  oder  eigentlich  nur  auf  vier,  Hauptpro- 
bleme zurückführen  lassen,  deren  vollständige  Auflösung  sodann 
im  zweiten  Kapitel  gegeben  und  durch  einige  vollständig  ausge- 
rechnete Beispiele  hinreichend  erläutert  wird.  Wer  u.  A.  Biörn- 
sen's  dickleibige  Introductio  in  Tetragonometriam  ad 
m entern  Lamberti  analytice  conscripta.  Hafniae.  1780.  8. 
kennt,  oder  gar  einmal  das  schwierige  Unternehmen,  dieselbe 
durchzuarbeiten,  begonnen  hat,  wird  dem  Verf.  für  seine  einfache 
Darstellung  gewiss  Dank  wissen. 


Praktische  Geometrie. 


Travaux  de  la  Commission  pour  fixer  les  mesures  et 
les  poids  de  ('Empire  de  Kussie  par  A.  Tb.  Kupffer. 
II  Tomes.  gr.  in  4.   St.  Petersbourg.  1841.    5  Thlr.  8  ggr. 

Crocker's  Elemepts  of  Lnn dsu rveying.  New  Edition, 
corrected  throughout,  and  considerably  improved  and 
modernized,  by  T.  G.  Bunt,  Laud-Su'rveyor,  Bristol.  To 
which  are  added  Tables  of  Sfxfigure  Logarithms,  su- 
perintendcd  by  Richard  Farley*  of  the  Nautical  Esta- 
blishments  1842.  Post  8.  Frice  12  s.  cloth  lettered. 

The  Tables  of  Six-Figure  Logarithms,  contaiuing 
the  Logarithms  of  Numbers  from  1  ad  10000,  and  of  Sine« 
and  Tangents  for.  every  Minute  of  the  Quadrant  and 
every  Six  Seconds  of  the  first  Two  Degrces,  witb  a  Ta- 
ble of  Constants,  and  Formulae  for  the  Solution  of 
Plane  and  Sphcrical  Triangles,  may  be  had  separate!?, 
I  s.  6  d.  eloth. 
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Mechanik. 


The  Elements  of  Mechanics;  designed  für  tLe  usc  uf 
Students  in  the  University.  By  James  Wood,  D.  D.  for- 
merly  Master  of  St.  Johu's  College  Cambridge,  und 
Dean  of  Bly.  A  New  Edition,  revised,  re-arranged,  und 
eolarged,  by  J.  C.  Snowball,  M.  A.  Fellow  of  St.  John's 
College,  Cambridge.  1841.   8.   8  s.  6  d. 

» 

Dissertatio  de  pendulo  et  theses  quas  pro  munere 
Lectoris  edidit  Mag.  Andreas  Holmstrand  Collega  sebo- 
lae;  Rcsp.  Carol.  Petro  Lindström.   Scarae.  1840.  4. 

i 

De  motu  globuli  bomogenei  rigid i  progressivo  in  su- 
perficee  semicyliudri  recti  coneava,  ratione  frictionis 
atque  resistentiae  aeris  postbabita  dissertatio.  Praes. 
J.  G.  Björliug,  in  Reg.  Acud.  Ups.  Mecban.  Docens;  Resp. 
J.  C.  Polbeimer.    Holmiuc.  1840.  4. 


Praktische  Mechanik. 


Die  Maschiueu-Eleinente  und  die  Hydraulik.  Letz- 
tere besonders  auf  die  Berechnung  und  die  Construc- 
tion  der  Wasserräder  angewendet.  Ein  Handbucb  für 
Mechaniker,  Fabrik-Dirigenten,  Techniker  u.  s.  w.  vou 
C.  (i.  Kuppler,  Prof.  un  der  polytechnischen  Schule  zu 
Nürnberg.  Auch  unter  dem  Titel:  Industrielle  Mecha- 
nik. Nach  Puncelet  u.  s.  w.  deutsch  bearbeite^  und  mit 
Anmerkungen  begleitet  von  C.  G.  Kuppler.  IL.Theil.  Die 
Maschinen-Elemente  und  die  Hydraulik.  Mit  19  Kupfer- 
tafeln.  Nürnberg.  1841.   8.   3  Thlr. 

Von  Dr.  J.  A.  Hiilssc's  Maschiueu-Encycl  opädie  (S.  No.  I. 
S.  11.  des  Literarischen  Berichts)  ist  die  6ste  Lieferung  (1  Tblr.) 
erschienen. 

i 

j  * 

Moriu:  Notice  sur  divers  appareils  dy uainoine  tr  iques. 
2c.  edit.   Paris.  1841.   8.    H  Tblr. 
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Astronomie. 


J.  H.  Mädler's  sehr  empfehlenswerthe  Populäre  Astrono- 
mie ist  nun  vollständig  erschienen.  Das  ganze  Werk  kostet  jetzt 
2±Thlr. 

Die  Wunder  des  Himmels  oder  gemei  nfassl  i  che  Dar- 
stellung des  Weltsystems.  Von  J.  J.  von  Littro  w.  Zweite 
verbesserte  Auflage  in  Einem  Bande.  Zweiter  Abdruck. 
Mit  dem  Portrait  des  Verfassers  und  117  Figuren.  Stutt. 
gart.  1842.   8.   3  Tblr. 

Es  genügt  die  Anzeige,  dass  von  diesen  allgemein  bekannten 
Werke  die  dritte  Auflage  erschienen  ist,  die  übrigens  ganz  mit  deu 
frühern  Auflagen  übereinzustimmen  scheint. 

•  . 

Compeudio  di  Astronomia,  o  sia'Esposizione  della 
natura  e  dei  movimenti  de'  corpi  celesti,  preceduto  da 
una  introduzione  storica,  seguita  da  una  biografia  de' 
piü  celebri  astronomi,  da  una  bibliografia  e  da  ua  voca» 
bolario  astronomico.  Di  Bailly.  Milano.  1841.  In -32. 
'  ■ 

Mathematische  Geographie.  Ein  Leitfaden  beim  Un- 
terrichte dieser  Wissenschaft  in  höheren  Lehranstalten. 
Von  Dr.  H.  A.  Brettner.  2te  verb.  und  vermehrte  Aufl. 
Breslau.  1840.   8.   8  ggr.  . 

Kalender  für  alle  Stände  1842.  Herausgegeben  von 
C.  Li.  von  Littrow,  Adjunkten  der  K.  K.  Sternwarte  zu 
Wien.   Wien.   8.   12  ffgr. 

Dieser  Kalender  enthält  neben  den  gewöhnlichen  Kalender- 
Angaben  auch  eine  kleine  Ephemeride,  deren  Angaben  aber  nur 
bis  auf  Minuten  gehen.  Indess  ist  derselbe  Liebbaoern  der  Astro- 
nomie, die  es  bloss  mit  der  Beschauung  des  Himmels  zu  thun  ha- 
ben ,  immerhin  zu  empfehlen,  und  verdient  allgemeiner  bekannt 
zu  sein. 

Kirchenrechnung  von  F.  Piner.   Berlin.   4.   1  Thlr. 

Eine  ans  dem  2ten  Hefte  des  2ästen  Bandes  des  Crelle'schen 
Journals  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik  besonders  ab- 
gedruckte sehr  empfehlenswerte  Abhandlung.  • 

'  *  v-  ' ' 

Connaissance  des  tems  ou  des  mouvements  Celestes, 

pour  1844;  avec  additions.   Paris.  1841.   8.   3  Thlr. 

Effemeridi  astronomiche  di  Milano  per  l'anno  1842. 
Con  appendice  di  osservazioni  e  memorie.  Milano.  1841.  8* 

L'appendice  contiene:  Ascensioni  rette  della  lana  osservate 
negll  anni  1835,  36,  37,  38  al  circolo  meridiano  di  Stark  e  para- 
gonate  colle  tavole  da  Roberto  Stambucchi.  —   Declinazioni  della 
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luoa  dedotte  dalle  osservazieni  fatte  al  circolo  meridiano  di  Stark 
Del  dicembre  1834  e  negli  anui  1835,  36,  37,  38  e  paragonate  colle 
tavole  da  Roberto  Stambucchi. 

Dieo:  Atlas  des  phlnomenes  Celestes  donnant  le  trace 
des  raouvements  apparens  des  planetes.  Paris.  1841.  4. 
6  Thlr. 

Dien:  Atlas  du  Zodiaque.   Parts.  1841.   4.   6  Thlr. 

Annale«  der  K.  K.  Sternwarte  in  Wien.  Nach  dein 
Befehle  Seiner  Majestät  auf  öffentliche  Kosten  heraus- 
gegeben von  J.  J.  und  C.'L.  von  Littrow.  20r  Tbl.  Wien, 
1840.  gr.  Fol.    3  Thlr.  14  ggr. 

Wir  werden  später  eine  ausführliche  Anzeige  dieses  bis  jetzt 
uns  noch  nicht  zugegangenen  Werkes  liefern. 


Physik. 


(Jeber  den  relativen  Werth  der  Naturwissenschaften 
für  die  formelle  Bildung  der  Jugend.  Fest-Rede  vom 
Prof.  Dr.  Jäger.    Stuttgart.  1841.    3  ggr. 

Lehrbuch  der  Physik  zum  Gebrauche  bei  Vorlesun- 

Sfen  und« beim  Unterrichte.  Von  W.  Eisenlohr.  3te  Aufl. 
lan nheim.  1841.   8.   2  Thlr.  8  ggr. 

Es  wird  hier  die  Anzeige  genügen,  dass  von  diesem  längst 
allgemein  bekannten  trefflichen  Lehrbuche  die  3te  Aufl.  erschie- 
nen ist.  .  " .  • 

Lärobok  i  Fysiken  af  W.  Eisenlohr,  Professor  i  Ma- 
tern, och  Fysik  i  Mannheim.    Fran  Andra  Ori  ginaluppla- 

gan  pa  Swenska  Utg'ifwen  af  G.  A.  Lundhquist,  Auskul- 
tant i  Kon  gl.  Bergs-Kollegium.  Med  10  Planscher. 
Stockholm.  1841.   8.    3  Rdr. 

Die  Experimen  tal  -  Physik  ,  ein  geistiges  Bildungs- 
mittel, in  ihren  Beziehungen  zum  praktischen  Leben. 
Bin  Handbuch  für  Lehrer  an  gehobenen  Volks-  und  Bür- 
gerschulen und  technischen  Anstalten  von  Dr.  K.  F.  R. 
Schneider,  Oberlehrer  etc.  Zweite  Abtheilung:  Mecha- 
nik, Atmometrie,  Akustik«   Dresden.  1841.   8.    16  ggr. 

Das  in  Nr.  III.  S.  59  des  Literarischen  Berichts  über  die  erste 
Abtbeilung  gefällte  günstige  Drtheil  gilt  auch  von  dieser  zweiten 
Abtheilung. 

Lehrbuch  'der,  Experime ntal -Physik  für  Real-  und 
Gymnasial-Anstalten  von  Dr.  C.  H.  Nagel.  Professor  der 
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Mathematik  und  Physik  au  dem  obern  Gymnasium  und 
der  höhern  Bürgerschule  zu  Ulm.  1.  Abtheilung.  Allge- 
meine Naturlehre  für  Gymnasial-  und  niedere  Real-An- 
stalten.    Ulm.  1842.   8.   20  ggr. 

Wir  halten  dieses  Buch  für  ein  mit  pädagogischem  Takt  sehr 
verständig  angelegtes  Lehrbuch  der  Physik  für  den  ersten  Unter- 
richt in  dieser  Wissenschaft  auf  Schulen,  welches  in  klarer  Dar- 
stellung nur  die  Hauptgesetze  gicbt,  mehreres  Detail  in  mit  kleine- 
rer Schrift  gedruckten  Anmerkungen  nur  gunz  kurz  andeutet,  und, 
den  Weg  der  mathematischen  Begründung  verlassend,  bloss  den 
Experi  mental  weg  betritt,  weshalb  dasselbe  Lehrern  für  den  Unter» 
rieht  iu  den  untern  Klassen  zur  Beachtung  empfohlen  zu  werden 
verdient.  Bei  dem  physikalischen  Unterrichte  in  den  obern  Klas- 
sen ist  es  dagegen  nach  unserer  Ueberzeugung  sehr  zweckmässig, 
und  dient  zugleich  sehr  zur  Unterstützung  und  börderuug  des  mathe- 
matischen Unterrichts,  wenn  den  Schülern  so  häulig  wie  möglich 
gezeigt  wird,  wie  viele  wichtige  Anwendungen  sich  schon  bloss 
von  den  von  ihnen  bereits  erlernten  Lehren  der  Mathematik  in  der 
Physik  machen  lassen. 


Phy 
Gra 


The  mathematical  Princlples  of  Mechanical  Philoso- 
and  their  Application  to  the  Theory  of  Universal 
ravitation.  By  John  Henry  Pratt,  M.  A.  Fellow  of  Gou- 
ville  and  Caius  College,  aud  of  the  Cambridge  Philoso- 
phical  Society.  2d  Edition.  Cambridge.  1841.  8.  LI.  1  s. 
boards. 

Unterhaltungen  aus  dem  Gebiete  der  Naturkunde. 
Von  D.  Fr.  Arago.  Fünfter  Theil.  Aus  dem  Französi- 
schen übersetzt  von  Dr.  C.  F.  Grieb.  Stuttgart.  1841.  8. 
23  ggr. 

Dieser  Theil  enthält  die  folgenden  Aufsätze:  Bericht  an  die 
Akademie  der  Wissenschaften  über  die  während  der  Heise  der  von 
dem  Schiß'skapitäne  Dü -Petit -Thouars  befehligten  Fregatte,  die 
Venus,  ausgeführten  wissenschaftlichen  Arbeilen. 

Rede  am  Grabe  Prony's. 

Rede  am  Grabe  Poisson's. 

Bericht  über  das  Daguerreotyp. 

Von  den  Kometen. 

Von  der  Temperatur  der  Erde. 

Vom  Kalender. 

Breiten-  und  Längentabelle  für  die  bedeutendsten  Städte 
Frankreichs. 

Verzeichnis»  der  Tage  des  mittleren  Jahres,  au  welchen  eine 
regulirte  Uhr  Mittags  um  12  Uhr  um  eine  ganze  Anzahl  von  Minu- 
ten vor-  oder  nachgehen  inuss. 

Zeit  des  Hochwassers  oder  Stunden  der  Fluth  in  den  bedeu- 
tendsten Häfen  der  Küsten  Europa's;  die  Tage  des  Neu-  uud  Voll- 
monds und  die  Länge  dieser  Häfen  in  Zeitminuten. 

Von  der  Atmosphäre  und  ihren  Verhältnissen  zur  Astronomie. 

Physische  Konstitution  des  Mondes. 

Geschichte  der  Astronomie. 

Vom  Thierkreise. 

Vou  den  Fixsternen. 
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Physische  Konstitution  der  Sonne. 
Von  den  Planeten. 
Anblick  des  Himmels. 

Ueber  die  Berechnung  von  Beobachtungen  durch  die 
Methode  der  kleinsten  gundratsummen.  Vom  Prof.  Dr. 
J.  A.  Hülsse.   Leipzig,  gr.  4.   |  Thlr. 

Tables  psychrome*triques  et  barome*triques  a  l'usage 
des  observatoires  mete'orologiqes  de  l'Empire  de  Russie. 
gr.  in  8.    St.  Petersbourg.  1841.    13  ggr. 

Dass  auf  allen  meteorologischen  Observatorien  in  Russland  alle 
Rechnungen  und  Reductionen  nach  denselben  Tafeln  gemacht  wer- 
den,  ist  eine  höchst  zweckmässige  Einrichtung,  und  wir  möchten 
hier  wohl  den  Wunsch  aussprechen ,  dass  auch  Beobachter  in  an- 
dern Ländern  sich  zu  dem  Gebrauche  dieser  Tafeln  entschliessen 
und  vereinigen  möchten.  Uebereinstimmende  Instrumente  und  Re- 
duetions-  Elemente  scheinen  uns  bei  allen  meteorologischen  Beob- 
achtungen ein  sehr  wesentliches  Erforderniss  zu  sein.  . 

i 

A  Manual  of  Electricity,  Magnetism  and  Meteoro- 
logy.    By  Dionysius  Lardner,  D.  C.  L.  F.  R.  S.  etc.  Vol.  I. 
1841.    8.  ,6  s.  cloth.    Being  Vol.  130  of  the  Cabinet  Cyclo- 
^paedia.    (To  be  completed  in  Three  more  Volumes). 

Beiläufig  bemerken  wir  hierbei,  dass  die  Cabinet  Cyclopaedia 
auch  die  folgenden  früher  erschienenen  Abtheilungen  enthält: 

A  Treatise  on  Geometry.    By  Dionysius  Lardner.   0  s.  cloth. 

A  Treatise  on  Hydrostatics  and  Pneumatics.  By  Dionysius 
Lardner.  6  s.  clotb. 

A  Treatise  on  Arithmetic.   By  Dionysius  Lardner.   6  s.  cloth. 

A  Treatise  on  Beat.   By  Dionysius  Lardner.   6  s.  cloth. # 

A  Treatise  on  Mechanics.    By  Capt  Kater  and  Dr.  Lardner.  6  s. 

A  Treatise  on  Astronomy.   By  Sir  John  Herschel.   6  s. 

A  Preliminary  Discourse  on  the  study  of  Natural -Philosophy. 
By  Sir  J.  Herschel.   6  s. 

The  History  of  Natural  Philosophy.   By  Baden  Powell.   6  s. 

A  Treatise  on  Optics.   By  Sir  David  Brewster.   6  s. 

A  Treatise  on  Chcmistry.   By  Prof.  Donovan.   6  s. 

Essay  on  Probabilities.  -  By  Prof.  Dr.  Morgan.   6  s. 

Geschichte  der  Fortschritte  der  Geologie  und  Ein- 
leitung in  diese  Wissenschaft.  Von  Carl  Lyell.  A.  d.  Engl, 
von  Carl  Hartmann.  Auch  unter  dem  Titel:  Grundsätze 
der  Geologie  oder  die  neuen  Veränderungen  der  Erde 
und  ihrer  Bewohner  in  Beziehung  zu  geologischen  Er- 
läuterungen.  I.  Band.    Weimar.  1842.   ff.   2  Thlr. 

Den  zweiten  Band  dieses  Werkes  bilden  die  in  Nr.  III.  S.  61 
des  Literarischen  Berichts  angezeigten  neuen  Veränderungen 
der  unorganischen  Welt  u.  s.  w.,  weshalb  dem  obigen  ersten 
Bande  auch  ein  besonderer  Titel  zu  dem  früher  angezeigten,  un- 
mittelbar vorher  namhaft  gemachten  Werke  beigelegt  worden  ist. 
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Vermischte  Schriften. 

___________ 

Nuuvenux  Memoires  de  rAcad^niic  royale  des  scien- 
ces  et  Bei  les-Lettrcs  de  Bruxelles,  tome  XIV,  un  fort 
vol  in   4.  avec  gravures  et  une  lithographie.  Bruxelles. 
1841.    4  Thlr. 
contenant : 

Crahay:  R&time*  des  observations  mc'te'orologiqucs  faires  et» 
1840  h  Louvain. 

Quctelet:  Besinne*  des  observations  sur  la  m&e'orolojrie,  sur 
le  magnetisme,  sur  les  tempe>atures  de  la  terre,  sur  la  floraison  de 
fleurs,  plantes  etc.,  suivi  des  compnraisons  barometriques  faitcs  a 
Bruxelles  et  dans  le  nord  de  l'Europe,  par  Bravais  et  Cli.  Martins 

Memoires  couronnes  par  PAcaddinie  royale  des  Scien- 
ces et  Bei  les- Lettre  de  Bruxelles,  tome  XV,  \re  partie, 
1840  — 1841.  gr.  in  4.  Bruxelles.  1841.    2  Tblr. 
contenant: 

Moriz  Stern:  Recherclies  sur  la  theorie  des  residus  «juatlrati- 
(juos;  memoire  en  reponse  a  la  questiou  suivante:    On  dcmande# 
un  memoire  d'analysc  alge'brique,  dontlcsujetestlai 
au  choix  des  coneurrens. 

'  'tu  .  :.,■'."■;»-.  litTf 


Prcisuufösiben. 


Aufgabe  der  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Paris 

für  1843. 

„Perfectionner  les  methodes  par  lesquelles  on  re'sout  le  probie- 
re des  perturlmlions  de  la  lune  ou  des  planetes,  et  remplacer  les 
„developpements  ordinaires  en  series  de  sinus  et  de  cosinus  par 
„d'autres  developpements  plus  convergents,  composls  de  termes  pe- 
„riodiques  que  Ton  puisse  calculer  facilement  a  l'aide  de  certaioes 
..tables  construites  une  fois  pour  toutes.4' 

Le  prix  consistera  en  une  medaillc  d'or  de  la  valeur  de  3000  Fr. 
Les  memoires  devront  etre  arrives  au  secretariat  de  PAcademie 
avant  le  Xer  avril  1843.  Ce  terme  est  de  rigueur.  Les  uoms  des 
auteurs  seront  contenus  dans  un  billet  cachete,  qui  ne  sera  ouvert 
que  si  la  piece  est  couronnle. 
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Vorläufige  Nachricht  über  eine  neue  Zeitschrift  für 
Meteorologie,  Erdmagnetismus  und  verwandte  Ge- 
genstande. 

In  München  erscheint  vom  Anfange  dies  Jahres  an  eine  neue 
Zeitschrift  unter  dem  Titel:  , 

Annalen  für  Meteorologie,  Erdmagnetismus  und  ver- 
wandte Gegenstände,  redigirt  von  Gruner t,  Koller, 
Kreil,  Lamont,  Plieninger,  Stieffei,  herausgegeben  von 
Dr.  J.  Lamont,  Conservator  der  Königlichen  Sternwarte 
bei  München,  ordentl.  Mitgliede  der  König).  Academie 
der  Wissenschaften  in  München,  u.  s.  w. 

Der  Gedanke,  welchem  diese  Zeitschrift  ihre  Entstehung  ver- 
dankt, ist  in  neuerer  Zeit  schon  oft  zu  realisiren  versucht  worden, 
ohne  dass  diese  Versuche  bis  jetzt  mit  dem  Erfolge  des  Gelingens 
gekrönt  worden  wären.  Jeder,  wer  sich  lebhaft  für  Meteorologie 
interessirt,  kennt  die  grossen  Dienste,  welche  die  ehemalige  soge- 
nannte Societaa  PaJatina  zu  Mannheim  dieser  Wissenschaft 
geleistet  hat,  und  weiss,  dass  die  von  derselben  herausgegebenen 
Ephemeriden  °)  noch  immer  die  wichtigste  Fundgrube  für  meteoro- 
logische Untersuchungen  siud,  wobei  auch  der  Kurfürst  Carl 
Theodor  von  der  Pfalz ,  welcher  diese  meteorologische  Gesell- 
schaft stiftete^  den  Abt  Hemmer  als  deren  Director  an  ihre  Spitze 
stellte,  und  dieselbe  in  den  Stand  setzte,  nach  fernen  Gegenden 
meteorologische  Instrumente  zu  senden,  die  alle  bis  dahin  verfer- 
tigten an  Genauigkeit  übertrafen  und  vollkommen  übereinstimmend 
waren,  stets  in  dem  dankbarsten  Andenken  fortleben  und  in  den 
Annalen  der  Meteorologie  immer  mit  Hochachtung  genannt  werden 
wird.  Ein  ähnlicher  allgemeiner  meteorologischer  Verein  ist  im 
vorigen  Jahre  in  München  gestiftet  worden,  Sämmtliche  mitar- 
beitende Meteorologen  erhalten  sorgfältigst  reguiirte  meteo- 
*  rologische  und  magnetische  Instrumente,  die  in  der  Werkstätte  der 
Königlichen  Sternwarte  bei  München  verfertigt  und  bloss  gegen 
Erstattung  der  Auslagen,  d.  h.  ungefähr  zu  dem  dritten  Theile  des 
gewöhnlichen  Preises,  geliefert  werden,  wonach  ein  Barometer  zu 
dem  höchst  geringen  Preise  von  6  Gulden,  ein  Doppeltherinameter 
(eine  Art  Psychrometer)  zu  dem.  ebenfalls  äusserst  niedrigen  Preise 
von  3  Gulden  30  Kr.  abgelassen  wird-0).   Die  Beobachtungen  wer- 


r 


( 

°)  Ep beulendes  Soc.  meteorolog.  palatinae. 
Mann.  1783-1792.  XII.  T.  4. 


Historia  et  observationes. 


*)  Die  magnetischen  Instrumente  sind  natürlich  verhältnissmässig  theurer, 
im  Ganzen  jedoch  die  Preise,  welche  einem  Jeden  auf  Verlangen  bereit- 
willigst mitgetheilt  werden,  so  niedrig  als  nur  irgend  möglich  gestellt, 
so  dass  durch  dieselben  bloss  die  Auslagen  einigermassen  gedeckt  wer- 
den. Die  sogenannten  Differential -Instrumente  können  in  jedem  Hause, 
wenn  nur  in  der  Nähe  keine  veränderlichen  Eisenmassen  sind,  aufge- 
stellt und  gebraucht  werden.  Natürlich  kann  man  sich  aber  dem  Vereine 
auch  bloss  für  eigentliche  meteorologische  Beobachtungen,  ohne  sich 
zugleich  zu  magnetischen  Beobachtungen  zu  verpflichten,  anschliessen. ' 
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den  an  allen  Stationen  nach  einem  gemeinschaftlichen  Plane  ge- 
macht und  in  den  verschiedenen  Ländern  durch  besondere  dazu 
bestimmte  Meteorologen  redigirt.  Die  Redaction  für  Bayern  hat 
Herr  ,Dr.  Lamont,  die  Redaction  für  Oesterreich  haben  die 
Herren  Astronomen  Koller  zn  Kremsmünster  und  Kreil  zu  Prag, 
die  Redaction  für  Würtcmbcrg  hat  Herr  Prof.  Plieninger,  für 
Baden  Herr  Prof.  Stieffei  übernommen,  und  dem  nördlichen 
Deutschland  hofft  der  Unterzeichnete  seine  Kräfte  zu  wid- 
men. Die  oben  genannten  Annalen  für  Meteorologie,  Erd- 
magnetismus und  verwandte  Gegenstände,  deren  Heraus- 
gabe, so  wie  die  oberste  Leitung  des  ganzen  Unternehmens,.  Herr 
Doctor  Lamont  in  München  besorgt,  sind  zur  Bekanntmachung 
der  von  den  Redactoren  nach  München  als  dem  Centraipunkte 
für  das  gesammte  Unternehmen,  gesandten  Beobachtungsjournale, 
zur  Mittheilung  geeigneter  Aufsätze,  Abhandlungen  u.  dergl.  durch 
den  Druck  bestimmt,  so  dass  man  dieselben  alle  an  einein  Orte 
beisammen  findet.  Die  Druckkosten  werden  entweder  ganz  oder 
wenigstens  so  weit  dieselben  nicht  durch  den  Absatz  gedeckt  wer- 
den, von  der  Königlich  Bayerischen  Regierung  getragen, 
so  dass  also  das  Unternehmen  durch  diesen  neuen  Beweis  der  Mu- 
nificenz,  mit  welcher  von  jeher  die  Königlich  Bayerische  Re- 
gierung sich  die  Förderung  der  Wissenschaften  angelegen  sein 
lasst,  vollkommen  gesichert  erscheint,  und  nur  zu  wünschen  übrig 
bleibt,  dass  noch  recht  viele  Meteorologen  in  den  verschiedensten 
Ländern  und  den  entferntesten  Gegenden  sich  dem  Vereine  an- 
schliessen,  'weshalb  sie  sich  entweder  unmittelbar  nach  Münch eu 
an  Herrn  Doctor  Lamont  oder  an  den  ihnen  zunächst  wohnenden 
Redacteur  zu  wenden  haben,  um  auf  dem  kürzesten  und  wohl- 
feilsten  Wege  die  ihnen  nöthigen  Instrumente,  Instructionen,  u.  s.w. 
zu  erhalten.  Dies  für  jetzt  nur  als  vorläufige  Nachricht  über  ein 
Unternehmen,  welches,  wie  wir  wenigstens  wünschen  und  hoffen, 
der  Meteorologie  und  verwandten  Wissenschaftszweigen  die  schön- 
sten Früchte  tragen  wird. 

Greifswafd  den  11.  März  1842. 

Gruner! 
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VII. 

Literarischer  Bericht. 


Plülosophie  der  Mathematik. 

  ♦ 

,  * 

Die  Philosophie  der  Mathematik.  Zugleich  ein  Bei- 
trag zur  Logik  und  Naturphilosophie  von  (  onst.  Franz. 
Leipzig.  184fc.   8.    1|  Thlr. 


i 

■ 


Systeme,  Lehr-  und  Wörterbücher. 


A  Course  of  Mathematics,  principally  designed  for 
the  Use  of  Students  in  the  East  lodia  Company's  Mili- 
tary Seminary  at  Addiscombe.  By  the  Rev.  J.  Cape, 
M.  A.  etc.  Professor  of  Mathematics  and  Classics  at  Ad- 
discombe.   Vol.  2.   8.    16  s.  clotb.    Vol.  1.   8.   15  s.  clotb. 


Arithmetik. 


Bourdon:  Ausführliches  Lehrbuch  der  Algebra.  Aus 
dem  Franz.  von  F.  W.  Müller.  Uuedlioburg.  1842.  8. 
1  Thlr.  16  ggr. 

-    The  Analysis  and  Solution  of  cubic  and  biquadratic 
Equatious;  forming  a  Sequel  to  „The  Elements  of  Alge- 
Baad  Ii.  10 
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kra"  anVJ  ao  Introduetion  to  ..The  Theory  and  Solution 
of  tke  Higher  Orders."  By  J  R.  Young,  Prof.  of  Mathe- 
inatics  in  Belfast  College.  1842.   6  a. 

Theoretisc  An  Praetiseh  Leerboek  der  Algebra,  of 
Stelkunst  voor  de  Scholen.  Eerste  deel.  Te  Dordrecht 
gr.  8.    f  1,  80.  #842. 

J.  Badon  Gbijben  eo  H.  Strootman  (Leeraren  der 
lste  Klasse  in  de  Wiskunde,  bijde  Koninklijke  Mili- 
taire  Akademie  te  Breda)  Vervolg  ob  de  beginselen  der 
,  Stelkunst,  bevattende  de  leerwjze  der  onbepaalde  coef- 
ficienten;  eene  körte  beschoowing  der  permotatien  eo 
corabinatien;  de  ontwikkeling  van  het  binomium;  ieti 
over  de  gedurige  breuken;  de  theorie  der  hoogermagts 
vergelijkingen,  die  der  rekenkunstige  rce ksen  van  hoo« 
geren  rang,  ei  eindelijk  de  ontwikkeling  der  logarith- 
miscbe  en  exnonentiale  functien;  gr.  8.  Te  Brede.  1841. 
f  1,  40.  # 

Arithmetical  Tables.  19  th  Edition,  with  Additions, 
by  Thomas  Bourn,  1842.   8d.  sewed. 

i 

Versuch  einer  Kritik  der  Principien  der  Wahrschein- 
lichkeitsrechnung. Bearbeitet  von  Jakob  Friedrich 
Fries.   Braunschweig.  1842.   8.    1  Thlr.  8  g*r. 

Diese  Schrift  eines  der  scharfsinnigsten,  zugleich  mit  ausge- 
zeichneten mathematischen  Kenntnissen  ausgerüsteten  Philosopbeo 
verdient  jedenfalls  der  Aufmerksamkeit  der  Mathematiker  sehr 
empfohlen  zu  werdeo.  Eine  Beurtheilung  derselben  würde  viel 
mehr  Raum  in  Anspruch  nehmen ,  als  unsere  Literarischen  Berichte 
darzubieten  bestimmt  sind,  weshalb  wir  uns  begnügen  müssen,  den 
Zweck,  welchen  der  Vf.  durch  seine  Schrift  zu  erreichen  beabsich- 
tigte, mit  seinen  eignen  Worten  ans  der  Vorrede  anzugeben.  Der 
Verf.  sagt  nämlich :  „Durch  den  Naturalismus  der  Encyelopädisten 
wurde  den  ruhigeren  Gebildeten  in  Frankreich  eine  gleichsam  Epi- 
kurische Begeisterung  für  Aufklärung,  Wahrheit  und  Menschen- 
rechte gegen  alle  Arten  der  Vorurt heile  und  des  Aberglaubens  au 
Theil,  welche  zur  Zeit  der  Bevolution  die  edle  Geistesanregung 
für  weltbürgerliche  wissenschaftliche  Interessen  brachte,  nicht  nur 
Eiuheit  von  Maass  und  Gewicht  zu  bestimmen  suchte,  sondern  sich 
aller  grossartigen  naturwissenschaftlichen  Interessen  annahm.  Aber 
die  übertriebenen  politischen  Hoffnungen  dieser  Begeisterung  wur- 
den durch  den  jakobinischen  Pöbel  ao  den  meisten  ihrer  nach  der 
Gironde  benannten  edlen  Vertreter  blutig  gestraft.  Zu  den  Lieb- 
lingsideen dieser  Aufklärung  gehörte  dann  auch,  wie  vorzüglich 
Condorcet,  einer  der  Erschlagenen,  lehrte,  dass  die  Wahrschein- 
lichkeitsrechnung einer  der  wichtigsten  Gegenstände  des  öffent- 
lichen Unterrichts  sei,  denn  sie  sei  die  Rechnung  des  gesunden 
Menschenverstandes,  durch  deren  Belehrungen  allein  der  falsche 
Kinfluss  von  Hoffnung,  Furcht  und  allen  Gemüthsbewegongen  auf 
unoer  Geraüth  vernichtet  und  somit  Vorurtheil  und  Aberglaube  aus 
dem  Urtheil  im  bürgerlichen  Leben  verdrängt  werden  könne.  Da- 
mit ist  uns  denn  auch  eine  höchst  wichtige  Wahrheit  nngere&t 
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worden;  aber  die  Begründung  der  ganzen  Lehre  ist  eigentlich  phi- 
losophisch, and  darin  bliebeu  jene  Lehrer  sehr  einseitig  und  erreg- 
ten deswegen  überspannte  Hoffnungen,  denen  nie  entsprochen  wer- 
den kann.  Die  Theorie  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung,  beruht 
nämlich  auf  der  Theorie  der  Inductionen,  und  hier  gehen  jene 
Lehrer  von  dem  Sensualismus  des  Locke,  Condillac  und  Hume 
aus,  und  wollen  alle  luduetioneu  nur  als  empirische  nachweisen, 
welche  ohne  alle  Erkenntnisse  a  priori  gelten  sollen.  Dagegen 
hat  uns  Kant  belehrt,  dass  jede  Erfahrung  erst  a  priori  erkannte 
Bedingungen  ihrer  Möglichkeit  voraussetze,  und  wir  leiten  daraus 
ab,  dass  jede  (augliche  Induction  eine  rationelle  werden  müsse, 

'  welche  nicht  nur  durch  die  Erwartung  ähnlicher  Fälle,  sondern  zu- 
höchst  immer  durch  leitende  Maximen  gelte,  deren  oberste  a  priori 
erkannt  werden. 

So  wird  es  noth wendig  für  die  Wahrscheinlichkeitsrechnung 
der  Metaphysik  des  Calculs,  wie  die  Franzosen  sagen,  eine  andere 
GrundlHge  zu  geben.    Dazu  kommt  nun  noch,  dass  die  Franzosen, 

'  durch  die  einseitige  Begründung,  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung 
ein  viel  zu  weites  Feld  geben  wollen,  indem  im  Grunde  alle  unsre 
Erkenntoiss  aligemeiner  Gesetze  von  ihren  Regeln  abhängen  soll. 
Dadurch  ist  es  gekommen,  dass  sie  viele  Autgaben  stellen,  und 
Lehren  ausführen,  die  gar  keinen  wahren  Grund  haben,  und  dage- 
gen beabsichtige  ich  hier  meine  Rede  zu  richten,  wiewohl  ich  da- 
mit vielen  der  grössteo  Mathematiker  streitend  entgegentrete.  Ich 
behaupte,  dass  der  Grundhegriff  der  mathematischen  Wahrschein- 
lichkeit selbst  nicht  genau  bestimmt  sei;  ich  behaupte,  dass  die 
ganze  herkömmliche  Lehre  von  der  Wahrscheinlichkeit  der  Zeu- 
genaussagen und  der  richterlichen  Entscheidungen  falsch  sei,  und, 
was  das  Wichtigste  ist,  ich  muss  einen  grossen  Tbeil  der  Lehren 
von  der  Wahrscheinlichkeit  a  posteriori  ganz  zu  beseitigen  suchen. 

Dies  sind  die  Zwecke  der  hier  vorliegenden  Arbeit.  Am 
Schluss  der  Vorrede  sagt  der  Verf.  endlich  noch:  „Während  ich 
an  dieser  Abhandlung  arbeite,  ist  Poissons  grosses  Werk:  re- 
cberches  sur  la  probabilite*  des  jugemens;  nicht  nur  erschienen, 


thematischen  Analysis,  welche  ihm  eigen  war,  zeigt  sich  darin  auf 
eine  glänzende  Weise,  daneben  hat  er  manchen  besondern  von  den 


Geometrie  für  Realschulen  von  J.  A>  Pflanz.  Dritter 
Tbeil.   Stuttgart.  1842.    8.   6  £gr. 

Die  beiden  ersten  Theilc  sind  in  Nr.  V.  des  Literarischen  Be- 
richts S.  76  kurz  angezeigt.   Dieser  dritte  Theil  enthält  die  prak- 

10' 


Geometrie. 
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tische  Geometrie,  d.  h.  nicht  die  Feldmcsskunst .  sondern . eigent- 
lich bloss  Flächen,  und  Körperberechnungen ,  wobei  sich  der  Verfc 
auch  der  Algebra  bedient. 

Populäre  Geometrie  für  Künstler  and  Pro t es sioni- 
sten,  welche  die  nöthigsten  Lehren  und  Aufgaben  der 
Geometrie  leicht  kennen  lernen  und  sie  mit  Erfolg  für 
ihre  Arbeiten  benutzen  wollen.  Nebst  einer  Beschrei- 
bung einiger  Messapparate,  Vergleicbong  deutscher 
Maasse  und  Gewichte,  u.  s.  w.  V  on  Dr.  G.  A.  Jahn.  Leip. 
zig.  1842.   8.    1  Thlr.  8  ggr. 

Dieses  Buch  leistet  das,  was  es  verspricht,  auf  eine  zweckmä- 
ssige Weise,  und  kann  auch  bei'm  Unterrichte  auf  Bürger-  ood 
uiedcrii  Realschulen  als  eine  Anleitung  zu  geometrischen  Zeich- 
nungen und  Rechnungen  zweckmässig  gebraucht  werden.  Tafeln 
zur  Vergleicbung  der  verschiedenen  Maasse,  so  wie  Tafeln  der 
Quadrat-  und  Kubikwurzeln  aller  ganzen  Zahlen  voU  1  bis  1000 
in  drei  Decimalstcllen  sind  angehängt,  und  Erläuterungen  über 
.Maassstäbe ,  über  den  Nonius,  über  die  verschiedenen  Arten  von 
Setzwatren,  Niveau's  und  Libellen  sind  nicht  übergangen,  so  dass 
dieses  Buch  in  dem  Kreise,  für  welchen  es  bestimmt  ist,  recht 
nützlich  werden  kann. 

Theorie  der  periodisch-homologen  Punkte,  Geraden 
und  Ebenen  in  Bezug  auf  das  System  dreier  Kegel- 
schnitte, welche  einen  vierten  doppelt  berühren,  und 
auf  das  von  vier  Flächen  der  zweiten  Ordnung  oder 
Klasse,  welche  eine  fünfte  umhüllen,  von  Fr.  Seidewitz. 
Hciligenstadt.  1842.  4. 

Dieses  Programm  des  Gymnasiums  zu  Heiligenstadt  von  Ostern 
1842  zeugt  von  einer  sehr  genauen  Kenntniss  und  vieler  Uebung 
seines  Verls,  in  der  sogenannten  neuern  Geometrie,  und  verdient 
allgemeiner  bekannt  und  beachtet  zu  werden.  Die  beiden  Aufga- 
ben, deren  Lösung  der  Verf.  vorzüglich  zum  Zweck  hat,  drückt 
derselbe  in  der  Vorrede  auf  folgende  Art  aus: 

I.  Wenn  ein  beliebiger  Kegelschnitt  gezeichnet  vorliegt,  und 
wenn  drei  andere  Kegelschnitte  der  Bedingung  unterworfen  sind, 
ein  jeder  den  ersteren  doppelt  zu  berühren  und  durch  drei  Punkte 
zu  gehen  oder  drei  Gerade  zu  berühren,  welche  beliebig  in  seiner 
Ebene  gegeben  sind,  was  also  dreimal  drei  gegebene  Punkte  oder 
Gerade  macht:  einen  fünften  zu  zeichnen,  welcher  jeden  der  drei 
letzteren  einfach ,  und  den  ersteren  ebenfalls  doppelt  berühre;  das 
Ganze  mittelst  des  Lineals  allein. 

II.  Wenn  eine  beliebige  Fläche  des  zweiten  Grades  gezeich- 
net vorliegt,  und  wenn  vter  andere  Flächen  desselben  Grades  der 
Bedingung  unterworfen  sind,  eine  jede  die  erstere  zu  umhülleo 
und  durch  vier  Punkte  zu  gehen  oder  vier  Ebenen  zu  berühren, 
welche  beliebig  im  Baume  gegeben  sind,  was  also  viermal  vier  ge- 
gebene Punkte  oder  Ebenen  macht:  eine  sechste  zu  zeichnen, 
welche  jede  der  vier  letzteren  berühre  und  die  erstere  ebenfalls 
umhülle;  das  Ganze  mittelts  des  Lineals  allein. 

Alle ,  welche  sich  für  die  sogenannte  neuere  Geometrie  über- 
haupt,  und  das  Problem  von  den  Berührungen  insbesondere  inte- 
ressiren,  machen  wir  wiederholt  auf  dieses  Programm  aufmerksam 
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Praktische  Geometrie. 
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A  Treatise  on  Land  Surveying  and  Levelling,  illu- 
strated  by  copious  Field  Notes,  Plans,  and  Diagrams, 
in  Four  Parts,  by  tbe  Chain,  Theodolite,  Circumferen- 
t|or,  and  Spirit  Level;  with  Drawings,  explaining  their 
use,  and  exhibiting  their  adjnstment:  togetber  with  in- 
troductory  chapters  on  Geometry,  Logarithms,  Mensu- 
ration  and  Trigo  n  ometry;  and  an  Appendix  of  Tablea 
of  Logarithms,  Sines,  Cosines,  Tangents  etc.  to  Six 
Places;  and  a  Troverse  Table  to  any  Distance,  and  to 
Three  Minutes  of  Bearing.  By  H.  J.  Castle,  Surveyor 
and  Civil  Engineer,  Lectnrer  on  Practical  Geometry 
and  Levelling  to  King's  College,  London.  1842.  8.  14  s. 
clotli. 

Der  geschwind  und  richtig  rechnende  Markscheider. 
Von  K.  W.  Böberr.  2te  Aufl.  Quedlinburg.  1842.  8. 
H  Thlr. 


,  Trigonometrie. 


Piain  and  spherical  Trigo no metry.  By  H.  W.  Jeans, 
F.  R.  A.  S.  Royal  Naval  College,  Portsmouth,  late  Ma- 
theDiatical  Master,  in  the  Royal  Military  Acadcmy, 
Woolwich.  Part  I,  containing  Rules,  Examplcs,  and 
Problems,  1842.  3s.  6d.  cl.  Portsea:  Woodward.  London: 
Longman,  Brown  and  Co. 


Mechanik. 


Lehrbuch  der  Mechanik  nebst  einem  Anhange  über 
Pendel  und  Wage.  Gemeinfasslich  dargestellt  von 
Dion.  Lardncr  und  H.  Kater.  Aus  dem  Englischen  v. 
Heinrich  Kossmunu.   Stuttgart.  1842.   8.    1  Thlr.  18  ggr. 
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Praktische  Mechanik. 


Mechanik  für  Gewerbetreibende.  Enthaltend:  Die 
Zusammensetzung  und  Zerlegnag  der  Kräfte,  den  Mit- 
telpunkt der  Schwere  und  die  mechanischen  Potenzen. 
Erläutert  durch  Beispiele  und  Figuren.  Von  LL.  D. 
Alex.  Jamieson.  In  3  Abthe  Hungen.  Wien.  1841.  8. 
41  Thlr. 

Jolly,  Prof.  Dr.  Pb.,  Specimen  primum  ad  doctrioam 
de  macbinarum  effectu  pertinens.  8  maj.  Heidel bergae. 
1841.  iThlr. 

Der  praktische  Maschinenbauer.  Ein  Handbuch  für 
Maschinenbauer,  Mechaniker,  Kunstdrechsler  und  Fa- 
brikbesitzer. Nach  den  besten  Werken  über  diesen  Ge- 
genstand bearbeitet  von  Andr.  Valeot.  Demme.  Achte 
Lieferung.  Mit  Abbildungen.  Quedlinburg  und  Leip- 
zig. 1842.   8.    1  Thlr.  20  ggr. 


Astronomie. 


Populäres  astronomisches  Hand -Wörterbuch  oder 
Versuch  einer  Erklärung  der  vornehmsten  Begriffe  und 
Kunstwörter  der  Astronomie,  sammt  Nachrichten  von 
der  Geschichte  der  astronomischen  Entdeckungen  und 
Erfindungen,  biographischen  und  literarischen  Notizen, 
und  einer  kurzen  Andeutung  der  Methoden  und  Werk- 
zeuge. Mit  Ausschluss  aller  irgend  entbehrlichen  ana- 
lytischen Formelsprache.  Von  Dr.  J.  E.  Nürnberger. 
Kempten.  1842.  8. 

V  on  diesem  populären  astronomischen  Handwörterbuchs  sind  bis 
jetzt  das  erste  von  Abend  bis  Bahnen  der  Planeten,  Kome- 
ten und  Doppelsterne  und  das  zweite  bis  Compass  reichende 
Heft  in  unsere  Hände  gelangt.  Eine  Beurtheilung,  die  jetzt  vorei- 
lig sein  würde,  müssen  wir  bis  zur  Vollendung  des  ganzenflrVerks 
versparen.  Der  Preis  jedes  dieser  beiden  zwölf  Bogen  starken 
Hefte  ist   8  ggr. 

» 

Recreations  in  Astronomv  with  a  Glossary.  By  tbe 
Rev.  Lewis  Tomlinson,  M.  A. "  2d.  Edition,  with  50  111b- 
strations,  1842.    4s.  6d 
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Anfangsgrunde  der  mathematischen  Geographie,  ein 
Kehrbuch  für  höhere  Gymnasien  und  Realschulen.  Von 
ö.  Studer.  2te  verb.  Ausg.  Bern  und  Chur.  184^.  8. 
1  Thlr.  4  ggr. 

Die  erste  Ausgabe  dieses  etnpfehlcnswcrthen  und  ziemlich  voll- 
ständigen, nur  elementare  mathematische  Kenntnisse  voraussetzen- 
den Lehrbuchs  der  mathematischen  Geographie  erschien  im  Jahre 
1836. 

Anleitung  zur  genauen  Bestimmung  des  Ganges  und 
Standes  deriJhren.  Ein  unentbehrliches  Handbuch  für 
Ohrmacher  und  Freunde  der  Astronomie,  so  wie  für 
Alle,  die  einer  sichern  Zeitkenntniss  bedürfen,  als 
Gutsbesitzer,  Geistliche  und  Schullehrer  auf  dem 
Lande.   Von  Dr.  G.  A.  Jahn.   Leipzig.  1842.   8.    H  Thlr. 

J.  H.  W.  Lehmann:  die  Sonnenfinsterniss  am  8.  Juli 
1842,  nach  allen  astronomischen  und  physischen  Um- 
ständen für  die  Orte  der  Erde,  wo  sie  sehr'  gross  oder 
total  erscheint,  auf's  Sorgfältigste  berechnet  und  in 
einem  vollständigen  Ueberblick,  mit  Berücksichtigung 
früherer  Erscheinungen  dieser  Art,  gemeinfasslich  dar- 
gestellt. Nebst  einer  in  Stein  gezeichneten  graphi- 
schen Darstellung  für  Europa.  Brandenburg.  1842.  8. 
12  ggr. 

* 

Heber  die  Bestimmung  der  Entfernungen  im  Welt- 
gebäude. Ein  Vortrag  im  wissenschaftlichen  Vereine  zu 
Berlin  gehalten  von  J.  F.  Encke.    Berlin.  1842.   8.   4  ggr. 

Ein  sehr  ansprechender  gemeinverständlicher,  auch  die  neuern 
Arbeiten  von  Bessel  und  Struve  über  die  Bestimmung  der  Par- 
allaxe der  Fixsterne  zweckmässig  berücksichtigender  Aufsatz. 


Die  Experimental  -  Physik ,  methodisch  dargestellt 
von  Jacob  Heussi.  Erster  Cursus.  Kenntniss  der  Phä- 
nomene. Zweite  vermehrte  und  verbesserte  Auflage. 
Berlin.  1839.  8.  Zweiter  Cursus  von  den  physikalischen 
Gesetzen.  Berlin.  1838.  8.  Dritter  Cursus  von  den  phy- 
sischen Kräften.  Berlin.  1840.  8.  Alle  drei  Cursus. 
3  Thlr. 

Dieses  methodisch  abgefasste  Lehrbuch  der  Physik  für  den 
Schulunterricht  ist  leider  erst  jetzt  zu  unserer  Kenntniss  gelangt; 
weil  wir  aber  die  Ueberzeugung  haben,  dass  dasselbe  den  Lehrern 
an  Gymnasien  und  andern  Lehranstalten  recht  sehr  zur  Beachtung 
empfohlen  zu  werden  verdient,  so  holen  wir  hier  eine  kurze  An- 
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zeige  nach)  und  wünschen,  dass  dieselbe  zur  weitern  Verbreitung 
dieser  empfchleuswcrthen  Schrift  beitragen  möge.  In  der  Vorrede 
zum  ersten  Curaus  sa^t  der  Verf.:  „betrachten  wir  irgend  eine 
Naturerscheinung,  so  bietet  sich  uns  dreierlei  dar:  erstlich  die  Er- 
scheinung selbst,  die  wir  beobachten;  zweitens  die  Art  und  Weise, 
auf  welche  sie  vor  sich  geht,  und  drittens  die  Ursachen,  welche 
sie  hervorrufen.  Die  Erfabruugsnaturlchre  muss  nothwendig  diese 
drei  Dinge  von  einander  trennen;  der  Stein  fällt  zur  Erde,  das 
sieht  jedes  Kind ;  er  fällt'  aber  mit  beschleunigter  Bewegung  aod 
nach  einem  bestimmten  Gesetze;  dies  kennen  zu  lernen  erfordert 
eine  genauere  Untersuchung  und  eine  höhere  Bildungsstufe  als 
ersteres;  endlich  fragt  sich,  warum  der  Stein  nach  der  Tärde  fallt, 
und  woher  es  kommt,  dass  er  gerade  das  durch  die  Erfahrung  aus- 
gremittelte  und  nicht  ein  anderes  Gesetz  befolgen  müsse.  Eine  noch 
höhere  Bildungsstufe,  mathematische  Vorkenntnisse  u.  s.  w.  sind  zur 
Beantwortung  dieser  Fragen  unumgänglich  nöthig."  Hierdurch 
sind,  wie  es  uns  scheint,  schon  die  Principien  deutlich  genug  be- 
zeichnet, welche  den  Verf.  bei  der  Bearbeitung  seiner  drei  Curau 
geleitet  haben.  Ehe  ein  Naturgesetz  richtig  aufgefasst  werdeo 
kann,  muss  der  Sinn  dafür  {reweckt,  das  Streben  danach  angeregt 
werden.  Der  erste  Curaus  ist  ganz  dieser  Gebung  des  Beobach- 
tungsverinögeus  gewidmet.  Im  zweiten  Curaus  werden  dann  die 
Naturgesetze  betrachtet;  der  dritte  endlich  enthält  tbeirs  solche 
mathematische  Entwicklungen  physikalischer  Gegenstände,  die  mit 
Hülfe  der  Elementar- Mathematik  durchgeführt  werden  können, 
theils  ist  derselbe  der  Betrachtung  des  innern  Zusammenhangs  der 
Naturerscheinungen  gewidmet,  so  weit  die  Wissenschaft  darin  ge- 
kommen und  der  (Gegenstand  für  die  Schule  passend  ist.  Wir  sind 
mit  dem  Verf.  darin  ganz  einverstanden,  dass  nur  auf  diesem  ron 
ihm  vorgezeiebneteu  Wege,  oder  auf  einem  ähnlichen,  der  physika- 
lische Unterricht  auf  Schulen  gute  Früchte  trafen  kann,  worin  nns 
auch  eine  mehrjährige  Erfahrung  zur  Seite  steht.  Den  ersten  Cur- 
sus  des  vorliegenden  Buchs  möchten  wir  für  die  unteren,  den  zwei- 
ten für  die  mittlem,  den  dritten  für  die  obern  Klassen  bestimmen. 
Letzterer  setzt  allerdings  ein  ziemliches  Maass  mathematischer  Kle- 
meutar- Kenntnisse  voraus,  jedoch  nur  solcher,  auf  welche  sieb 
der  mathematische  Unterricht  auf  Gymnasien  und  höhern  Bürger- 
schulen zu  erstrecken  pflegt.  Freilich  aber  wird  bei  dem  Unter- 
richte nach  diesem  Curaus  "in  den  obern  Klassen  immer  noch  der 
Umstand  hindernd  entgegentreten,  dass  nicht  alle  Schuler  schoi 
die  mathematischen  Kenntnisse,  welche  dieser  Curaus  voraussetzt, 
besitzen,  weil  dieselben  zum  grössten  Tbeile  erat  aus  den  Theilen 
der  Mathematik  entnommen  werden  können .  welche  in  den  obern 
Klassen  gelebrt  werden.  Dies  ist  indess  ein  Uebelstand,  der  über- 
haupt nur  mit  grossen  Schwierigkeiten  beseitigt  werden  kana,  und 
vielleicht  ganz  nie  zu  beseitigen  ist.  Jedenfalls  sind  wir  aber 
der  Meinung,  dass  der  physikalische  Unterricht  in  den  obern  Klas- 
sen so  viel  als  irgend  möglich  auf  einer  strengen  mathematischen 
Basis  ruhen  muss,  möchten  jedoch  auch  hier  wegen  des  oben 
erwähnten  le  bei  stau  des  einen  Mittelweg  für  den  geeignetsten  und 
beste u  halten,  welches  weiter  auszuführen  uns  hier  die  Beengt- 
heit des  Raums  verbietet.  Jedenfalls  verdient  aber,  was  wir  hier 
nochmals  wiederholen,  das  vorliegende  Lehrbuch  von  allen  Lehrern 
der  Physik  recht  sehr  beachtet  zu  werden.    Dasselbe  wird  in  den 
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Händen  eines  geschickten  Lehrers  insbesondere  dann,  wenn  dem- 
selben vornehmlich  bei  dem  Unterrichte  nach  dem  dritten  und  zwei- 
ten Curaus  ein  guter,  wenn  auch  keineswegs  sehr  glänzender,  aber 
doch  zweckmässig  eingerichteter  physikalischer  Apparat  zu  Gebote 
steht,  dem  Gedeihen  des  physikalischen  Unterrichts  gewiss  sehr 
förderlich  sein. 

Lehrbuch  der  Physik,  nach  dem  gegenwärtigen 
Standpunkte  dieser  Wissenschaft  bearbeitet,  zum  Ge- 
brauche bei  Vorlesungen  auf  höheren  Gymnasien  und 
mit  besonderer  Berücksichtigung  für  Militairbildungs - 
anstalten.  Von  C.  F.  Peschei,  .Hauptmann  und  Lehrer 
der  Kriegs,  und  Naturwissenschaften  an  der  König]. 
Sächsischen  Militairbildungsanstalt.  Erste  Abtheilung: 
Physik  der  wägbaren  Stoffe.  Dresden  und  Leipzig.  1842. 
8.   2  Thlr. 

Der  Vortrag  in  diesem  Werke  ist  deutlich  und  setzt  nur  die 
ersten  Elemente  der  Mathematik  bis  etwa  einschliesslich  zur  Tri- 
gonometrie voraus.  Besondere  Eigentümlichkeiten  sind  uus  nicht 
aufgefallen. 

Astronomisch-meteorologisches  Jahrbuch  für  Prag 
von  K.  Kreil.  Erster  Jahrgang.  1842.  Prag.  1842.  8. 
IThlr.  8ggr. 

Nach  Erläuterungen  über  die  Einrichtung  dieses  Jahrbuchs  und 
der  gewöhnlichen  astronomischen  Ephemeride  folgt  eine  gemein- 
fassliche  Darstellung  der  Resultate  der  Prager  Beobachtungen  über 
Magnetismus  und  Meteorologie,  und  hierauf  Monatmittel  der  mag- 
netischen und  meteorologischen  Beobachtungen  zu  Prag,  Mailand, 
Ofen,  Gratz.  Die  gemeinfassliche  Darstellung  der  Resultate  der 
Prager  Beobachtungen  kann  zugleich  als  eine  recht  zweckmässige, 
allgemeinverständliche  Anleitung  zu  meteorologischen  und  magne- 
tischen Beobachtungen  betrachtet  werden. 

Die  Witterungsverhältnisse  von  Berlin.  Eine  Vor- 
lesung von  H.  W.Dove.   Berlin.  1842.   8.  -J -Thlr. 

Diese  im  Vereine  für  wissenschaftliche  Vorträge  zu  Berlin  ge- 
haltene Vorlesung  ist  von  allgemeinem  Interesse  und  kann  nach 
unserer  Ueberzeugung  überhaupt  als  ein  Muster  für  solche  allge- 
mein verständliche,  für  ein  grösseres  Publikum  bestimmte  wissen- 
schaftliche Vorträge  betrachtet  werden,  da  dieselbe  gewiss  jedem 
Gebildeten  ansprechen  wird. 

t 

Meteorography;  or  tbe  Perpetual  WeaXher  Almanac. 
Contains  nearly  50  of  the  Signs  which  occur  before 
every  change  of  weatber,  engraved  and  coloured  frorn 
nature.  1842.   2s.  Od. 

Resultate  aus  den  Beobachtungen  des  magnetischen 
Vereins  im  Jahre  1840.  Herausgegeben  von  C.  F.  Gauss 
und  W.Weber.   Leipzig.  1841.   8.  2  Thlr. 

Dieser  Jahrgang  enthält  die  folgenden  Abhandlungen: 
Zuf  Bestimmung   der  Constanten   des  Bifilarmagoetometers. 
Von  Gauss. 

Band  II.  11 
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Vorschriften  zur  Berechnung  der  magnetischen  Wirkung,  wel- 
che ein  Maguctstab  in  der  Ferne  ausübt.    Von  Gauss. 

Vorschlag  die  Variationen  des  Stabmagnetismus  beim  Bifilar- 
magnetometer  unabhängig  von  der  Kenntnis«  der  Temperatur  zu 
bestimmen.    Von  Weber. 

Ceber  magnetische  Friction.   Von  Weber. 

Ueber  die  absolute  horizontale  Intensität  in  Christiania.  Voo 
Uansteen. 

Untersuchung  über  die  mittlere  Declination  in  Götd'ogen.  Von 
Gold  schmidt. 

Messung  starker  galvanischer  Ströme  bei  geringem  Wider- 
stande nach  absolutem  Maasse.    Von  Weber. 

Ueber  das  electrochemische  Aeqnivalent  des  Wassers.  Von 
Weber. 

Magnetische  Beobachtungen.    Von  Hansteeu. 

Auszug  aus  den  täglichen  Beobachtungen  der  magnetischen 
Declination  tu  Göttingen  im  Jahre  1840.   Von  Goldscbmidt. 

Ueber  die  Bestimmung  der  absoluten  Intensität.  Von  Gold- 
schmidt. 

Resultate  aus  den  in  den  Jahren  1834  — 1836  von  Sartorins 
von  Wiershausen  und  Listing  in  Italien  angestellten  Intensitäts- 
messuu<ren.    Von  Listing. 

Vergleicbung  magnetischer  Beobachtungen  mit  den  Ergebnissen 
der  Theorie.    Von  Goldschmidt. 

Erläuterungen  zu  den  Terminszeichnungen  und  Beobachtungs- 
zohlen. 

Beobachtungszahlen  von  den  Variatiouen  der  Declination  und 
Intensität  in  den  Terminen  vom  28  —  29.  Februar,  20  —  30.  Mai, 
28  —  29.  August  und  27  —  28.  November  1840. 


Vermischte  Schriften. 


Dreihundert  Aufgaben  aus  der  hohem  und  ange- 
wandten Mathematik.  Von  D.  E.  L.  Lehmus.  Berlin. 
1842.   8.    18  ggr. 

Das  Programm  der  Petrischulc  zu  Danzig  von  Michae- 
lis 1841  enthält  S.  9 — 14  wieder  mehrere  sehr  beachtungswertbe 
wissenschaftliche  Bemerkungen  des,  Herrn  Professors  und  Directors 
F.  Streb lke  zu  Danzig,  mathematischen  und  physikalischen  In- 
halts, welche  denselben  Zweck  haben,  wie  die  Aufgaben,  von  de- 
nen im  ersten  Theile  des  Archivs.  S.  435  Nr.  LV.  und  in  Nr.  IV. 
S.  67  des  literarischen  Berichts  die  Rede  gewesen  ist,.  So  bald  es 
der  Raum  gestattet,  werden  wir  wieder  Mehr  eres  aus  diesen  Be- 
merkungen im  Archive  unter  der  Rubrik:  Uebungsaufgaben  für 
»Schüler,  mittheilen. 


Digitized  by  Google 


1 


115 

Auch  itf  dem  Programm  dos  Catharineums  zu  Lübeck 
tod  Ostern  1842  sind  auf  S.  34  —  40  von  Herrn  Chr.  Scher- 
ling  mehrere  bei'm  Unterrichte  wirklich  vorgekommene  geometri- 
sche Aufgaben,  die  mit  Hülfe  der  Algebra  ohne  Anwendung  der 
Goniometrie  lösbar  sind,  mitgetheilt.  Auch  von  diesen  Aufgaben 
sollen  mehrere,  so  bald  es  der  Raum  erlaubt,  im  Archive  mitge- 
theilt werden» 

Zu  wünschen  ist,  dass  mehrere  Lehrer  dem  von  den  Herren 
Strehlke  und  Scberling  gegebenen  Heispiele,  solche  Aufgaben, 
die  bei'm  Unterrichte  wirklich  vorgekommen  sind,  in  den  Pro- 
grammen mitzutheilen,  folgen.  In  dem  Archive  werden  dieselben 
gewiss  immer  möglichste  Berücksichtigung  linden. 

Gelegentlich  mag  hierbei  noch  bemerkt  werden,  dass  das  Pro- 
gramm des  Catharineums  zu  Lübeck  von  Michaelis  1840 
folgende  Abhandlung  enthält: 

Ueber  die  Curven.,  die  enthalten  sind  in  der  Polar- 
gleichung  u  —  a  F.  trig  (<p)  und  über  diejenige,  welche 
dargestellt  wird  durch  die  Polargleichung  *=*  sec  y-f-^» 
Von  Chr.  Scherling,  Coli,  für  Mathem.  uud  Naturw. 

Der  Verf.  hat  nämlich  in  dieser  Abhaudlung  den  Zweck:  die 
Curven  zu  untersuchen,  welche  die"  Biefenschatt  haben,  dass  der 
Radius  Vector  eines  jeden  Punktes  gleich  sei,  dem  Produkte  aus 
einer  constanten  Grösse  a  in  irgend  eine  trigonometrische  Function 
des  Winkels,  den  der  Radius  Vector  mit  einer  festen  durch  den 
Pol  gehenden  Linie  macht. 

Mathematical  TraCts:  1.  Lunar  and  Planetary  Theo- 
ries. 2.  Figure  of  the  Earth.  3.  Precession  and  Nuta- 
tion.  4.  Calculus  of  Variations.  5.  Cndulatory  Theory 
of  Optics,  and  Theory  of  Polarization.  Designed  for 
the  use  of  Students  in  the  Universities.  By  G.  Biddell 
Airy,  M.  A.  F.  R.  S.  Astronomer  Royal.  3d.  Edition,  cor- 
rected,  1842.  8.  15s.  London:  John  W.  Parker  West 
Strand.  Cambridge:  Deightons. 


>  * 


Educationel  Models  etc.  sold  by  Taylor  et  WaltoD, 

28,  Upper  Gower  Street. 


< 


A  Pyrometer  for  shewiog  the  expansion  of  metals.    15  s. 

Atwood's  Machine  for  explaining  the  laws  of  falling  bo- 
dies,  with  apparatus  attached  for  illustrating  the  theory  ofthepen- 
dutum.  Price  of  Atwood's  Mach  ine.  with  a  „Companion"  L.  2.  2  s.; 
udditional  apparatus  for  the  peodulum  L.  1.  1  a. 

A  set  of  mechanical  powers;  containing  the  Levcr  — 
Wheel  and  Axle  —  series  of  Pulleys  —  the  Inclined  Plane  — 
Wedge  —  Screw  —  with  Examples  of  the  Parallelogram  of  For- 
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ces  —  Ceotre  of  Gravity  —  Friction  —  Collision  of  Elastic  Bo- 
dies  —  Compound  Leverf   Price  L.  5.  5  s.  in  a  Box. 

A  Second  Set,  omittiög  the  Parallelogratn  of  Forces  and  Colli- 
sion  of  Elastic  Bodies.  Price  in  a  Box  L.  2.  12  s.  6  d.  A  commo- 
ner  Set  L.  1.  6  s.  3  d.  in  a  Box. 

Philösophical  Diagrams;  iüustrating  the  various  branches 
of  Natural  Philosopby.  By  Frederick  J.  Minasi,  Lectnrer  of 
Natural  Philosopby  etc.  Designed  for  the  nse  of  Lecturers,  Philo- 
losopbical  Classes,  and  Schools.  1  st  Series  —  Mechauics.  In 
Montlily  Numbera  each  containing  3  Sheets  of  Diagrams,  price  3  a. 
each  Number.  —  Nnmber  1  is  just  publisbed. 

Geometrical  solids  to  iliustrate  Reiner's  Lessons  ön  form, 
and  otber  works  on  Geometry.   The  Set,  in  a  Box,  9  s. 

An  Instrument  for  teaching  Geometry,  coovertible  into 
a  Theodolite,  Spirit  Level,  Hadley's  Sextant,  and  Wollastoos  Go- 
niometer. Price  L.  2.  12  s.  6  d. 

Diagrams  in  Wood,  to  iliustrate  Dr.  LardnerV  Enclid.  Solid 
Geometry,  Book  1.   The  Set  of  Nine,  in  a  Box,  7  s.  6  d. 
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k 

Literarischer  Bericht. 


Systeme,  Lehr-  und  Wörterbücher. 


Mathcseos  Universalis  formulae  fundamentales  Ca- 
roli  J o Ii.  Ds.  Hill,  a  U.  A.  Augustiuson  MDCCCXL1  publice 
defensae.    Lundae.  XDCCCXLI.   4.    4  gg. 

Lehrbuch  für  den  gesummten  mathematischen  Eie- 
rn entar- Unterricht  an  Gymnasien,  hohem  Bürger*  und 
.Hilitair  •  Schulen.  Bearbeitet  von  Dr.  Martin  Ohm. 
Dritte,  durchgesehene  und  t  heil  weise  umgearbeitete 
Auflage.    Leipzig.  1842.    8.    22  ggr. 

Dieses  seiner  Hinrichtung  und  den  Ansiebten  seines  Vfs.  über 
den  mathematischen  Unterricht  nach  aus  den  beiden  ersten  Auflagen 
hinreichend  bekannte  Lehrbuch  für  den  gesummten  mathematischen 
Elementar -Unterricht  enthält  die  Arithmetik  und  Algebra,  die  ebene 
Geometrie  mit  Einschluss  der  ebenen  Trigonometrie,  die  körper- 
liche Geometrie  mit  Kinschluss  der  sphärischen  Trigonometrie,  und 
in  einem  Anhange  Einiges  über  Reihen  und  über  Permutationen 
uud  Combinationeu,  nebst  den» Beweise  des  binomischen  Lehrsatzes. 
Da,  wie  gesagt,  die  Ansichten  des  Vfs.  schon  bekannt  genug  sind, 
und  allerdings  auch  schon  bei  vielen  Lehrern  Eingang  gefunden 
haben ,  wie  am  besten  durch  die  wiederholten  Auflagen  des  vorlie- 
genden Werkeljens  bewiesen  wird,  so  würde  eine  nicht  überall  bei- 
fällige Kritik  derselben,  wobei  wir  übrigens  manches  Treffliche  in 
denselben  keineswegs  verkennen  und  dem  Vf.  deshalb  immer  unsere 
besondere  Aclitung  gezollt  haben,  in  diesen  bloss  für  kurze  Anzei- 
gen und  literarische  Notizen  bestimmten  literarischen  Berichten  nur 
unpassend  erscheinen.  Unterdrücken  aber  können  wir  in  Bezug  auf 
$.  177.  — §.  181.  die  Bemerkung  nicht,  daSs  die  Formeln 

sin  x  =  o^/—  >  cos  x=  r,  

und  die  aus  denselben  gezogenen  Herleitungcn,  auch  wenn  sie  nur 
gelegentlich  beigebracht  sein  sollten,  in  eiuem  für  erste  Anfänger 
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.  bestimmten  Lehrbuche  nach  unserer  Ueberzeugung  gewiss  ganz  am 
unrechten  Orte  sind,  und  den  Anfänger  nur  verwirren.  Solche 
eigentlich  nur  symbolische  Ausdrücke  in  ihr  rechtes  Licht  zu  stel- 
len und  ihre  richtige  Anwendung  zu  zeigen,  muss  nach  unserer 
Ueberzeugung  ganz  einem  hölicrn  Unterrichte  aufbehalten*  bleiben. 


Arithmetik. 

■ 


Die  neue  M u 1 1 i p  1  i c a t i o n  oder  Anweisung,  die  unmit- 
telbare Berechnung  der  Productc  aus  zwei-  Iiis  acht-  , 
zifferigen  Factorcn  nach  einer  einfachen.,  von  der  bis- 
her gebräuchlichen  ganz  verschiedenen  Methode  aus- 
zuführen. Für  Freunde  der  Arithmetik,  für  alle  Clas- 
sen  von  Rechnern,  namentlich  aber  zur  Einführung  in 
Gymnasien  und  Bürgerschulen  zum  Druck  befördert. 
Zweite,  ganz  umgearbeitete  Auflage.  Ol  den  bürg.  1842.  8. 

Bei  der  gewöhnlichen  Art  zu  uiultipliciren  bildet  man  bekannt- 
lich, wenn  im  Allgemeinen  »  +  ä  +  c  +  </+  .  .  .  .  der  Multipli- 
cand,  « -h /? H- f -f- +  •  der  Multiplicator  ist,  nach  und  nach 
die  Productc 

(tr  -f-  b  -f-  c     ä+  .  ...)«, 

+  ^  +  c  +   )ß, 

(a  -f-  b  -f-  c  -+-  </-H  .  .  .  *)y, 

-  (a  -f-  b  -f-  c  -4-  d-r  •  •  •  .)^> 
u.  s.  w. 

indem  man  jedes  derselben  wieder  in  seine  einzelnen  Theile  auf- 
löst, und  erhält  durch  Addition  aller  dieser  Producte  das  gesuchte 
Product  des  gegebenen  Multiplicandus  und  Multiplictors.  Der 
Verf.  setzt  dagegen 

(a  +  b-i-c-\-d-\-  .  . .)  (a-f-^-f-^-f-  .  .) 

=  a(t  -H  ba  -+-  ca  -f-  da  -+-  .  .  .  . 

+  aß  +  bß  +  cß -f-  dß+  

-f-  ay  -f-  by  -+-  cy  -b  dy   

+  ad -\-bd-t- cS-\- dd -\-  .  .  4. 
u.  s.  w. 

ordnet  die  einzelnen  Theile  der  Grösse  auf  der  rechten  Seite  des 
Gleichheitszeichens  nach  den  Diagonalreihen,  wodurch  er 

(a  +  i  +  c  +  rf-f-  ...)  («  +  /J-|_y  +  o*-|-.  •) 
,=  aa 

+  (*ß  +  bu) 

-f-  (ay      bß  ca) 

±(ad+by  +  cß  +  da) 
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erb  alt,  bildet  die  sämmtlichen  einzelnen  Tbeile  dieses  Aggregats, 
und  erhält  durch  deren  Addition  das  gesuchte  Product,  wobei  er 
übrigens  die  einzelnen  Theile  nicht  vom  ersten  bis  zum  letzten,  in 
der  "Ordnung  wie  sie  vorher  geschrieben  worden  sind,  sondern  in 
umgekehrter  Ordnung  vom  letzten  bis  zum  ersten  bildet  und 
einander  addirt.  Hierin  besteht  das  ganze  Kunststück!  Soll  i 
z.  B.  786  mit  543  multipliciren ,  so  sagt  man  6  .  3  Ist  18,  schreibt 
die  8  hin,  und  behält  1  im  Sinne;  hierauf  sagt  man  8,.  3  +  6.  4 
ist  48,  und  1  dazu  ist  49,  schreibt  die  9  hin  und  behält  4  im 
Sinne;  dann  sagt  man  7.3  +  8.  4+6  .  5  ist  83,  und  4  dazu  ist 
87,  schreibt  die  7  hin  und  behält  8  im  Sinne;  hierauf  sagt  man 
7  .  4  +  8  .  5  ist  68,  und.  8  dazu  ist  76,  schreibt  die  6  hin  und  be- 
hält 7  im  Sinne;  endlich  sagt  man  7.5  ist  35  und  7  dazu  ist  42, 
welche  Zahl  nun  auch  hingeschrieben  wird.  Hiernach  erhält  das 
Kxempel  folgende  Gestalt: 

'*         v  786   \       '  ]\ 

543 


man 


426798 

7  14  1 

So  unbedeutend  die  Sache  auch  an  sich  nach  unserer  Ueberzeu- 
gung  ist,  und  so  wenig  wir  glauben,  dass  dieselbe  sich  einer  gün- 
stigen Aufnahme  erfreuen  wird,  so  hielten  wir  es  doch  für  unsere 
Pflicht,  diese  neue  Multiplicationsmethode  hier  etwas  näher  zu 
charaetcrisiren ,  weil  der  Verf.  dieselbe  namentlich  zur  Ein- 
führung in  Gvmnasien  und  Bürgerschulen  bestimmt  und 
empfiehlt.  Wir  haben  unsere  Pflicht  getban  und  unser  Zweck  ist 
erreicht,  wenn  durch  das  Obige  jeder  Lebrer  in  . den  Stand  gesetzt 
wird,  sich  über  diese  neue  Multiplicationsmethode  selbst  ein  Grtheil 
zu  bilden. 

1         ] 00000 

Tafeln  zur  Verwandlung  aller  Brüche  voi|,Jq5q  \öÖo' 

und  von  —  Hio^OO  *n  ^"n^  D*8  «»chenziffrige  Dezimal- 
brüche, oder:  Tafeln  zur  Berechnung  der  si ebenziffri- 
gen  Quotienten  aller  oben  angegebenen  Dividenden 
upd  Divisoren.  Nebst  einigen  auf  benannte  Zahlen  be- 
züglichen Decimaltabel  len  und  einer  Anweisung  zur 
allgemeinsten  Anwendung  der  Decimalbrucbrechnung 
auf  die  Auflösung  der  gewöhnlichsten  arithmetischen 
Aufgaben.  Für  Mathematiker  und  Geschäftsleute  so- 
wohl, als  auch  Lehrer  und  Lernende  ei  n  gerichtet  und 
berechnet.    Oldenburg.  1842.  4. 

Diese  neuen  zur  Erleichterung  d^r  Verwandlung  der  gemeinen. 
Brüche  in  Decimalbrüche  bestimmten  Tafeln,  deren  Verf.  sich  nir- 
gends  genannt  hat,  haben  die  folgende  Einrichtung.    Auf  198  Sei- 
ten enthalten  dieselben  alle  gemeinen  Brüche,  welche  aus  dem 

Bruche  entstehen,  wenn  man  für  den  Zähler  a  alle  ganze  Zah- 
len von  1  bis  99  setzt,  und  mit*jedem  einzelnen  dieser  Zähler  als 
Nenner  h  alle  ganze  Zahlen  von- 1  bis  999  verbindet,  in  Decimal- 
brüche mit  sieben  Decimalstellen  verwandelt.    Einem  jeden  der 
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99  Zähler  von  1  bis  99  sind  zwei  einander  gegenüberstehende  Sei- 
ten gewidmet.  Der  Zähler 'stellt  auf  jeder  Seite  oben  am  weitesten 
links,  unter  demselben  in  der  ersten  vertikalen  Spalte  findet  man 
auf  der  eio»'n  Seite  die  Nenner  1  bis  49,  auf  der  undern  Seite  die 
Neuner  50  bis  99,  unmittelbar  neben  diesen  Nennern  stehen  in  der 
zweiten  vertikalen  Spalte  die  entsprechenden  siebenstelligen  Dcci- 
malbrüche.  So  findet  man  z.  B.  auf  S.  98  und  S.  99  oben  links 
den  Zähler  49.  Neben  dem  Nenner  29  auf  S.  98  findet  sich  der 
49 

dem  Bruche  ^  gleiche  Decimalbruch  1,6896552.  und  eben  so  findet 

49 

sieb  neben  dem  Nenner  79  auf  S.  99  der,  dem  Bruche  ^  gleiche 

Decimalbruch  0,6202532.  Auf  ganz  ähnliche  Weise  wie  in  den  Lo- 
garithmentafeln findet  man  nun  in  der  ersten  horizontalen  Reihe 
auf  jeder  Seite  die  Ziffern  0,  1,  2,  3,  4,  5,  6,  7y  8  9,  welche, 
um  bei  dem  vorher  gebrauchten  Beispiele  stehen  zu  bleiben,  auf 

49    49  ■  49 

S.  98  die  letzten  Ziffern  in  den  Nennern  der  Brüche  rr,  rr,  -r^ 

,  1U     11  1*» 

49  49 

77  D»s  TZTn  al,f  s»  99  die   letzten  Ziffern   in   den  Nennern  der 

49      49      49     49     .  49 
Brüche         ^jp  ^  bis*  —  sind,  und  bei  dem  Aufsuchender 

diesen  Brüchen  gleichen  siebenziffrigen  Decimalbrüche  hat  man 
sich  auf  ganz  ähnliche  Art  wie  bei  dem  Gebrauche  der  Logarith- 

meufafeln  zu  verhalten.    Tin  z.  B.  den  dem  Bruche  ^=  gleichen 

»o7  D 

Decimalbruch  zu  finden,  sucht  man, auf  S.  99  den  Zähler  49  oben 
links,  in  de*  ersten  vertikalen  Spalte  den  Nenner  86,  in  der  ersten 
horizontalen  Reihe  die  Ziffer  7  auf,  und  findet  in  dem  Punkte,  wo 
die  durch  die  Zahlen  86  uud  7  gezogenen  beiden  horizontalen  und 

49 

vertikalen  Linien  sich  schneiden  den  dem  Bruche  gr?  gleichen  De- 

cimalbruch  0,0565167.  Wir  hoffen,  dass  man  hieraus  die  einfache, 
zweckmässige  und  für  den  praktischen  Gebrauch  bequeme  Ein- 
richtung dieser  Tafeln  erkennen  wird. 

In  der  Einleitung  zeigt  der  Verf.,  wie  man  den  Gebrauch  der 
Tafeln  über  die  ihnen  nach  dem  Vorhergehenden  gesteckte  eigent- 
liche Gräuze  hinaus  ausdehnen  kann,  welche  Anweisung  natürlich 
in  ganz  einfachen  und  einem  Jeden  sich  von  selbst  ergebenden 
Regeln  besteht. 

Will  man,  um  zuerst  den  Fall  zu  betrachten,  wenn  der  Zähler 
die  Gränze  der  Tafeln  übersteigt,  ohne  dass  dies  auch  bei  dem 

98C7 

JVenner  der  Fall  ist,  z.  B.  den  dem  Bruche  -7^77  gleichen  Decicnal- 

V4  V  ° 

bruch  finden,  so  setzt  man,  weil  die  Tafeln  sich  unmittelbar  bloss 
auf  ein1-  uud  zweiziffrige  Zähler  erstrecken, 

98G7  _  98  .  67 
979        979  V  IU~*~979 

1 

=  (10,01021 

i  0,0684372 
=  10,0786472] 
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Auf  ähnliche  Art  ist 


08766  =£.  1000  10  6 


887         887  *         ^  887/  ,v^887 
=  T 110,i848 
0,856821 
0.0067644 
=111,3483854 

Das»  diese  Resultate  nun  aber  Dicht  mehr  bis  auf  siebeu  Stellen 
richtig  sind,  versteht  sich  von  selbst,  weshalb  auch  der  Verf.  in 
§.  14.  der  Kinleituner  hoch  eiu  anderes  hei  diesen  Verwandlungen 
anzuwendendes  Verfahren  lehrt. 

Uebersteigt  der  Nenner  des  in  einen  Dezimalbruch  zu  verwan- 
delnden gemeinen  Bruchs  die  Gränze  der  Tafeln,  ohne  dass  dies 
auch  bei  dem  Zähler  der  Fall  ist,  so  hat  man  sieb  auf  folgende 

86 

Art  zu  verhalten.  Der  gegebene  gemeine  Bruch  sei  z.  B.  yjg^v 
Unmittelbar  aus  den  Tafeln  ergiebt  sich  zuvörderst 

^  =  0,0048315. 

* 

Ferner  findet  man  aus  den  Tufeln  leicht  als  Differenz  zwischen  den 
beiden  Brüchen 

86       ,  86 
l78UDdl79 

die  Grösse  0,0026992,  folglich  als  Differenz  zwischen  deu  Brüchen 

86  86 
und 


17800  17900 

die  Grösse  0,000026992,  oder,  wenn  die  Ziffer  unmittelbar  vor  dem 
Komma  sich  auf  Einheiten  der  siebenten  Decimalstelle  bezieht,  die 
Grösse  269,92.  • 

Ucberhaupt  ist  nun,  wenn  ^  ein  sehr  kleiner  Bruch  ist,  nähe- 
ruugsweise 

a     =  ±(\  +?L\-\  —  ^-(\  _  1L\  —  ?L  _  ±  IL. 
m  -f- n       ni         m'         my        m '      m        m  '  «t ' 

100 

und  eben  so,  wenn  —  ein  sehr  kleiner  Bruch  ist,  näherungsweise 

m  h-  100       m v         m '         my         m'      m        m  m 

fJeberlegt  man  jetzt,  dass 

a     n        a     100  n 
m  '  m       m     m  *  100 

ist,  so  ist  klar,  dass  in  Bezug  auf  den  obigen  sneciellen  Fall 

=  9,0048315  —  0,000026992  .  ^ 

oder,  weil 
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269  92  X  62  =  16735,<M 


269,92X^=167,3504 


1^2  =  I0'0048315 
•      /  -167 


=  0,0048148. 

•    ;  .    \i  v. 

Wenu  sowohl  der  Zähler,  als  auch  der  Nenner  des  gegebenen,  in 
einen  Dezimalbruch  zu  verwandelnden  gemeinen  Bruchs  die  Gränze 
der  Tafeln  übersteigt,  so  hat  man  auf  folgende  Art  zu  verfahren. 

86C 

Der  gegebene  Bruch  sei  z.  B.  Weil  zuvörderst 

973  —  »73  *      ~*~  973 
ist,  so  findet  man  mittelst  der  Tafeln  leicht 

•  i 
b  - 

=  jo,0088386 
f 0,0000617 


=r  0,0089003. 


Für  ^  und  ^  8ind  die  Differenzen  nach  den  Tafeln  0,0000910 


und  0,0000063.    Also  ist  die  Differenz  für 

=  (0,00000910 

1 0.000000003  i 

=   0,0üU009l03.  ,  ./ 

Multiplicirt  man  dies,  weil  97300  —  97287=13  ist,  mit  13,  so  er- 
hält  man  als  Product  0.000110119,  und,  dies  durch  100  dividirt, 
n;icbt  0,0000012.    Also  ist 

=  10,0089003 


'  1£  .  \. 

=   0,0089015  Jf-;  , 

Wie  man  dies  in  der  Praxis  abzukürzen  hat,  wird  sogleich  erhellen. 

Angehängt  sind  den  Tafelu  zur  Verwandlung  der  gemeinen 
Brüche'in  Dezimalbrüche  noch  \  erwundlungstabellcü  einiger  Mausse, 
Verwandlungstabellen  eiuiger  Gewichte  und  YervvaudluugstabeUeu 
einiger  Münzen. 

"Kann  nun  auch  über  ein  sehr  wesentliches  Frfordcrniss  solcher 
Tafeln,  nämlich  Uber  ihre  Correcthcit,  erst  nach  längerm  Gebrauch 
derselben  entschieden  werden,  so  glauben  wir  doch  durch  die  vor- 
hergehenden Bemerkungen  hinreichend  nachgewiesen  zu  buhen,  dass 
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die  obigen  Tafeln  zur  V  erwandlung  der  gemeinen  Brüche  io  Decimal- 
brücbe,  ungeachtet  schon  mehrere  ältere  Schriften,  die  eine  ähnliche 
Tendenz  haben,  wie  z.B.  die  Rechnung  mit  Decimulbrüchen 
und  Loefarithmeu  nebst  dazu  gehörigen  ganz  neu  berech- 
neten 'l'afeln.  Von  F.  A.  Schröter,  lielmstadt.  1799.  4.  und 
W.  F.  Wucherer'»  Beiträge  zum  allgemeinern  Gebrauche 
der  Decimulhrüche  öder  Tafeln  u.  s.  w,  Kartsruhe.  1/95. 
8.,  cxistiren,  verdienen,  vou  praktischen  Rechnern,  denen  sie  sich 
vorzüglich  durch  ihre  einfache  Einrichtung  empfehlen  werden,  und 
Lehrern  nicht  unbeachtet  zu  bleiben. 

Lehrbuch  der  Arithmetik,  allgemeinen  Grössenlchre 
und  Algebra  für  die  mittlem  und  ohern  Klassen  der 
Gymnasien  und  hohem  Bürgerschulen  von  .1.  W.  Elscr- 
munn,  Oberlehrer  der  Math,  uud  Nnturw.  au  dem  Gym- 
nasium und  der  Realschule  in'  Saarbrücken.  Saar- 
brücken. 1842.   8.   20  ggr. 

Dieses  Lehrbuch  schliesst  sich   im  Allgemeinen  uud  Wesent- 
lichen deu  Ansichten  an,  welche  M.  Ohm  iu  seinen  verschiedenen  . 
Lehrbüchern  geltend  zu  machen  gesucht  hat. 

■ 

Young's  Analysis  and  Solution  of  Guhic  and  Biqua- 
dratic  Equatiuns.  1842.    12.  6s. 

Table  des  logarithmes  des  nombres  depuis  1 000  j  u s q u'a 
10000.    Par  Croizet.  iu  4.    Chez  Pe  tisson  n  ier.  1842.    6  Fr, 

Der  Geist  der  mathematischen  Analysis  und  ihr  Ver- 
hältniss  zur  Schule  von  Dr.  Martin  Ohm.  Auch  als  An- 
hang zu  seinen  verschiedenen  Lehrbüchern.  Berlin. 
1842.   8.    1  Thlr. 

Der  Herr  Verf.  thcilt,  um  uns  hier  seiner  eignen  Worte  aus 
der  Vorrede  zu  bedienen,  in  dieser  Schrift  „so  kurz  als  es  ihm 
„nur  immer  möglich  gewesen  ist,  das  Wesen  der  Ansichten  mit, 
„welche  derselbe  iu  seineu  Schriften  seit  181G,  besonders  aber  seit 
„1822  gelehrt  bat  und  lehrt,  —  Ansichten,  welche  das  Glück  ge- 
„habt  haben,  iu  seinen  verschiedenen  Lehrbüchern  vielfachen  Bei-  - 
„fall  zu-  finden,  welche  über  auch  vielfach  missverstauden  worden 
„sind ,  und  wahrscheinlich  deshalb  leichter  missverstanden  werden 
„konnten,  weil  ein  Lehrbuch  noch  so  manches  andere  zu  berück- 
,. sichtigen  hat,  welches  das  Auffassen  des  Wesens  der  Sache  er- 
„schwerl.  Gegenwärtige  kleine  Schrift  setzt  voraus,  dass  der  Le- 
,.ser  alles  Material  seihst  einschalte,  uud  beschäftigt  sich  bloss  mit 
„der  Aufstellung  logisch  bestimmter,  scharfer  uud  entschiedener 
Begriffe  und  zwar  aller  derer,  um  welche  sich  die  mathematische 
„Analysis  herumdreht.4'  Auf  Seite  15  spricht  sich  der  Herr  Verf. 
über  seine  Schrift  ferner  iu  folgenden  Worten  aus:  „Der  Verf.  ist 
„in  diesem  Augenblicke  überzeugt,  dass  er  seine  Lehrbücher  nur 
„ruhig  wirken  lassen  dürfe,  uip  nach  längerer  Zeit  seine  Ansichten 
„von  den  meisten  Pädagogen  adoptirt  zu  sehen,  weil  sie  sich  ne- 
benbei (eben  wegeu  der  darin  vnrwaltendcu  wissenschaftlichen 
„Einheit)  durch  eben  so  grosse  Einfachheit  als  Bequemlichkeit  aus- 
„zeichnen.  Iu  so  fern  sich  aber  Mathematiker  vou  Fach,  wie  z.  B. 
„Ab-el  es  gewesen  ist,  mit  dem  Lesen  von  Elementar -Lehrbüchern, 
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.,auch  wenn  sie  in  ihnen  die  Quellen  ihrer  Klagen') 
verstopft  finden  könnten,  in  der  Regel  nicht  befassen,  so 
versucht  es  der  Verf.  in  diesen  Bogen  denselben  seine  Ansichten 
,.auf  eine  möglichst  kurze  und  übersichtliche  Weise  vor*Augeo  zo 
legen,  und  zugleich  die  wichtigsten  Folgerungen  hervorzuheben, 
welche  sich  fnr  das  sichere  und  nothwendig  richtige  Arbeiten  mit 
unendlichen  Reihen  daraus  ergeben."     Diese  eignen  Worte  des 
Herrn  Yerfs.  müssen   der  Beschränktheit  des  Raums  wegen  Iiier 
hinreichen,  um  den  Lesern  des  Archivs  den  Zweck,  weichender 
Herr  Verf.  durch  seine  Schrift  zu  erreichen  beabsichtigte,  vor  die 
Augen  zu  führen. 

Wichtig  für  die  Theorie  der  bestimmten  Integrale  sind  dk 
folgeoden  uns  neuerlichst  aus  Schweden  zugekommenen  Abhand- 
lungen. 

"De  seriebus  periodicis  auetore  Adolpho  Ferdinann 
Svaoberg.  (Ex  Actis  Reg.  Soc.  Scient.  Upsal.)  Upsalut, 
1836.  4. 

Diese  Abhandlung  ist  auch  für  Astronomie  von  besonders)  In 

teresse. 

Deux  Memoires  sur  les  integrales  de*finies  par  C.l 
Malmsten.  Kxtrait  des  Acta  Reg.  Soc.  Upsal.  A  Upsal. 
1841.  4. 

1.    Memoire  sur  les  integrales 

y-»x»(  |  —  p  cos  ta:)ff(.v)da:  e^   /  m  P  sm  *x  f(a:^x 
0    1  —  2^  cos  tx-+-p?       J  o  1 — ~p  cos  tx  -t-p2' 
2    Memoire  suf  les  integrales  definics  entre  a:=r:0  et  xr=x. 

00  cos  axdx 
)  (1 

den  ,K.  V.  Acad.  Handl.  1841. 

Theoremata  nova  de  integralibus  definitis,  summa- 
tione  serierum  earumque  in  alias  series  transforma 
tioae.  Auetore  Carol.  Joh.  Malmsten,  Phil.  Mag.  ad  Reg 
Acad.  Upsal.  Math,  infer.  Doc.    Upsaliae.  1842.  §. 

Wir  werden  künftig  aus  allen  diesen  vieles  Interessante  ent- 
haltenden Abhandlungen  im  Archive  Auszüge  mittheilen. 

Disquisitio  academica,  integrationem  aequa  tionis  co 
jusdam  differentialis  exhibens,  quam  consent,  ampl.  oni 
philos.  Lundens.,  praeside  Carolo  Job:  Ds.  Hill,  Matt 
prof.  reg.  et  ord-,  pro  gradu  pbilosophieo  publico  exa- 
min i  subjicit  C.  A.  Ehrensvärd.  Co  in  es.    Lundae.  1841.  t 

Diese  Abhandlung  beschäftigt  sich  mit  der  Integration  der  Diffe- 
rentialgleichung des  2ten  Grades  uiWdx'—Jc'd^+Bdac'+Cd}/^ 
wo  A^a^a^-t-a,,*/,  ß=:60-\-i,a?,+6„y',  C==c0-|-r/x'-H,)« 
ist,  und  die  Coefficienten  von  jc1  und  y'  constant  sind,  nach  Ter 
schiedenen  Methoden. 


Om  Integralen^^  (T^f-^r»)«  a^  ^arl      Malmsten.  An 


*)  M.  vergi.  hierbei  Archiv  Theil  I.  Literarischer  Bericht  Nr.  1.  S.  2a 

Gr. 
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Geometrie. 


Lehrbu'ch  der  Geometrie,  enthaltend  die  ebene  Geo- 
metrie und  die  Stereometrie  nebst  Anwendung  der  AI* 
gebra  auf  dieselben.  Von  Friedrich  Pross,  Professor 
der  Mathematik  an  der  Königlichen  polytechnischen 
Schule  zu  Stuttgart.  Mit  neun  Figurentafeln.  Stutt- 
gart. 1&42.   8.   2  Thlr. 

Ein  recht  vollständiges  in  deutlicher  Darstellung,  mit  steter 
Rücksicht  auf  praktische  Anwendung  verfasstes,  und  einen  ziemlich 
grossen  Reichtlium  einzelner  auch  vielfach  die  Praxis  berücksichti- 
gender, auch  hin  und  wieder  neue  Relationen  darbietender  Aufgaben 
enthaltendes  Lohrbuch  der  ebenen  und  körperlichen'  Geometrie, 
welches  in  seinem  Kreise  gewiss  vorteilhaft  wirken  wird.  Beson- 
dern Fleiss  scheint  der  Verf.  mit  Recht  auf  die  für  viele  praktische 
Anwendungen  so  wichtigen  Körperberechnungen  verwandt  zu  haben. 
Dass  in  diesem  Lehrbuche  nicht  besondere  Rücksicht  auf  descrip- 
tive  Geometrie,  genommen  worden  \stß  wie  man  seiner  sonstigen 
Anlage  nach  wohl  hätte  erwarten  können,  hat  seinen  Grund  jeden- 
falls Jarin,  dass  auf  polytechnischen  Lehranstalten  in  diesem  Theile 
der  Geometrie  mit  Recht  wühl  durchgängig  ein  besonderer  ausfuhr^ 
licher  und  in's  Einzelne  gehender,  mit  vielfachen  Hebungen  im 
Zeichnen  verbundener  Unterricht  ertheilt  wird,  für  welchen  daher 
in  diesem  Lehrbuche  der  Geometrie  doch  kein  hinreichendes  Mate- 
rial hätte  geliefert  werden  können,  weshalb  es  allerdings  am  besten 
war,  denselben  von  den  gewöhnlichen  Kiementen  der  ebenen  und 
körperlichen  Geometrie  zu  trennen.  Tabellen  zur  Vergleicbung 
der  Maasse  verschiedener  Länder  und  eine  Tafel  der  speeifischen 
Gewichte  sind  dem  Buche  beigegeben. 

]£le*ments  de  Glomltrie  par  Eugene  Lionnct.  in  4. 
Chez  D^zobry.  1842. 

-  »  '■   ' '  ■  i 

Die  Lehre  von  den  Polyedern.  Rein -geometrisch 
dargestellt  von  Dr.  Hohl,  ausserordentlichem  Prof.  der 
Math,  an  der  Univ.  zu  Tübingen.  Mit  11  Figurentafeln. 
Tübingen.  1842.   8.    I  Thlr.  6  trgr. 

Diese  Schrift  leistet  das,  was  ihr  Titel  verspricht,  in  ziemlicher 
Vollständigkeit,  und  verdient  Lehrern  deshalb  empfohlen  zu  werden, 
weil  sie  in  derselben  eine  grosse  Anzahl  in  verschiedenen  Schriften 
zerstreuter  Sätze,  —  durchgängig  nach  rein  »geometrischer  Me- 
thode, ohne  Einmischung  des  Calculs,  behandelt,  —  an  einem  Orte 
beisammen  finden.  Ohne  des  allgemeiner  Bekannten  zu  gedenken 
erwähnen  wir  hier  nur  u.  A.  die  das  Gross te  und  Kleinste  betref- 
fenden Eigenschaften  der  Prismen  und  Pyramiden,  wobei  der  Verf. 
Lhuilier's  bekanntes  Werk:  De  relatione  mutua  capacita- 
tis  et  terminornm  figurarum,  geometrice  considerata. 
Varsaviae.  1782.  benutzt,  statt  der  zum  Theil  algebraischen 
Beweise  aber  geometrische  substituirt  hat;  die  Lehre  von  den  archi- 
medischen Polyedern  mit  zweierlei  und  dreierlei  Seitenflächen ;  die 
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Lehre  vom  rhombischen  Dodekaeder  und  rhombischen  Triakontae- 
der;  den  für  den  in  Kuclid's  Definition  congruenter  Polyeder  ent- 
haltenen Lehrsatz,  dass  nämlich  zwei  convexc  Polyeder  congruegt 
sind,  d.h.  zur  Deckung  gebracht  werden  können,  wenn  sie  von 
lauter  cons;ruentcn  Figuren  in  gleicher  Aufeinanderfolge  einge- 
schlossen werden,  von  Cauchy  gegebeuen  höchst  sinnreichen  Be- 
weis; u.  s.  w.  Dass  die  Fälle  der  Congruenz  und  Symmetrie  ge- 
hörig  unterschieden,  und  immer  besonders  betrachtet  worden  sind, 
verdient  schliesslich  hier  auch  noch  besonders  hervorgehoben  zu 
werden.  '    ►'»■•*.         ;.'  ..  *    <■  %**,*t,  i$.<e. 

,-.       •  .  -H-ti^fc 
Problein  es   de  Geometrie  et  de  trigonometric  recti- 
ligne  et  spherique  avec  les  solutions,  par  Ii.  Ritt.  2  £dit. 
Paris.  1842.    8.    5  Fr. 

Application  de  l'algebre  a  la  geometrie,  suivic  de  la 
discussion  des  courbes  par  Jacob.  2  vols.  8.  1842. 
3|  Thlr.  .    st  *  ^ihl-r/-'' 


Praktische  Geometrie.  9 


Das  Aufnehmen  des  Terrains  und  dessen  Darstellung 
durch  Projcction  horizontaler  Flächen,  zunächst  für 
den  Unterricht  an  M  i  1  i  t  ai  r-  Hi  Id  u  n  gsa  ns  t  a  1 1  c  n  und  zur 
S  e  1  bs  t  be  le  h  ru  n  g  bearbeitet  von  Aug.  v.  Scheie,  Haupt- 
mann im  Königl.  wiirtemb.  (» e  n  e  ra  1  st  a  b.  Mit  18  lithogr. 
Tateiii.    Stuttgart.  18-V2.    8.    2  Thlr.  12  ggr. 

Dieses  Ruch  enthält  eine  recht  gute  und  deutliche  Anweisung 
zu  topographischen  Aufnahmen,  mit  besonderer  Rücksicht  auf  mili- 
tärische Zwecke.  Vorzüglich  ist,  wie  es  recht  war,  der  Gebrauch 
des  .Messtisches  gelehrt  worden,  wobei  jedoch  auch  die  übrigen 
Instrumente,  insbesondere  Roussole  und  kreuzseheibe ,  nicht  ganz 
unberücksichtigt  geblieben  sind.  Dass  neben  den  übrigen  gewöhn- 
lichen mit  dein  .Messtische  aufzulösenden  Klemenlar  -  Aufgaben  das 
sogenannte  Kückwärtseinschiiciden  nicht  fehlt,  versteht  sich  von 
seihst.  Von  den  verschiedenen  zur  Auflösung  dieser  wichtigen  und 
schönen  Aufgabe  in  Vorschlag  gebrachten  Methoden  hat  der  Verf. 
nur  die  Lehmann 'sehe  mittelst  der  sogeuauuten  fehlcrzcigenden 
Dreiecke  aufgenommen,  welche  allerdings  auch  nach  unserer  aus 
Erfahrung  entsprungenen  IJeberzeugung  in  der  Praxis  die  meisten 
Vortheile  gewährt,  obgleich  sie  eigentlich  nur  eine  Näheruugsme- 
thoile  ist.  Dessenungeachtet  möchte  es  aber  namentlich  für  den 
Unterricht  zweckmässig  und  für  viele  Leser  interessant  und  beleh- 
rend gewesen  sein,  wenn  der  Verf.  auch  auf  einige  andere  Metho- 
den gebührende  Rücksicht  genommen  hätte,  insbesondere  auf  die 
von  Ii  o  h  n  c  n  hc  r  g  c  r  angegebenen,  von  denen  übrigens  die  eine 
auch  eigentlich  nur  eine  Näherungsmethode  ist,  welche  sich  aber, 
wenn   ihrer  Anwendung  in   der  Praxis  allerdings   auch  zuweilen 
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Hindernisse  in  den  W eg  treten,  doch  häufig  mit  besonderer  Ele- 
ganz mittelst  des  Messtisches  in  Ausführung  bringen  lassen,  und 
nach  unserer  Erfahrung*  namentlich  von  den  befähigtem  Zuhörern 
immer  mit  besonderm  Interesse  aufgenommen  werden.  Tafeln  zur 
Vergleichung  der  Maasse  sind  auch  heigegeben.  Mit  besonde- 
rer Ausführlichkeit  verbreitet  sich  die  vorliegende  »Schrift  über 
das  topographische  Zeichnen,  wobei  der  Verf.  ganz  Lehmann 
folgt,  und  es  sind  zugleich  eine  grössere  Anzahl  recht  gut  ausge- 
führter lithographirter  Tafeln  beigegeben,  die,  wie  wir  glauben, 
zweckmässig  als  Vorlegeblätter  bei'm  Unterrichte  im  Zeichnen  ge- 
brauch werden  können.  In  dieser  Beziehung  verdient  daher  das 
vorliegende  Buch  vorzüglich  bei  dem  hohen  Preise  dos  bekann- 
ten Lehuiann'schcu  Werkes,  für  diejenigen,  welche  sich  eine  hin- 
reichende Kenntnis»  der  Lehmnuu'schen  Methode  erwerben  wollen, 
noch  besondere  Empfehlung. 

,Traite  d'areage  et'  de  mitrage.  Par  Croizet.  in  12. 
Chez  Petissonnier.  1842.    1  Fr.  2  s. 

. 

Practical  Geodcsy,  comprising  Chain  Surveying,  the 
Use  of  Survcying  Instruments,  together  witlt  Lavelling, 
and  T  r  i  g  o  n  o  m  e  t  r  i  c  a  I .  Mining,  and  Maritime  S  u  r  v  e  y  i  n  g. 
Adaptcd  to  the  use  ofLand-Surveyors,  and  forStudents 
in  Civil.,  Military,  and  Naval  Engineering.  By  Butler 
Williams,  C  K.  F.  G.  S.  Professor  of  Geodesy  in  the  Col- 
lege for  Civil  Engincers,  London.  1842.  8.  with  nume- 
rous  Illustration s.    12  s.  6  d. 


— ,  

■ 


Praktische  Mechanik. 


r  r"  .  •'  ' 

Co  urs  eUmenlaire  de  Mecanique  industrielle  par  J  u- 

riez.    2  vols.  et  Atlas.   8.  ,  1842.    5|  Thlr. 

Theorie  geouietrique  des  engreuages  par  Olivicr; 
avec  4  plane h es.    4.    1842.    4  Thlr. 

Astronomie. 

■ 

Lcichtfassliche  Vorlesungen  über  Astronomie  für 
jene,  denen  es  an  mathematischen  Vorkenntnissen  fehlt. 
Von  August  Kunzek,  Doctor  der  Phil.,  ord.  öffentl.  Prof. 
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der  Physik  und  angewandten  Mathematik  an  der  Univ. 
in  Lemberg.    Wien.  1842.   8.    1  Thlr.  16  ggr. 

Der  Zweck  dieses  zwar  nur  kurzen,  »aber  deutlich  verfa ästen 
populären  Lehrbuchs  der  Astronomie  ist  durch  seinen  Titel  hin- 
reichend bezeichnet.  Die  Vorrede  beginnt  der  Verf.  mit  den  fol- 
genden schönen  Worten  Jean  Paul  s  aus  der  Levana.  „Ich 
„verarg'  es  euern  Eltern,  dass  sie  euch  nicht  Astronomie  lernen 
„liessen,  sie,  die  dem  Menschen  ein  erhabenes  Herz  giebt,  und  ein 
„Auge,  das  über  die  Erde  hinaus  reicht,  und  Flügel,  die  in  die 
„Unermesslicbkeit  heben,  und  Einen  Gott,  der  nicht  endlich,  son- 
„dern  unendlich  ist."  Angehängt  dem  aus  23  Vorlesungen  be- 
stehenden Werke  sind  einige  arithmetische  und  «geometrische  Be- 
griffe und  Sätze,  und  einige  trigonometrische  Betrachtungen  über 
Parallaxe,  Aberration,  Berechnung  der  Länge  der  Tage  und  Nachte,, 
der  Dauer  der  Dämmerung,  ut  s.  w. 

Erläuterungen  zu  J.  J.  v.  Littrow's  Vorlesungen  über 
Astronomie  (\Vien  1830  bei  J.  G.  Heubner)  von  C.  L.  v. 
Littrow,  Adjuncten  an  der  Sternwarte  der  K.  K.  Univer- 
sität zu  Wien,  u.  s.  w.  Mit  5  lithographirten  Tafeln. 
Wien.  1842.    8.    1  Thlr. 

Diese  Erläuterungen  zu  J.  J.  v.  Littrow's  bekannten  Vorle- 
sungen über  Astronomie,  von  denen  (oder  von  der  theoretischen 
und  praktischen  Astronomie  desselben  Verfs.  Wien  1821—  1827), 
wie  wir  aus  der  Vorrede  zu  den  Erläuterungen  zu  unserer 'Freude 
ersehen,  a.uf  Sir  John  Herschel's  Veranlassung  bald  eine  engli- 
sche Uebersetzung  erscheinen  wird,  werden  minder  geübten  Lesern 
des  genannten  in  mehrfacher  Beziehung  ausgezeichneten  Werkes, 
wegen  der  Kürze  der  Darstellung  an  den  meisten  Orten  in  dem- 
selben, gewiss  sehr  willkommen  sein,  und  zwar  um  so  mehr,  weil 
Herr  C.  L.  v.  Littrow  auch  mehrere  werthvolle  Zusätze  zu  dem- 
selben, wohin  wir  z.  B.  auf  S.  112  —  117  Jvory's  von  den  Prjn- 
eipien  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  unabhängige,  und  sonach 
für  erste  Anfänger  recht  wohl  geeignete  Darstellung  der  Methode 
der  kleinsten  Quadrate  rechnen,  geliefert,  und  an  mehreren  Orten 
veränderte  Darstellungen,  wie  z.  B.  bei  der  Bestimmung  der  Fehler 
des  Theodoliten  auf  S.  187  —  190,  eingeschaltet  hat.  Mit  kindlicher 
Pietät  hat  Herr  C.  L.  v.  Littrow.  seine  empfehlcnswerthe  Schrift 
dem  Andenken  seines  der  Wissenschaft  und  den  Seinigen  leider  in 
früh  entrissenen,  in  so  vielen  Beziehungen  ausgezeichneten  und 
verdienten  Vaters  gewidmet,  auf  dessen  in  den  Annaleu  der  Wie- 
ner Sternwarte  für  1841  sich  findende  Lebensbeschreibung  wir  die 
Leser  hier  noch  besonders  aufmerksam  machen. 

Annalen  der  k.  k.  Sternwarte  in  Wien.  Nach  dem  Be- 
fehle Seiner  k.  k.  Majestät  auf  öffentliche  Kosten  her- 
ausgegeben von  C.  L.  Edlen*von  Littrow,  Adjuncten  so 
der  k.  k.  Sternwarte,  Doctor  der  Philosophie,  der  phi- 
losophischen Facultät  zu  Wien  und  mehrerer  gelehrter 
Gesellschäften  Mitgliede.  Ein  und  zwanzigster  Theil. 
Neuer  Folge  Erster  Band.  Mit  einer  lithographirten 
Tafel.   Wien.  1841.  4. 

Diesen  ersten  Band  der  neuen  Folge  der  trefflichen  Annalen 
der  k.  k.  Sternwarte  zu  Wien,  die,  weil  von  ihnen  nur  150  Exem 
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plare  gedruckt  werden,  nicht  in  die  Häude  vieler  Leser  kommen 
könneu.,  und  daher,  so  wie  überhaupt  ihrer  Wichtigkeit  für  die 
Wissenschaft  wegen ,  in  diesem  Archive  jedenfalls  eine  ausführ- 
lichere Anzeige  verdienen,  eröffnet  mit  Recht  die  Lebensbeschrei- 
bung des  Begründers  dieses  Werkes  und  der  neuen  Wiener  Stern* 
warte,  des  der  Wissenschaft  leider  zu  früh  eutrissenen  J.  J.  von 
Littrow. 

Joseph  Johann  Edler  von  Littrow  wurde  geboren  zu 
Bischof- Teinitz  in  Böhmen,  am  13teu  März  1781,  iu  derselben 
Stunde,  wo  Hörschel  den  Uranus  entdeckte.  Sein  Vater  lebt 
noch  gegenwärtig  als  Kaufmann  daselbst,  seine  Voreltern  stammen 
aus  Lietiaud.  Nach  fast  fortdauernder  Kränklichkeit  in  den  drei 
ersten  Lebensjahren  bezog  er  mit  dem  fünften  Jahre  die  Schule 
seiner  Geburtsstadt,  und  legte  schon  hier  den  Grund  zu  der  Ele- 
ganz des  Stils,  die  späterhin  alle  seine  Schriften  so  sehr  auszeich- 
nete. Nach  Vollendung  dieses  Cursus  bemächtigten  sich  religiöse 
Zweifel  des  neunjährigen  Knaben,  die  nur  erst  dann  wieder  einem* 
ruhigen  Gemütszustände  Raum  Hessen ,  als  er  im  Jahre  1704  das 
Gymnasium  zu  Prag  bezog,  auf  welchem  er  sich  vorzugsweise  mit 
dem  Studium  der  Klassiker  beschäftigte.  Nachdem  er  die  Univer- 
sität zu  Prag  bezogen,  schloss  er  sich  besonders  an  den  Aestbeti- 
ker  A.  G.  31  e issner  an,  und  beschäftigte  sich  in  freien  Stunden 
mit  dem  Studium  der  griechischen  Literatur  und  der  Mathematik. 
Im  Jahre  1&00  versuchte  er  sich  zum  ersten  Male  als  Schriftsteller, 
und  gab  unter  dem  Titel:  Propyläen  eine  Zeitschrift  heraus,  die 
aber  im  folgenden  Jahre  wieder  eingirfg,  weil  er  in  die  sogenannte 
Legiou,  einem  vom  Erzherzog  Carl  errichteten  militärischen  Corps 
von  2200  Mann,  eintrat.  Nachdem  nach  geschlossenem  Frieden  die 
Legion  aufgelöst  worden  war,  kehrte  Littrow  zu  den  Studien 
zurück,  und  beschäftigte  sich  nach  und  nach  mit  den  verschieden- 
artigsten Wissenschaften,  bis  er  im  Jahre  1803  die  Erziehung  der 
beiden  Grafen  Rlnurd,  aus  dem  berühmten  Hause  Colonna, 
das  dem  römischen  Stuhle  mehrere  Päpste  gegeben  hatte,  auf  de- 
ren Gütern  in  Schlesien  übernahm,  wo. er  zuerst  gnnz  der  schönen 
Literatur,  später  aber  ausschliesslich  der  Mathematik  und  Astrono- 
mie lebte,  in  welchen  letzteru  Wissenschaften  er  ganz  Autodidact 
war.  Im  Jahre  1807  wurde  er  in  Folge  eines  schriftlichen  Concurs- 
Elaborates  zum  Professor. der  Astronomie  an  der  Universität  Krakau 
ernannt,  und  nahm  hier  die  Namen  Joseph  Johann  an,  weil  er 
durch  die  früher  geführten  Namen  Joseph  Samuel  in  den  An- 
schein, der  jüdischen  Religion  anzugehören,  gerathen  war,  und 
sich  vor  seiner  Anstellung  erst  urkundlich  als  katholisch  hatte  aus- 
weisen müssen.  Zugleich  änderte  er  seinen  Zunamen,  der  ursprüng- 
lich Lyttroff  geschrieben  worden  war,  in  Littrow  um.  In  Kra- 
kau verband  er  sich  mit  Caroline  vou  Ullrichsthal,  aus  wel- 
cher im  Jahre  1833  durch  den  Tod  der  Gattinn  getrennten  glück- 
lichen Ehe  ihm  eine  zahlreiche  Nachkommenschaft  hervorging,  von 
welcher  noch  fünf  Söhne  am  Leben  sind.  Im  Jahre  1809  ging  er, 
einem  Rufe  des  damaligen  kaiserl.  russ.  Minister  des  Cultus,  Grafen 
Razu  mowsky,  folgend,  als  Professor  der  theoretischen  Astrono- 
mie nach  Kasan,  nahm  im  Jahre  1810  seinen  Abschied,  um  einem 
Rufe  an  die  eben  vollendete  Sternwarte  auf  dem  Bloksberge  hei 
Ofen  zu  folgen,  und  vertauschte  im  Jahre  1819  diese  Stelle  mit  der 
durch  Triesnecker's  Tod  (1817)  erledigten  «teile  des  Directors  der 
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Sternwarte  und  Professors  der  Astronomie  an  der  Universität  so 
Wien,  welche  er  bis  zu  seinem,  als  Folge  einer  heftigen  Bauchfell- 
und  Leberentzündung,  die  bald  in  ein  gichtisches  Fiel>er  überging, 
am  30stcn  November  1840  gegen  4£  Uhr  Morgens  erfolgten  Tode 
bekleidete. 

Dies  ist  der  kurze  Abriss  der  äussern  Lebensumstände  eines 
Gelehrten,  welcher,  wie  von  Allen,  die  ihn  persönlich  zu  kennen 
das  Glück  hatten,  einstimmig  versichert  wird,  auch  durch  einen  i 
edlen  und  liebenswürdigen  Character  im  höchsten  Grade  ausge- 
zeichnet war.  Was  ihm  die  Wissenschaft  verdankt,  ist  bekannt 
genug,  und  würde,  um  es  weiter  aus  einander  zu  setzen,  hier  zu 
viel  Uauin  erfordern.  Als  eben  so  bekannt  darf  vorausgesetzt  wer- 
den ,  dass  ihm  die  Wietier  Sternwarte  ganz  ihre  jetzige  Gestalt, 
und  dereu  Annalen,  von  welchen  er  zwanzig  Theile  theils  in  Ver- 
bindung mit  L.  Mayer,  theils  in  Verbindung  mit  C.  L.  v.  Lit- 
er ow  herausgab,  ihre  Begründung  verdanken. 

Ein  vollständiges  Verzeichnis^  der  von  Littrow  heran sgegebe- 
/neu  grössern,  selbstständigen  Schriften  ist  seiner  Biographie  am 
Schlüsse  beigegeben. 

Auf  J.  J.  v.  Littrow's  Lebensbeschreibung  folgt  eine  Abhand- 
lung über  die  geographische  Position  der  neuen  Stern- 
warte des  k.  k.  MaYine-Collegiums  zu  Venedig  von  B.  L. 
von  Wü  llerstorf- Urbair,  k.  k.  Li ni en sch i ffs- Fähnrich. 

Die  neue  Sternwarte  des  k.  k.  Marine -Collegiums  zu  Venedig, 
durch  deren  Errichtung  die  österreichische  Regierung  sich  ein 
neues  Verdienst  um  die  Astronomie  erworben  hat,  trat  mit  An*  f 
fange  des  Frühjahrs  1840  iu's  Leben,  und  wurde  der  Directioo  des 
Herrn  Li nienschifls  -  Fähnrich  B.  L.  von  Wül lersto rf ,  eines 
durch  Kenntnisse  und  Thätigkeit  gleich  ausgezeichneten  Officiers, 
anvertraut.  Diese  Sternwarte,  von  welcher  in  den  Annalen  auf 
S.  Xlll  auch  eine  Abbildung  geliefert  worden  ist,  hat  den  doppel- 
ten Zweck,  theils  den  Zöglingen  der  k.  k.  Marine  Gelegenheit  zu 
besonderer  Ausbildung  _  in  der  Astronomie  zu  geben ,  theils  der 
activen  Marine  einen  fixen  Ort  zur  Vergleicbung  ihrer  Chronome- 
ter und  Aufbewahrung  ihrer  sonstigen  nautisch  -  astronomischen 
Instrumente  zu  verschaffen.  Nach  Herrn  von  Wüllerstorf's  Be- 
stimmung ist  für  die  neue  k.  k.  Marine  -  Sternwarte  zu  Venedig:  t 

Oestliche  Länge  von  Paris  in  Bogen  10°.   0'.  59" 

in  Zeit      0*.  40*».  3*  93: 

Nördliche  Breite    .......   45°.  25'.  49",5. 

Hierauf  folgt  eine  interessante  Relation  dlb  jetzigen  Herrn 
Herausgebers  der  Annalen:  lieber  den  Zustand  der  prakti- 
schen Astronomie  in  Italien,  wovon  jedoch  die  Sternwarten 
zu  Palermo,  Mailand  und  Modena,  die  der  Herausgeher  nicht  durch 
eigne  Anschauung  kennen  zu  lernen  Gelegenheit  hatte,  ausge- 
schlossen siud. 

Höhe  von  Wien  über  dem  adriotischen  Meere.  Der 
Fundamentalpunkt  für  die  Meereshöhe  Wiens  ist  die  Uhrzeiger- 
Axe  oder  der  Uhrblatt -Mittelpunkt  des  St.  Stephansthurms.  Die 
Hübe  dieses  Punktes  über  dem  adriatiseben  Meere  ist  trigonome- 
trisch auf  drei  Linien.,  deren  eine  von  Acjuilea,  eine  zweite  von 
Tri  est,  eine  dritte  von  Fiume  bis  Wien  geführt  wurde,  mit 
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einer  merkwürdigen  Uebeieinstimmung  zu  127,78  Wiener  Klaftern 
(eine  Wiener  Klnfter  s±  1,8966138  Meter)  bestimmt  worden,  so 
dass  Wien  jedenfalls  als  einer  derjenigen  Punkte  betrachtet  wer- 
den muss,  deren  Meereshöhe  um  Genauesten  bestimmt  ist.  Die 
Meereshöhe  des  mittlem  Spiegels  der  Donau  ist  81,10  Wiener 
Klaftern,  die  Meereshöhe  des  Nullpunkts  am  Mittelpfeiler  der  Fran- 
zensbrücke ist  80,43  Wiener  Klaftern. 

Höhe  des  Hcrrmannskogel.  Leopolds-  und  Kalileo- 
berges über  dem  adriatiseben  Meere,  aus  barometrischen 
Messungen.    Von  F.  C.  Hallaschka. 

Horizont  der  Leopoldskirche  auf  dem  Leopoldsbcrgc  über  dem 

adriatiseben  Meere  217,907  Pur.  Kluftern; 
Höhe  des  ttermannskogel  über  dem  adriatiseben  Meere  279,201 
Par.  Klaftern; 

Höhe  des  .Josephsbergs  über  dem  adriatiseben  Meere  231,877 
Par.  Klaftern. 

Vorschlag  eines  neuen  Fernrohr  -  Micrometers  mit 
hellen  Linien  und  Punkten  im  dunkeln  Gesichtsfelde. 
Von  Simon  Stampfer,  Prof.  der  prakt.  Geoiii.  am  k.  k.  po- 
lytechn.  Institute  in  Wien. 

Beiträge  zur  nautischen  Astronomie  von  C.  L.  v. 
Littröw. 

I.  lieber  ein  Mittel,  die  Breitenbestimmung  zu  er- 
leichtern,  und  zugleich  näherungs  weise  o^ie  Zeit 
zu  bestimmen.  ,  , 

II.  Ucber  die  Genauigkeit  der  gebräuchlichsten  Orts- 
bestimmungen zur  See. 

III.  Ueber  die  unmittelbare  Verbi nSung-  bei  fahrendem 
Schiffe  angestellter  Beobachtungen. 

Auszüge  aus  den  beiden  letzten  bemerkenswerthen  Aufsätzen 
der  Herren  Stampfer  und  C.  L.  v.  Littrow,  die  in  diesem  lite- 
rarischen Berichte  einen  zu  grossen  Raum  in  Anspruch  nehmen 
und  dessen  Zwecke  entgegen  sein  würden,  werden  wir  nach  und 
nach  unter  den  Miscellen  geben. 

Resultate  der  Planetenbeobachtungeu  im  Jahre  1840. 

Beobachtungen  des  Mondes  und  von  Mondsternen 
im  Jahre  1840. 

Beobachtete  Sternbedeckungen  bis  Ende  1841. 

So n n en finsterniss  des  18ten  Juli  1841. 

Beobachtungen  am  Meridiankreise  vom  21.  Januar 
bis  29.  September  1836. 

üebersicht  der  meteorologischen  Beobachtungen 
von  1840  und  1841. 

Für  1840  ist  '  " 

mittlere  Barometerhöhe  bei  0°  Re'aumur  27",527  Par.  M. 

mittlere  Temperatur  -f-6°,87  R. 

Für  1841  ist        #  ^  * 

mittlere  Barometerhöbe  bei  0°  Re'aumur  27",501  Par.  M. 

mittlere  Temperatur  -f-8°,53  R. 

Stand  des  Barometers  über  dem  mittlem  Spiegel  der  Donau  101,7 
Wiener  Fuss.   Als  mittlere  Jahrestemperatur  von  Wien  giebt  der 

* 
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Herr  Herausgeber  im  A  1 1  <re mein  e  n  -h  S°,4b*  IL  an,  so  dass  also 

im  Jabre  1840  die  Jahrestemperatur  l^M  unter  dtr  mittlen  geblie- 
ben ist,  eine  Abweichung,  die  seit  1ii5  nnr  von  dem  Jabre  1829, 
wo  sie  — 2°,37  betrag,  'übertroffen  wurde. 

I>en  Schills  dieses  Bandes  der  Annalen  machen: 
Hnlfstafeln  für  die  Wiener  Sternwarte.  Zusammen- 
gestellt im  Jabre  1842; 

wobei  wir  bemerken,  dass  der  Herr  Herausgeber  es  sieb  zum  Ge- 
setz gemacht  bat,  diese  Hnlfstafeln  alle  fünf  Jabre  erseheinen  zu 
lassen,  um  das  Publikum  sowobl  von  der  Art,  wie  auf  der  Wiener 
Sternwarte  die  Rechnungen  ausgeführt  werden,  zu  unterrichten,  als 
auch  in  den  Stand  zo  setzen,  weitere  Rednciionen  vorzunehmen, 
eine  Einrichtung,  die  gewiss  allgemeiner  nachgeahmt  zn  werden 
verdient. 

Aus  der  obigen  Relation  werden  die  Leser  den  in  so  vielen 
Beziehungen  interessanten  und  wichtigen  Inhalt  des  vorliegenden 
neuesten  Bandes  der  Annalen  der  Wiener  Sternwarte  erkennen, 
und  es  uns  gewiss  Dank  wissen,  wenn  wir,  wie  schon  oben  ver- 
sprochen worden  ist  ^  künftig  unter  den  Miscellen  weitere  Mittei- 
lungen aus  denselben  machen.  . 

Karte  der  totalen  Sonnen finsterniss  am  8.  Juli  1842 
nach  J.  H~  W.  Lebmann  für  die  östreichisebe  Monarchie 
entworfen  von  L\  L.  Littrow.  Verlag  der  lithographi- 
schen Anstalt  des  Ludwig  Mohn  in  Wien. 


Physik. 


Anfangsgründe  der  Naturlehre  mit  logischen,  arith- 
metischen und  geometrischen  Vorbereitungslebren  für 
angehende  Thierärzte  und  Oekonomen.  Von  Anton  L. 
Buchmüller.  Zweite  verbesserte  Auflage.  Wien.  1812. 
8.   2  Thlr. 

Wo  sich  zn  Anwendungen  physikalischer  Lehren  f  n  Bezug  auf 
den  specieilen  Zweck .  welchen  dieses  Buch  zu  erreichen  sucht, 
Gelegenheit  darbot,  hat  der  Verf.  dieselbe  immer  benutzt,  und  wir 
brauchen  wohl  nicht  erst  zu  erinnern,  dass  dies  u.  A.  in  der  Lehre 
vom  Hebel  in  Bezug  auf  die  Wirkung  der  Muskeln,  in  der  Lehre 
vou  deo  Haarröhrchen,  in  der  Lehre  von  der  Wärme,  in  der  Lehre 
vom  Schall,  in  der  Lehre  vom  Lichte,  u.  s.  w.  der  Fall  gewesen  ist. 
Als  ganz  speciell  #uf  den  Zweck  des  Buchs  Bezug  habend  erwäh- 
nen wir  die  Beschreibung  und  Abbildung  eine/  eigentümlichen  Be- 
srhlagtnascbiue  in  247.  und  Fig.  210.  Der  Vortrag  ist  uns  überall 
deutlich  und  dem  beabsichtigten  Zwecke  entsprechend  erschienen,  in 
Bezug  auf  welchen  gewiss  auch  die  vorausgeschickten  allerdings  nur 
höchst  elementaren,  logischen,  arithmetischen  und  geometrischen 
Vorbereitungsieliren  ganz  an  ihrem  Orte  sind.  Dass  sich  das  Bneh 
überhaupt  nur  in  dem  Kreise  der  ersten  Elemente  hält,  braucht  wohl 
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kaum  noch  besonders  erinnert  zu  werden;  jedenfalls  aber  ist  es  er- 
freulich zu  sehen,  wie  sich  die  Anwendung  der  Naturlehre  immer 
mehr  und  mehr  in  sehr  verschiedenen  Kreisen  und  nach  sehr  ver- 
schiedenen Richtungen  hin  geltend  macht,  und  wie  die  hohe  Wich- 
tigkeit der  Kenntmss  der  Hauptgesetze  der  Physik  nach  und  nach 
immer  allgemeiner  erkannt  wird.  Das  Buch  kann,  wie  es  uns 
scheint,  auch  landwirthschaftlichen  Lehranstalten  zur  Beachtung 
empfohlen  werden. 

4 

Lettres  de  L.  Euler  a  une  princesse  d'Allemagne  sur 
divers  sujets  de  physique  et  de  philosophie,  prlcldees 
de  l'Eloge  d'Euler  par  Condorcet  et  annote*es  par  Cour- 
not.   2vols.    8.   Paris.  1842.   4£  Thlr. 

Jedenfalls  ist  es  erfreulich  zu  sehen,  wie  alle  Schriften  des 
grossen  Leonhard  Euler  auch  jetzt  immer  noch  fortwirken  nnd 
neu  herausgegeben  werden. 

The  Hand-Book  of  Natural  Phenomena,  containing 
füll  Accounts  of  the  following  Natural  Appearances:  — 
Aurora  Borealis,  Changes  in  the  Weatner,  Climates, 
Clouds,  Comets,  Ücw,  Earthquakes,  Eclipses,  Fixcd 
Stars,  Frost,  Hail,  Ice,  Lakes,  Lightning,  Meteorites, 
Mirale,  Moon,  Mountains,  Nebulae,  Phosphorescence  of 
the  Seo,  Planets,  Rain,  Rainbow,  Refraction,  Rivers, 
Seasons,  Shooting,  Stars,  Snow,  Springs,  Summer  Eve- 
ning  Lightning,  Thunder,  Twilight,  Valleys,  Volcn- 
noes.,  Winds,  etc.  etc.  1842.    1  s. 

Om  fluiders  rörelse;  af  A.  F.  Svanberg. 

Ueber  die  Theorie  des  Lichtes.  Nach  einem  litho- 
graphirten  Memoire  des  Freiherrn  Augustin  Luis  Cauchy 
frei  bearbeitet  von  Franz  Xaver  Motb,k.  k.  Prof.  am 
Lyceum  zu  Linz.    Wien.  1842.   8.    1  Thlr. 

Herr  Prof.  Moth  hat  sich  durch  die  Uebersetzung  des  in  Rede 
stehenden  nur  in  sehr  wenigen  Exemplaren  vorhandenen  lithogra- 
phirten  Memoires  von  Cauchy  jedenfalls  ein  besonderes  Verdienst 
erworben,  weil  dasselbe  bis  jetzt  gewiss  vielen  Mathematikern  und 
Physikern  ganz  unbekannt  geblieben  ist.  Dieses  Memoire  enthält  eine 
kurze  Darstellung  der  allgemeinen  Gleichungen,  welche  die  Grund- 
lage zu  allen  Untersuchungen  über  die  besondern  Phänomene  des 
Lichtes  ausmachen,  und  giebt  eine  gedrängte  Zusammenstellung 
der  Methoden  und  Resultate,  auf  welche  Cauchy, in  seinen  Unter- 
suchungen über  die  Theorie  des  Lichtes  gekommen  ist.  Durch 
viele  ganz  zweckmässig  gleich  in  den  Text  eingeschaltete  Erläute- 
rungen ist  der  Herr  Uebersetzer  den  in  der  Analysis  weniger  Ge- 
übten sehr  zu  Hülfe  gekommen,  wozu  auch  insbesondere  Abschnitt  I. 
Ueber  die  Summen,  welche  durch  Addition  ähnlicher  Functionen 
der  Coordinaten  der  verschiedenen  Punkte  gebildet  werden.  Ab. 
schnitt  II.  Ueber  die  Flächen  der  zweiten  Ordnung.  Abschnitt  III. 
Ueber  die  Bedingungen,  welche  sich  auf  die  Gränzen  eines  Kör- 
pers  oder  eines  Systems  von  Moleculen  bezieben  und  der  Anhang 
zum  sechsten  Abschnitte:  Ueber  den  Gebrauch  der  symbolischen 
Formen  in  der  Analysis,  viel  beitragen  werden. 

Band  II.  13 
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1  Atttt/n+htt  Htf't+ht.  Nr.  Vif,       Iii»  2L  X  3chs  .,4  ritten  ^  s.  m. 

1^?.      'A.  Sf»re  „«rraiteii"  «.  au  „dritten." 
5  |7Z.  Z.  24.  Mmf#r  „Coef/icienten"  sciialt«  nun  die  Worte  „4er 
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